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El cambio más importante respecto a la tercera edición es la tmeoa 
versión del capítulo que trata de la electrodinámica cuántica. La etectro- 
dinámica cuántica expuesta en la tercera edición describía el mooknltnto 
de partículas cargadas individuales, en estrecha analogía con la electro­
dinámica clásica. Era una forma de la teoría en que se conservaba nece­
sariamente él número de partículas cargadas, y no podía generalizarse para 
permitir la variación del némero de eüas.

Actualmente, en física de altas energías se da con frecuencia la creación 
y aniquÜación de partículas cargadas. Por consiguiente, una electrodinámica 
cuántica que exija la conservación del número de partículas cargadas está 
lejos de la realidad física. Así pues, la hemos substUuido por una étectror 
dinámica cuántica que incluye la creación y aniquilación de pares electrón' 
positrón. Ello nos obliga a abandonar toda aruáo^ e^eeha con la teoéa 
clásica de los electrones, pero nos proporciona una dex¡ripctón más t^us- 
tada de la naturaleza. Parece pues que d  concepto clásico de electrón 
de ser un modelo válido en física, salvo para algunas teorías «ÍMfWntelM 
que se Ümtten a considerar fenómenos de baja energía.

P.A.M .D.

St. Jóhris College, Carrhridge 
11 de mayo de 1QS7
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Los métodos de trabajo de la física teórica han sufrido un profundo 
cambio en él presente siglo. La tradición clásica consideraba el mundo como 
la asociación de objetos observables (partículas, fluidos, campos, etc.) que se 
mueven según leyes de fuerza fijas, pudiéndose, pues, formar una.imagen 
mental de todo el esquema en él espacio y el tiempo. Étto conducía a una 
física cuyo método consistía en hacer hi^tesis sobre él mecanismo y tas 
fuerzas que relacionan dichos objetos observables, que explicaran su com· 
portamiento de la forma más sencilla posible. En los últimos tiempos se ha 
ido hatAendo cada vez más enMeate que la naturaleza actúa en un filano 
distinto. Sus leyes fundamentales no rigen el mundo directamente tai como 
éste aparece en nuestra imagen mental, sino que actúan sobre un substrato 
del que no podemos formamos ninguna imagen mental sin cometer desa­
tinos. La formulación de dichas leyes exige el empleo de las matemáticas 
de transformaciones. Los elementos importantes del mundo físico aparecen 
como>los invariantes de dichas transformaciones (o más en genéfsl los 
oasi'invafiantes, o cantidades que se transforman de modo sencillo). Las 
cosas que conocemos de modo inmediato son las relaciones de estos cast- 
inoa^ntes con un cierto sistema de referencia, que generalmente degjhnos 
de forma que se introduzcan simplificaciones particulares sin importancia 
desde él pùnto ¿le vista de la teoría general.

SI auge de la teoría de transformaciones, aplicada primero a la tda- 
tioidad y después a la teoría cuántica, constituye él fundamento de los 
mmos fnéUidos de la física teórica. Otra característica del deaarroBo de 
ía teoría es la obtención de ecuaciones que sean invariantes frente a 
transformaciones cada vez más generales. Este modo de proceder es 
túHifaiÉach desde el punto de oista filosófico, pues reconoce el verdadero 
papd del observador, permitiendo et^hbar las reglas que se dediucen 
d» sus observaciones particulares en un esquema único, y mostrando que lo. 
naturaUza no se comporta de modo arbitrario; pero a cambio dificulta 
la aompreasíán para el estudioso de la físico. Las nuevas teorías, si se comí· 
derm útdepeñdientemente ele su estructura matemática, están constituidas 
por conceptos físicos que no pueden expresarse mediante términos o ele­
mentos conocidos previamente por él esbudianie, y que ni siquiera pue­
den explicitarse adecuadamente con palabras. Al igiud que los concepto» 
fundamentales (como por ejemplo, proximidad, identidad) que cada uno ha 
de aprender desde que nace, los nuevos conceptos de la fíkca sólo putdeH 
domtíuuse fónMiarixándose con sus propiedades y usos.

DEL PRÓLOGO A LA PRIMERA EDICIÓN



10 PRÓLOGO

Desde el punto de vista matemático, la comprensión de las nuevas 
teorías no presenta ninguna dificultad, ya que las matemáticas necesarias 
(por lo menos las que se necesitan para el desarrollo de la física hasta nues­
tros dias) no son esencialmente cUstintas de ¡as que se empleaban anterior­
mente. Las matemáticas son el instrumento especialmente indicado para 
tratar conceptos abstractos de cualquier clase, y en este campo su poder 
no tiene límites. Por esta razón todo libro sobre la nueva física, que no sea 
puramente una descripción de trabajos experimentales, ha de ser esencial­
mente matemático. Sin embargo, ios matemáticas no son más que ttn instru­
mento y deberíamos aprender a apropiamos de las ideas físicas sin refe­
ren ti a su forma matemática. En este libro hemos procurado poner en 
primer plano el aspecto físico, comenzando por ún capítulo enteramente 
físico y procurando examinar en lo posible el significado físico que en­
cierra el formalismo en los capítulos siguientes. Se necesita gran cantidad 
de conocimientos teóricos para poder resolver problemas de valor práctico, 
pero este hecho es una consecuencia inevitable del importante papel que 
tiene la teoría de transformaciones y que está destinado a acentuarse en 
loifísica teórica del futuro.

Respecto al formalismo matemático en que puede presentarse la teoría, 
el autor ha de decidirse desde el principio entre dos métodos. Uno es el 
método simbólico, que considera directamente y de forma abstracta las 
óantidades dé importancia fundamental (invariantes, etc., de las transfor­
maciones) y el otro se basa en el empleo de coordenadas o representaciones 
y trata con conjuntos de números que corresponden a dichas cantidades. 
Por regla general siempre se ha utilizado el segundo método para presentar 
la mecánica cuántica (de hecho se ha utilizado prácticamente siempre a ex­
cepción del libro de Weyl titulado Gnippentheorie und Quanteranechanik). 
Dicho método se conoce con los nombres de ‘mecánica ondulatoria" y 
‘ftíecánica de las matrices’ según a cual de los elementos físicos, estados o 
variables dinámicas del sistema, se le conceda mayor importancia. Tiene 
la ventaja de que las matemáticas que exige son más familiares para él 
estudiante medio y además es el método histórico.

Sin embargo, él método simbólico parece atacar con más profundidad 
la naturaleza de las cosas. Nos permite expresar las leyes físicas de una 
forma clara y concisa, y probablemente se irá utützaruio cada vez más 
en el futuro a medida que vaya siendo mejor conocido y se vayan desarro- 
Uando las matemáticas especiales que emplea. Por esta razón hemos eHegfdó 
d  método simbólico, introduciendc sólo después las representaciones como 
ayuda para los cálculos prácticos. Ello ha exigido romper completamente 
con la Unea de desarrollo histórica, pero nos permite él acceso a las nuevas 
ideas ele la forma más directa posible.

P.A. M. D.
St. Jóhrís College, Cambridge 

29 de mayo de 1930
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I

EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN

1. "Necesidad de una teoría cuántica

La mecánica clásica se ha ido desarrollando progresivamente desde los 
tiempos de Newton y se ha aplicado a un conjunto de sistemas dinámicos 
cada vez más amplio, dél que forma parte el campo electromagnético oi 
interacción con la materia. Las ideas fundamentales y las leyes que rig ^  
su aplicación constituyen un esquema tan sencillo y elegante, que parece 
imposible modificarlo seriamente sin destruir todas sus atractivas caracte­
rísticas. Sin embargo, se ha conseguido construir un nuevo esquema, llamado 
mecánica cuántica, más adecuado para la descripción de los feaukaenos de 
escala atómica, y que es en ciertos aspectos más elegante y satisfactorio 
que el esquema clásico. Esto ha sido posible gracias a que los cambios 
introduddos por la nueva teoría son de carácter muy profundo y no simples 
modificadones que destruirían las caracteristicas de la teoría clásica que le 
confieren sa armonía, y así ha resultado que todas estas caracteristicas han 
podido s&c incorporadas al nuevo esquema.

La necesidad de elegir un camino distinto al de la mecánica clásica 
viene exigida por los hechos experimentales. En primer lugar, las fu^^sas 
conoddas en electrodinámica clásica son inadecuadas para justificar la nota­
ble estabilidad de átomos y moléculas, necesaria para poder explicar que las 
substandas tengan propiedades físicas y químicas definidas. La introducdón 
de nuevas fuerzas hipotéticas no podria salvar la situación, ya que existen 
prindpios generales de la mecánica clásica, válidos para cualquier tipo de 
fuerzas, que nos conducen a resultados en completo desacuerdo con la 
observadón.  ̂Por ejemplo, si el estado de equilibrio de un sistema atómico 
está alterado de algún modo y se le abandona a sí mismo en estas condi­
ciones, debería comenzar a oscilar, y sus oscilaciones tendrían que ponerse 
de manifiesto en el campo electromagnético que se emite, de modo que sus 
frecuendas habrían de ser observables con un espectroscopio. Cualesquiera 
que fuesen las fuerzas que rig ^  este equilibrio, debería ser posible incluir 
las diversas frecuencias en un cuadro que compr«idia:a dertas frecuencias 
fundanwntales y sus armónicos. Esto no corresponde a lo que se obsara.



En su lugar aparece una nueva e imprevista relación entre las frecuoadas, 
llamada ley de combinación de Bitz de la espectroscopia, según la cual 
todas las frecuencias pueden ser expresadas como diferencias entre ciertos 
términos, siendo el número de términos muy inferior al de frecuencias. 
Esta ley es completamente' incomprensible desde el pxmto de vista clásico.

Se puede intentar salvar la dificultad sin apartarse de la mecánica clásica, 
suponiendo que cada una de las frecuencias observadas con medidas espec- 
troscópicas es una frecuencia fundamental inherente a su propio grado de 
Hbertad, siendo las leyes de fuerza tales que no puedan darse los armónioos 
correspondientes. Sin embargo, una teoría como ésta »o sería válida, aparte 
de no dar explicación alguna de la ley de combinación, ya que entraría € 0  

conflicto inmediato con la evidencia experimental sobre calores específicos. 
La mecánica estadística clásica nos permite establecer una relación general 
entre el número total de grados de libertad de un conjunto de sistemas 
vibrantes y su calor específico. Si sé hiciera la hipótesi» de que todas las 
frecuencias espectroscópicas de un átomo corresponden a distintos grados 
de libertad, se obtendría un calor específico para todas las sustancias mudio 
mayor que el observado. De hecho, los calores específicos observados a 
temperaturas ordinarias vienen dados con bastante exactitud por una teoría 
que considere el movimiento de cada átomo como el de un todo sin atribuirle 
ningún movimiento interno.

Esto nos lleva a un nuevo antagonismo entre la mecánica dásica y los 
resultados experimentales. Debe existir necesariamente algún movimiento 
intmio en los átomos para poder ei^licar su espectro; pero sus grados de 
libertad internos, por razones incomprensibles clásicamente, no contribuyen 
al calor específico. Otro conflicto similar se encuentra a propósito de la 
energía de oscilación del campo electromagnético en el vacío. La inecánica 
clásica da un valor infinito para el calor específico correspondiste a esta 
energía, pero se ha podido comprobar que es perfectamente finito. La con­
clusión general de los resultados experimentales es que las oscilaciones de 
gran frecuencia no contribuyen en su valor clásico al calor específico.

Un ejemplo más de la limitación de la mecánica clásica lo constituye ©1 
comportamiento de la luz. Tenemos, por un lado, los fenómenos de inter­
ferencias y de difracción, que sólo pueden ser explicados mediante una 
teoría ondulatoria; por el otro, fenómenos tales como la emisión fotoeléc­
trica y la dispersión (scattering), de electrones libres, que indican que la luz 
está compuesta por pequeñas partículas. Dichas partículas, llamadas foto­
nes, tienen cada una una energía y un momento definidos, que dqienden 
de la frecuencia de la luz, y aparecen con una existencia tan r ^  como la de 
los electrones o cualesquiera otras partículas conocidas en física. No se 
observa nunca una fracción de fotón.

Los experimentos han demostrado que este extraño comportamiento no 
es peculiar de la luz, sino que es completamente general. Todas las partícu­
las materiales tienen propiedades ondulatorias, que se ponen de manifiesto

10 EL PBINCIPIO 1»  SOTBlffOStaÓN



en oondidones adecuadas. Este es un ejemplo muy sorprendente y carac­
terístico de los fallos de la mecánica clásica, que no radican simplemente 
en una inexactitud de sus leyes del movimiento, sino en una insuficiencia 
de sus conceptos para proporcionamos una descripción de los fenómenos 
atómicos.

La necesidad de apartarse de las ideas clásicas al intentar dar una expli­
cación de la estructura elemental de la materia se deriva no sólo de los 
hechos establecidos experimentalmente, sino también de razones filosóficas 
generales. En una interpretación clásica de la constitución de la materia, 
se supondría que ésta está compuesta por un gran número de pequeñas 
partes, y se postularían leyes del comportamiento de dichas partes, de las 
cuales se pudieran deducir las leyes de la materia agrupada. Sin embargo, 
no sería una explicación completa, pues habría quedado sin considerar la 
estructura y estabilidad de las partes constituyentes. Para responder a esta 
cuestión se haría necesario postular que cada una de las partes constitu­
yentes está a su vez compuesta de pequeñas partes, en razón de las cuales 
debe explicarse su comportamiento. Evidentemente no hay límite para este 
proceso, de tal forma que es imposible llegar por este procedimiento a la 
estructura elemental de la materia. Mientras grande y pequeño sean con­
ceptos meramente relativos, no conduce a nada explicar lo grande en función 
de lo pequeño. Por tanto, es necesario que modifiquemos las ideas clási­
cas de forma que el tamaño adquiera un carácter absoluto.

En este punto es importante recordar que a la ciencia solamente le 
incumbea los objetos observables y que unicamftnfft podemos observar 
tm objeto si interacciona con alguna influencia externa. Todo acto de obser­
vación va acompañado necesariamente de una alteración del objeto ob­
servado. Podemos decir que un objeto es grande cuando la alteración que 
acompaña a nuestra observación de él pueda ser despreciada, y pequeño 
cuando no pueda serlo. Esta definición está plenamente de acuerdo con el 
significado corriente de las expresiones grande y pequeño.

Normalmente se supone que, procediendo con cuidado, podemos reducir 
la alteración que acompaña a nuestra observación a una amplitud tan 
pequeña como queramos. En este caso, los conceptos grande y pequeño 
son meramente relativos y se refieren tanto a la precisión de nuestros medios 
de observación como al objeto que se describe. Para poder dar un significado 
absoluto a la magnitud, tal como se requiere en toda teoría de la estructura 
elemental de la materia, hemos de suponer que existe un límite de la pre­
cisión de nuestro poder de observación y de la magnitud de la alteración 
que le acompaña — límite que es inherente a la naturaleza de las cosas 
if que es imposible superar aunque se perfeccionen Tas técnicas o se aumente 
ía habilidad práctica del observador. Si el objeto que consideramos es· 
tal que la alteración límite inevitable se puede despreciar, decimos que el 
objeto es grande en sentido absoluto y podremos aplicarle la mecánica 
clásica. Si, en cambio, dicha alteración no es despreciable, el objeto es

1. NECESIDAD DE UNA TEOidA CUÁNTICA 17



pequeño en sentido absoluto y será necesaria una nueva teoría para dar 
cuenta de él.

Como consecuencia, de la discusión precedente debemos revisar nues­
tras ideas sobre la causalidad. La relación causal se aplica exclusivamente 
a sistemas que no hayan sido alterados. Pero si el sistema es pequeño, nos 
es imposible observarlo sin producir en él una alteración considerable, y 
por lo tanto, no podemos esperar encontrar ninguna relación causal entre los 
resultados de nuestras medidas. Supondremos que sigue existiendo causali* 
dad para los sistemas mientras no se les altere, y las ecuaciones que esta­
bleceremos para describir los sistemas no alterados serán ecuaciones dife­
renciales que expresarán una relación causal entre condiciones en un instante 
y condiciones en otro instante posterior. Estas ecuaciones estarán en estrecha 
correspondencia con las ecuaciones de la mecánica clásica, pero sólo estarán 
indirectamente relacionadas con los resultados de las observaciones. Existe, 
pues, una indeterminación inevitable en el cálculo de los resultados obser­
vables, y la teoría no nos permite calcular, en general, más que la probabi­
lidad de obtener un resultado particular al hacer la observación.

18 EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN

2. Polarización de fotones

La discusión de la sección precedente acerca del límite de la precisión 
con que pueden ser realizadas las observaciones y la indeterminación con­
siguiente en los resultados de dichas observaciones no nos proporciona 
ninguna base cuantitativa para la construcción de la mecánica cuántica. 
Para este fin necesitamos un nuevo conjunto adecuado de leyes de la natu­
raleza. Una de las fundamentales y más eficaces es el principio de superpo­
sición de los estados. Llegaremos a la formulación general de este principio 
a través de algunos casos particulares, y tomaremos como primer ejemplo 
el que nos proporciona la polarización de la luz.

Se sabe experimentalmente que cuando se utiliza luz de polarizacién 
rectilínea para expulsar fotoelectrones, existe una dirección privilegiada de 
la emisión electrónica. Por tanto, las propiedades de polarización de la luz 
están íntimamente relacionadas con sus propiedades corpusculares y así se 
debe atribuir una polarización a los fotones. Así pues, debemos conside­
rar que un haz de luz polarizada rectilíneamente en una cierta dirección 
está constituido por fotones, cada uno de los cuales está polarizado rectilínea­
mente en dicha dirección, y que asimismo un haz de luz polarizada circu­
larmente está constituido por fotones cada uno de ellos polarizado circular- 
mente. Cada fotón está en im cierto estado, llamado estado de polarización. 
El problema que hemos de considerar es cómo adaptar estas ideas a los 
fenómenos conocidos de la separación de la luz en componentes polarizadas 
y de la recombinación de estas componentes.

Elijamos un caso concreto. Supongamos que tenemos un haz de luz que



atraviesa un cristal de turmalina, que tiene la propiedad de dejar pasar 
únicamente luz polarizada según un plano perpendicular a su ^  óptico. 
La electrodinámica clásica explica lo que ocurre para cualquier polarización 
del haz iocidente. Si dicho haz está polarizado según un plano perpendicu­
lar al eje óptico, todo él atravesará el cristal; si lo está según un plano 
paralelo al eje, no lo atravesará en absoluto; mientras que si está polarizado 
según una dirección que forma ángulo a con el eje, atravesará ima 
fracción setfa de él. ¿Cómo podemos interpretar estos resultados sobre la 
base fotónicaP

Un haz polarizado rectilíneamente en una cierta dirección debe imagi­
narse constituido por fotones cada uno de ellos polarizado en esa dirección. 
Esta imagen no presenta ninguna dificultad en los casos en que el haz 
incidente está polarizado según im plano perpendicular o paralelo al eje 
óptico. No tenemos más que suponer que cada fotón polarizado perpen- 
diculmnente al eje atraviesa el cristal sin obstáculo y sin sufrir cambio 
alguno, mientras que si está polarizado paralelamente al eje es frenado 
y absorbido. La dificultad aparece, en cambio, en el caso de polarizacián 
oblicua y no es evidente lo que le debe ocurrir a uno de tales fotones cuando 
alcanza la turmalina.

La pregunta de qué le ocurre a un determinado fotón bajo unas condi­
dones definidas no tiene un significado demasiado preciso. Para precisarlo 
debemos imaginar algún experimento que tenga relación con eÜa y pre­
guntamos cuál será el resultado del mismo. Sólo tienen significado real las 
preguntas sobre los resultados de experimentos y son éstas las únicas pre­
guntas que debe contestar la física teórica.

En nuestro ejemplo dicho experimento consiste en utilizar un haz ind- 
d^ te  constituido por im único fotón y observar qué es lo que aparece al 
otro lado del cristal. Según la mecánica cuántica el resultado de este expe­
rimento es que al otro lado encontraremos unas veces un fotón entero de 
energía igual a la del fotón incidente, y otras no aparecerá nada. Cuando 
aparezca un fotón entero, estará polarizado perpendicularmente al eje 
óptico. En ningún caso encontraremos al otro lado sólo una parte de fotón. 
Si repetímos el experimento un gran número de veces encontraremos que 
aparece un fotón por el otro lado en ima proporción sen*« del número total 
de veces. Podemos decir que el fotón tiene una probabilidad sen^a de pasar 
a través de la turmalina y aparecer por el otro lado polarizado según tm 
plano perpendicular al eje, y una probabilidad cos^a de ser absorbido. 
Tales valores de la probabilidad conducen a los resultados dásicos correc­
tos en el caso de un haz inddente con un gran número de fotones.

Por este procedimiento consavamos en todos los casos la individualidad 
del fotón. Pero ello sólo es posible si abandonamos el determinismo de la 
teoría dásica. El resultado de im e:q>erimento no está determinado por 
oondidones controlables por el experimentador como ocurriría de acuerdo 
con las ideas dásicas. Lo máximo que podemos predecir es un conjimto
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d« resultados posibles, y la probabilidad de que ocurra cada uno de ellos.
La discusión precedente sobre el resultado de un ^cpérimento con im 

ónico fotón polarizado oblicuamente que incide sobre un cristal de turma­
lina contesta a todas las preguntas que se pueden formular legítimamente 
sobre lo que le ocurre a im fotón bajo esas condiciones. Preguntas tales 
como qué es lo que decide si el fotón atraviesa o no d  cristal y cómo cambia 
su dirección de polarización cuando lo atraviesa, no pueden ser investigadas 
mediante experimentos y deben considerarse fuera del dominio de la 
dencia. No obstante, para relacionar los resultados de este experimento 
con los de otros experimentos que se pueden realizar con fotones y englo­
barlos todos dentro de un esquema general, es necesaria una descripdón 
ulterior. No debe considerarse ¿ficha descripdón como un intento de res­
ponder a problemas que están fuera dd dominio de la dencia, sino como 
una ayuda para la fonnuladón de leyes que expresen de forma condsa 
los resultados de un gran número de eq)erimentos.

La descripción ulterior que nos propordona la mecánica cuántica es la 
siguiente. Se supone que un fotón polarizado según un plano oblicuo al 
eje óptico puede considerarse que está en parte en el estado de polarizadón 
paralelo al eje y en parte en el estado de polarización perpendicular al eje. 
El estado de polarización oblicua puede ser considerado como el resultado 
de im derto proceso de superposidón aplicado a los dos estados de pola­
rizadón paralela y perpendicular. Ello implica una derta reladón entre los 
diversos estados de polarización similar a la de la óptica clásica para haces 
polarizados, pero que ahora no se aplica a los haces sino a los estados de pola­
rización de cada fotón particular. Esta relación nos permite resolver o 
expresar cualquier estado de polarización como una superposición de un 
par arbitrario de estados de polarizadón perpendiculares entre sí.

Cuando hacemos chocar un fotón con un cristal de turmalina, le some­
temos a una observación. Observamos si está polarizado bien paralela o bien 
perperdicularmente al eje óptico. El efecto de esta observación es obligar 
al fotón a que esté enteramente en el estado de polarización paralela o 
enteramente en el estado de polarización perpendicular. Se ve obligado a 
dar un salto brusco de estar pardalmente en cada uno de dichos estados 
a estar enteramente en uno u otro de eUos. No se puede predecir a cuál 
de los dos estados pasará, y únicamente existe una ley que nos da cada 
una de las dos probabilidades. Si salta al estado de polarizadón paralela 
será absorbido y si salta al de polarización perpendicular atravesará el 
cristal y aparecerá por el otro lado conservando dicho estado de polari­
zadón.
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S. Interferencia de fotones

En esta sección vamos a considerar otro ejanplo de superposición. 
También utilizaremos fotones, pero ahora nos interesarCTios por su posición 
en el espacio y por su momento, en lugar de interesamos por su polariza­
ción. Si disponemos de un haz de luz estrictamente monocromática, cono­
cemos algo acerca de la posición y momento de los fotones asociados. 
Sabemos que cada uno de ellos está localizado en algún lugar de la región 
del espacio por donde pasa el haz, y que tiena un momento según la direc­
ción del haz cuya magnitud viene dada en función de la frecuencia de 
éste por la ley de Einstein del efecto fotoeléctrico — momento igual a fre­
cuencia multiplicada por una constante universal. Cuando tengamos una 
información como ésta sobre la posición y el momento de un fotón diremos 
que está en un estado de traslación definido.

Expliquemos la descripción que da la mecánica cuántica de la interfe­
rencia de fotones. Elijamos un experimento concreto de interferencia. Supon­
gamos que un haz de luz ha pasado a través de un interferòmetro, y que se 
ha dividido en dos componentes que se hacen interferir a continuación. 
Como en la sección precedente, podemos elegir el caso de un haz consti­
tuido por un único fotón, y preguntamos qué le ocurrirá cuando atraviese 
el aparato. Así se pondrá claramente de manifiesto el conflicto entre las 
teorías ondulatoria y corpuscular de la luz.

De acuerdo con la descripción que hemos dado en el caso de la polari­
zación, tenemos que considerar que el fotón está parcialmente en cada una 
de las dos componentes en que se ha dividido el haz incidente. Diremos que 
el fotón se halla en un estado de traslación dado por la superposición 
de los dos estados de traslación asociados a las dos componentes. Esto nos 
induce a generalizar el término ^estado de traslación" aplicado a fotones. 
Para que un fotón esté en un estado de traslación definido no es necesario 
que esté asociado a un único haz de luz, sino que puede estarlo a dos o más 
haces, que son las componentes en que se ha dividido el haz inicial. 
En la teoría matemática rigurosa, cada estado de traslación está asociado a 
una de las funciones de onda de la óptica ondulatoria clásica, que puede 
representar un único haz o bien dos o más haces en los que se haya dividido 
el haz inicial. Los estados de traslación se pueden superponer de forma 
análoga a las funciones de onda.

Veamos qué ocurre cuando determinamos la energía en una de las com­
ponentes. El resultado de tal determinación ha de ser o bien que encon­
tremos el fotón o que no encontremos nada. Así pues, el fotón debe cambiar 
bmscamente de estar parcialmente en uno de los haces y parcialmente en el
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otro a estar totalmente en uno de ellos. Este cambio brusco es debido a 
la alteración del estado de traslación del fotón que necesariamente lleva 
consigo toda observacióñ. Es imposible predecir en cuál de los dos haces 
encontraremos el fotón. Únicamente podemos calcular la probabilidad de 
cada resultado basándonos en la distribución previa de fotones en cada haz.

Se podría llevar a cabo la medición de energía sin destruir el haz 
componente, por ejemplo, reflejándolo sobre un espejo móvil y observando 
su retroceso. Nuestra descripción de loa fotones permite inferir que, 
después de tal medición de energía, no sería posible llevar a cabo ningún 
efecto de interferencia entre las dos componentes. Mientras el fotón está 
parcialmente en cada uno de los haces pueden producirse interferencias 
al superponerse ambos haces, pero dicha posibilidad desaparece cuando, 
mediante una observación, obligamos al fotón a estar enteramente en uno 
de los haces. En el último caso el otro haz ya no interviene para nada en la 
descripción del fotón, de manera que debe considerársele íntegramente en 
el primero de ellos como en el caso ordinario, a efectos de cualquier expe­
rimento que pueda realizarse a continuación con él.

De este modo la mecánica cuántica permite reconciliar las teorías ondu­
latoria y corpuscular de la luz. El punto fundamental es la asociación de 
cada estado de traslación de un fotón a una de las funciones de onda de la 
óptica ondulatoria ordinaria. La naturaleza de esta asociación no puede 
imaginarse sobre la base de la mecánica clásica; es algo completamente 
nuevo. Sería totalmente incorrecto imaginar que el fotón y su onda asociada 
están eU interacción y suponer que dicha interacción es análoga a las que 
se dan en mecánica clásica entre partículas y ondas. La interpretación de 
dicha asociación sólo puede ser de naturaleza estadística, en la que la 
función de onda nos da información acerca de lá probabilidad de encontrar 
el fotón en cualquier lugar determinado al realizar una observación de su 
posición.

Algún tiempo antes del descubrimiento de la mecánica cuántica, los 
científicos se dieron cuenta de que la relación entre ondas luminosas y 
fotones debía ser de naturaleza estadística, pero lo qtfe no comprendieron 
claramente es que la función de onda dé información sobre la probabjQidad 
de que un fotón se encuentre en un determinado lugar y no sobre el número 
probable de fotones en dicho lugar. La importancia de esta distíndón se 
puede poner de manifiesto del modo siguiente. Sea un haz de luz consti­
tuido por un gran número de fotones dividido en dos componentes de 
igual intensidad. En la hipótesis de que la intensidad del haz esté relado- 
nada con el número probable de fotones en él, encontraremos la mitad de 
fotones en cada una de las dos componentes. Si hacemos que ambas compo­
nentes interfieran, deberíamos admitir que un fotón de una componente 
es capaz de interferir con uno de la otra. Algunas veces estos dos fotones 
tendrían que aniquilarse uno con otro, y otras veces deberían dar lugar a 
cuatro fotones. Esto contradice él principio de conservación de la energía.
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La nueva teoría, que relaciona Ja fundón de onda con la probabilidad de un 
único fotón, supera la dificultad al suponer que el fotón está parciahnente 
en cada una de las dos componentes. Cada fotón interfiere únicamente con­
sigo mismo. Nunca pueden ocurrir fenómenos de interferencias entre dos 
fotones distintos.

La asociación de partículas y ondas que acabamos de exponer no se 
limita al caso de la luz; según la nueva teoría es de validez general. Todo 
tipo de partículas tiene una onda asociada en esta forma, y redprocamente, 
a todo movimiento ondulatorio se le asocian partículas. Por tanto, todas la  ̂
partículas son susceptibles de experimentar fenómenos de interferendas y 
todas las ondas tienen su energía en forma de cuantos. La razón de que 
estos fenómenos generales no sean más manifiestos se debe a la ley de 
propordonalidad entre la masa o la energía y la frecuencia de las ondas, 
con un coeficiente de proporcionalidad tal, que para ondas de frecuencias 
ordinarias el cuanto asociado es extremadamente pequeño, mientras que 
para partículas como los electrones, o incluso la luz, la frecuencia de la 
onda asodada es tan grande que no es fácil verificar con ellas fenómenos 
de interferencias.

4. Superposición e incertidumbre

Probablemente el lector se encontrará insatisfecho con el intento reali­
zado en las dos secciones precedentes, para compaginar la existencia de los 
fotones y la teoría clásica de la luz. Puede alegar que se ha introducido 
una idea muy singular — la posibilidad de que un fotón esté parcialmente 
en cada uno de dos estados de polarización o en cada uno de dos haces 
separados^—y que a pesar de ello no se ha dado ninguna imagen satis­
factoria del proceso elemental de un fotón. Puede añadir que dicha idea 
no proporciona más información de la que se podria obtener mediante 
una consideración elemental donde los fotones estuvieran conducidos por 
ondas de forma vagamente definida. ¿Cuál es, pues, la finalidad de esta 
idea singular?

Como respuesta a la primera crítica débe advertirse que el principal 
objeto de la cienda física no es dar imágenes sino formular las leyes que 
rigen los fenómenos y su aplicadón para descubrir nuevos fenómenos. 
Sí existe una imagen tanto mejor; pero el que exista o no es un hecho 
de importancia secundarla. En el caso de los fenómenos atómicos, no puede 
esperarse que exista ninguna îmagen" en el sentido habitual de la palabra, 
que viene a significar un modelo que funcione esencialmente según la 
mecánica clásica. Sin embargo, se puede generalizar el significado de la 
palabra ‘imagen de modo que incluya cualquier forma de considerar las 
leyes fundamentales que haga evidente su coherencia. Con esta genera- 
li¿idón se puede adquirir gradualmente una imagen de los fenómenos 
atómicos al irse familiarizando con las leyes de la mecánica cuántica.
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Respecto a la segunda crítica debe tenerse en cuenta que para muchos 
experimentos sencillos con la luz sería suficiente, a fin de explicó los resul­
tados, una teoría elemental· en la que ondas y partículas estuviesen rela­
cionadas de una vaga forma estadística. La mecánica cuántica no aporta 
ninguna otra información sobre dichos experimentos. Sin embargo, en la 
gran mayoría de experimentos, las condiciones son demasiado complejas 
para que sea aplicable una teoría tan elemental, y es necesario algún esquema 
más elaborado como el de la mecánica cuántica. El método de descripción 
que da la mecánica cuántica para los casos más complejos también se puede 
aplicar a los casos sencillos, y si bien para ellos no es estrictamente necesario, 
su estudio en estos casos constituye una introducción apropiada para el 
estudio del caso general.

Todavía puede hacerse la siguiente crítica general del esquema com­
pleto: al apartarnos del determinismo de la teoría clásica hemos introdu­
cido una complicación Considerable en la descripción de los fenómenos 
natuialfis que no es deseable en absoluto. Esta complicación es innegable, 
pero queda compensada por la gran simplificación que nos ofrece el principio 
general de superposición de los estados que estudiaremos a continuación. 
Pero antes es necesario precisar el concepto clave de ‘estado’ de un sistema 
atómico general.

Sea un sistema atómico cualquiera, compuesto de partículas o de cuer­
pos con propiedades dadas (masa, momento de inercia, etc.) que interaccio- 
nan de acuerdo con leyes de fuerza dadas. Existirán diversos movimientos 
posibles de las partículas o de los cuerpos compatibles con las leyes de 
fuerza. Cada uno de tales movimientos recibe el nombre de estado del 
sistema. Según las ideas clásicas, se podría especificar un estado dando el 
valor numérico Je todas las coordenadas y velocidades de los diversos 
componentes del sistema en un instante de tiempo, quedando así completa­
mente determinado el movimiento de todo el sistema. Pero los razonamira- 
tos de § 3 y § 4 nos indican que no podemos observar un sistema pequeño 
con tanto detalle como supone la teoría clásica. La limitación del poder de 
observación implica una disminución del número de datos que pueden 
atribuirse a un sistema. Por tanto, el estado de un sistema atómico tiene que 
caracterizarse por menos datos o por datos más imprecisos que un conjunto 
completo de valores numéricos de todas las coordenadas y velocidades en un 
instante de tiempo particular. Cuando el sistema está constituido por 
un único fotón, el estado estará completamente especificado dando un estado 
de traslación en el sentido de § 3 y un estado de polarización en el sen­
tido de §2.

Puede definirse el estado de im sistema como un movimiento inalterado 
restringido por tantas condiciones o datos como sea posible teóricamente 
sin que se interfieran o se contradigan mutuamente En la práctica, estas 
condiciones se pueden imponer mediante una preparación adecuada del 
sistema, que consista, por ejemplo, en hacerle pasar a través de una serie

3 4  EL PRUfCIPIO DK SU PB K PO Sia^



4. soFERPoraciÓN B mcncninniBiiE 25

de aparatos, tales como rendijas y polarimetros, y dejando el sistema inalte­
rado después de la preparación. La palabra ‘estado' se emplea indistinta­
mente para designar el estado en un instante particular (después de la pre­
paración) y el estado durante todo el tiempo posteriDr a k  preparación. 
Para diferenciar ambos significados llamaremos a este último ‘estado de 
movimiento’ cuando pudiera dar lugar a confusión.

El principio general de superposición de la mecánica cuántica se aplica 
a los estados de todo sistema dinámico con cualquiera de los dos signifi­
cados precedentes. Según dicho principio existe una relación peculiar 
entre los estados, de forma que cuando un sistema está en un estado bien 
definido, a la vez se puede considerar que está parcialmente en cada uno 
de una serie de estados. El estado original debe considerarse como el 
resultado de una superposición de esta serie de estados, lo que es in­
concebible desde el punto de vista clásico. Es evidente que existen infi­
nitas maneras de realizar dicha superposición para un mismo estado dado. 
Recíprocamente, todo conjunto de dos o más estados puede superponerse 
para dar lugar a un nuevo estado. El procedimiento de expresar un estado 
como el resultado de una superposición de un conjunto de otros estados 
es un procedimiento matemático que está siempre permitido, independien­
temente de toda referencia a las condiciones físicas, como ocurre con el 
método de descomposición de una onda en componentes de Fourier. El 
que sea útil en un caso particular dependerá de las condiciones físicas 
particulares del.problema que estemos tratando.

En las dos secciones anteriores se han dado ejemplos del principio de 
superposición aplicado a un sistema constituido por un único fotón. En § 2 
se consideran estados que sólo difieren respecto a la polarización, y en 
§ 3 .estados que difieren únicamente respecto al movimiento del fotón como 
ün todo.

La rdación entre los estados de cualquier sistema que implica el prin­
dpio de superposidón es de tal naturaleza que no es posible expresarla 
mediante los conceptos físicos habituales. Desde d  punto de vista clásico, 
no es posible imaginar que un sistema esté pardalmente en cada uno de dos 
estados dados, y que esto sea equivalente a estar completamente en otro 
estado distinto. Ello implica una idea completamente nueva a la que nos 
debemos ir acostumbrando, y sobre cuya base tenemos que construir una 
teoria matemática exacta sin disponer de ninguna imagen dásica precisa.

Un estado formado por superposidón de otros dos tendrá propiedades 
que, ^  derto sentido, serán intermedias entre las de ambos sistemas de 
partida, aproximándose en mayor o menor grado a las de cada uno, según 
se le haya atribuido un ‘peso’ mayor o menor en el proceso de superposidón. 
El nuevo estado estará completamente determinado por los dos estados de 
partida, cuando se conozcan sus pesos relativos en el proceso de superpo­
sidón y una diferencia de fase; el significado preciso de pesos y fases en 
general nos lo proporcionará la teoria matemática. En el caso de la polari­



zación de fotones, sus significados son los que nos dan la óptica clásica, y 
así por ejemplo, cuando, se superponen dos estados polarizados según 
direcciones perpendiculares con igual peso, el estado resultante puede estar 
polarizado circularmente en todas direcciones, rectilíneamente según un

ángulo----- o elípticamente, según la diferencia de fase.
4

La naturaleza no clásica del proceso de superposición se pone clara­
mente de manifiesto al considerar dos estados A y B, tales que exista una 
observación que aplicada al sistema en el estado A dé siempre el resultado 
particular a y  aplicada al sistema en el estado B dé siempre el mismo 
resultado particular h distinto de a. ¿Cuál será el resultado de la observación 
aplicada al sistema en el estado resultante de la superposición? La res­
puesta es que unas veces obtendremos el resultado a y otras el &, según una 
ley probabilística que depende únicamente de los pesos relativos de A y B 
en el proceso de superposición. En ningún caso obtendremos un resultado 
distinto áe a o b. El carácter intermedio del estado formado por lá* super­
posición reside en el hecho de que la probabilidad de obtener un resultado 
particular en una observación es intermedia entre las probabilidades corres­
pondientes a los estados de partida,* y no en que el mismo resultado sea 
intermedio entre los resultados correspondientes a dichos estados.

Vemos, pues, que un abandono tan radical de las ideas clásicas, como el 
afirmar la existencia de relaciones de superposición entre los estados, sólo 
ha sido posible al tener en cuenta explícitamente la importancia de la alte­
ración que acompaña a toda observación y la incertidumbre consiguiente 
en el resultado. Cuando se lleva a cabo una observación de un sistema 
atómico, en general no está determinado el resultado, es decir, que si repe­
timos el experimento varias veces bajo idénticas condiciones, podemos 
obtener diversos resultados. Sin embargo, es una ley de la naturaleza el 
hecho de que si repetimos el experimento un gran número de veces, cada 
resultado particular aparece en una fracción bien definida del número total 
de veces, y por tanto, existe una probabilidad determinada de obtenerlo. 
Esta probabilidad es lo que la teoría nos permite calcular, tínicamente está 
determinado el resultado del experimento en ciertos casos especiales, cuando 
la probabilidad de obtener un resultado es la unidad.

La hipótesis de que existan relaciones de superposición entre los estados 
nos lleva a establecer una teoría matemática en la cual las ecuaciones que 
definen el estado son lineales en las incógnitas. Como consecuencia de ello, 
se ha intentado establecer analogías con sistemas de la mecánica clásica.
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tales como cuerdas y membranas vibrantes, cuyas ecuaciones son también 
lineales y que, por lo tanto, gozan de un principio de superpesición. Estas 
analogías han dado lugar al nombre de 'mecánica ondulatoria con el que se 
denomina a veces la mecánica cuántica. Pero es importante recordar que 
la superposición que aparece en mecánica cuántica es de uno naturaleza 
esencialmente distinta de las que encontramos en la teoría clásica, como
lo demuestra el hecho de que el principio cuántico de superposición exige 
que los residtados de observación estén indeterminados a fin de poder dar 
una interpretación física razonable. Por lo tanto, las analogías pueden pres­
tarse a equívocos.
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5. Formulación matemática del principio de superposición

Durante el presente siglo ha tenido lugar un profundo cambio en las 
opiniones que los científicos tenían sobre los principios matemáticos de la 
física. Anteriormente se suponía que la mecánica de Newton constituía 
la base para la descripción de todos los fenómenos físicos, y que por tanto, 
todo físico teórico debía contribuir al desarrollo y aplicación de estos prin­
cipios. El reconocimiento de que no existe razón lógica alguna para que los 
principios newtonianos y otros principios clásicos tengan que ser váÜdos 
fuera del campo en que han sido comprobados experimentalmente, trajo 
consigo las primeras experiencias que pusieron de manifiesto la absoluta 
necesidad de apartarse de estos principios. Los intentos de superar las 
divergencias se concretaron en la introducción de nuevos formalismos 
matemáticos, de nuevos sistemas de axiomas y reglas en los métodos de la 
física teórica.

La mecánica cuántica es un buen ejemplo de las nuevas ideas. En ella 
se exige que los estados de un sistema dinámico estén relacionados con las 
variables dinámicas de una forma nueva, ininteligible desde el punto de 
vista clásico. Los estados y las variables dinámicas deben estar representadas 
por caotidddes matemáticas de naturaleza diferente a Tas que se utilizan 
corrientemente en física. El nuevo esquema constituirá una teoría física 
precisa cQando se hayan especificado todos los axiomas y reglas que rigen 
las cantidades matemáticas se hayan dado ciertas leyes que relacionen los 
hechos físicos con dichas cantidades, de tal manera que de unas condiciones 
físicas dadas puedan inferirse ecuaciones matemáticas y recíprocamente. En 
la aplicación de la teoría deberíamos disponer de cierta información física, 
que procederíamos a expresar en forma de ecuaciones entre las cantidades 
matemáticas. Con ayuda de los axiomas y las reglas de manipulación dedu­
ciríamos nuevas ecuaciones y acabaríamos interpretándolas como condicio­
nes físicas. La justificación de todo el esquema depende, aparte de su 
coherscia intrínseca, de la concordancia de los resultados finales con los 
experimentos.



Empezaremos a construir el esquema considerando las relaciones mate· 
máticas entre los estados de un sistema dinámico en un instante de tionpo 
que se derivan de la formulación matemática del principio de superpo­
sición. La superposición es un cierto proceso aditivo, e implica que los 
estados puedan sumarse de algún modo para dar nuevos estados. Por lo 
tanto, los estados tien^i que estar asociados con cantidades matemáticas 
que puedan sumarse entre si para dar cantidades de la misma clase. Las 
cantidades matemáticas más sencillas que disfrutan de esta propiedad son 
los vectores. Los vectores ordinarios definidos en un espacio de \m número 
finito de dimensiones no son suficientemente generales para la mayoría 
de los sistemas dinámicos de la mecánica cuántica. Nos vemos obligados 
a generalizar los vectores a un espacio de infinitas dimensiones, con lo que 
el tratamiento matemático se hace complicado por razones de convergencia. 
Sin embargo, de momento únicamente vamos a considerar propiedades que 
puedan ser deducidas sobre la base de un conjunto sencillo de axiomas, 
y dejaremos a un lado las cuestiones de convergencia y los temas relacio­
nados con ella hasta que nos veamos obligados a tenerlos en cuenta.

Es conveniente designar con un nombre especial a los vectores que se 
asocian a los estados de un sistema en mecánica cuántica, tanto si forman 
parte de un espacio de un número finito de dimensiones como de un 
espacio de infinitas dimensiones. Las denominaremos vectores ket, o sim­
plemente y los representaremos con el símbolo especial |>. Si queremos 
especificar un ket particular mediante una letra, por ejemplo la A, la colo­
caremos entre los dos signos así |A>. La conveniencia de esta notación 
aparecerá clara cuando hayamos desarrollado todo el esquema.

Los vectores ket se pueden multiplicar por números complejos y pued» 
también sumarse entre ellos para dar nuevos kets; por ejemplo, de los dos 
kets |A> y 1B> podemos formar

ci |A> +  C2 |B> =  1R>, (1)

en donde Ci y C2 son números complejos arbitrarios. También es posible 
efectuar con ellos operaciones lineales más generales, como sumar una serle 
infinita de kets, o si tenemos \m ket |x> que dependa de un parámetro x que 
puede tomar todos los valores de un cierto intervalo, integrar respecto a x 
para obtener un nuevo ket

f ¡ x > d x =  \Q>

Todo vector ket que se pueda expresar linealmente en función de los otros 
se dice que es dependiente de ellos. Se dice que un conjunto de kets es 
independiente, si ninguno de ellos se puede expresar linealmente en función 
de los otros.

Ahora hacemos la hipótesis de que a cada estado de un sistema dinámico 
en un instante particular le corresponde un ket, siendo la correspondencia 
tal que si un estado está definido como superposición de otros dos, su
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correspondiente ket puede expresarse Unealmente en función de los kets 
correspondientes a dichos estados y recíprocamente. Por tanto  ̂el estado R 
resulta de una superposición de los estados A y B si los correspondientes kets 
están ligados por (1).

La hipótesis ant^ior nos lleva a introducir ciertas propiedades del pro­
ceso de superposición, que de hecho son necesarias para que sea apropiada 
la palabra "superposición’. Cuando se superponen dos o más estados, no 
importa el orden en que entran en el proceso de superposición, y así dichov 
proceso es simétrico respecto a los estados que se superponen. Además, 
de (1) deducimos que (exceptuando el caso en que Ci o €2 sean nulos) si el 
estado R puede formarse por superposición de los estados A y B, el esta­
do A puede formarse por superposición de B y R, y el B por superposi­
ción de A y R. Las relaciones de superposición son, pues, simétricas respecto 
a los tres^stados A, B y R.

Cuando un estado está formado por la superposición de otros dos se dice 
que es dependiente de ellos; Más en general, se dice que un estado es 
dependiente de un conjimto finito o infinito de otros estados, si su corres­
pondiente ket es dependiente de los kets que corresponden a dichos estados. 
Se dice que un conjunto de estados es independiente si ninguno de los 
estados es dependiente de los otros.

Para proseguir con la formulación matemática del principio de super­
posición tenemos que introducir una nueva hipótesis, y afimar que por 
superposición de un estado consigo mismo no podemos construir ningún 
estado nuevo, sino que siempre obtenemos el mismo estado. Si el estado ori­
ginal correspondía al ket |A>, al superponerle consigo mismo el estado 
resultante corresponde a

C\ [A> “|- C2 [A> =  (ci C2) |A> ,
donde Ci y Cs son números. Puede ocurrir que Ci +  C2 =  O, en cuyo caso 
el resultado de la superposición no representa nada en absoluto, pues las 
dos componentes se han eliminado mutuamente por un efecto de interfe­
rencia. Nuestra nueva hipótesis exige que, salvo en este caso particular, el 
estado resultante sea el mismo que el original, y por tanto, (ci -f- C2)|A> 
tiene que corresponder al mismo estado al que corresponde |A>. Pero 
Ci -f C2 es im número complejo arbitrario, de donde deducimos que si muU 
tipUcamos el ket que corresponde a un estado por un número complejo 
arbitrario distirUo de cero, el ket resultante corresponderá al mismo estado. 
Así, pues, un estado viene caracterizado por la dirección de un ket, inde­
pendientemente de la longitud que le atribuyamos. Los estados de un 
sistema dinámico están en correspondencia biyectiva con las posibles di­
recciones de los vectores ket, considerando como \ma sola las direcciones 
de |A> y de — |A>.

Esta hipótesis nos muestra claramente la diferencia fundamental entre 
la superposición que se da en mecánica cuántica y cualquier otra super-

5. FORMULACIÓN MATEMATICA DEL PRINCIPIO ME SUPERPOSIOÓN 20



posición clásica. En un sistema clásico para el que sea válido un principio 
de superposición, como por ejemplo una membrana vibrante, cuando se 
superpone un estado consigo mismo el resultado es un estado diferente, 
cuya amplitud de oscilación es distinta. No existe ninguna característica 
física en los estados de/un sistema cuántico que corresponda a la amplitud 
de las oscilaciones clásicas, más que la relación entre las amplitudes en los 
distintos puntos de la membrana. Además, si bien existe un estado clásico 
de amplitud nula en todos los pimtos de la membrana, que es el estado de 
reposo, no hay ninguno correspondiente a éste en un sistema cuántico, pues 
el ket nulo no corresponde a ningún estado de existencia.

Dados dos estados que correspondan a dos kets |A> y |B>, el estado más 
general que se puede formar por superposición de ambos corresponde a un 
ket |H> que viene determinado dando dos números complejos: los coeficien­
tes Ci y C2 de la ecuación (1). Si multiplicamos los dos coeficientes por un 
mismo factor (también complejo), el ket |ñ> quedará multiplicado por dicho 
factor y el estado correspondiente será el mismo de antes. Por lo tanto» 
únicamente interviene en la determinación del estado R el cociente entre 
ambos coeficientes. Así pues, dicho estado queda determinado por un nú­
mero complejo, o lo que es lo mismo, por dos parámetros reales. Por lo 
tanto, dados dos estados, por superposición de ambos podemos formar una 
doble infinidad de estados.

Este resultado viene confirmado por los ejemplos explicados en § 2 y § 3. 
En el ejemplo de § 2 existen dos únicos estados de polarización de un fotón 
independientes, pudiéndose elegir como tales dos estados de polarización 
rectilínea según direcciones paralela y perpendicular a una dada; por super­
posición de ambos se puede formar una doble infinidad de estados de pola­
rización, a saber, todos los estados de polarización elíptica, para cuya espe­
cificación en el caso general son necesarios dos parámetros. Asimismo, en el 
ejemplo del § 3, por superposición de dos estados de traslación de un fotón 
dados, podemos obtener una doble infinidad de nuevos estados de trasla­
ción, pues el estado general así formado depende de dos parámetros, que 
pueden ser, por ejemplo, la relación de amplitudes de Isls dos fundcmes 
de onda que deben sumarse y su diferencia de fase relativa. Esta confir­
mación muestra la necesidad de tomar coeficientes complejos en la ecua­
ción (1). Si únicamente admitiéramos coeficientes reales, puesto que una 
vez conocidos |A> y |B> únicamente interviene el cociente de ambos coefi­
cientes para especificar la dirección del ket |R> resultante, solamente po­
dríamos construir una simple infinidad de estados por superposición de 
1A> y 1B>.

6. Vectores bra y ket

Siempre que tenemos un conjimto de vectores en una teoría matemática 
cualquiera podemos construir un segundo conjunto de vectores, que los
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matemáticos denominan vectores duales. Vamos a describir el método de 
obtenerlo en el caso de que los vectores de partida sean nuestros kets.

Sea un número <f> función de un ket |A>; es decir, que a cada ket |A> le 
corresponde un número y además exijamos que la función sea lineal, lo 
que quiere decir que el número que corresponde a |A> +  |A'> es igual a 
ía suma de los números que corresponden a ¡A> y a [A'>, y que el número 
que corresponde a c\A> es igual a c multiplicado por el número que corres­
ponde a |A>, siendo c un factor numérico arbitrario. Entonces, el número ^ 
que corresponde a |A> puede ser considerado como el producto escalar de 
dicho |A> con un nuevo vector, existiendo tantos vectores nuevos como 
funciones lineales de los vectores ket. La justificación de que podamos 
considerar a de este modo, reside, como veremos más adelante (véanse las 
ecuaciones (5) y (6)), en el hecho de que los nuevos vectores pueden sumar­
se entre ellos y multiplicarse por números dando nuevos vectores de la 
misma clase. A pesar de que los nuevos vectores sólo están dados cuando 
conocemos los*productos escalares con los vectores de partida, esto nos basta 
para construir una teoría matemática con ellos.

Les denominaremos vectores bra o simplemente bras, y los represen­
taremos con el símbolo <|, imagen simétrica del símbolo de un ket. Cuando 
queramos especificar im bra particular mediante ima letra B, la escribire­
mos entre los dos signos así <B|. El producto escalar del bra <B[ y dd 
ket |A> lo escribiremos <B|A>, es decir, yuxtaponiendo los símbolos del 
bra y del ket, con el bra a la izquierda, y contrayendo las dos líneas 
verticales en una sola para abreviar.

Podemos considerar los símbolos < y > como tipos característicos de 
paréntesis. Un producto escalar <B|A> aparece ahora como una expresión 
entre paréntesis completos, * mientras que un bra <B| o un ket |A> son 
expresiones entre paréntesis incompletos. Por lo tanto, son válidas las si­
guientes reglas: toda expresión entre paréntesis completos expresa un 
número, y toda expresión entre paréntesis incompletos expresa un vector, 
que será bra o ket según tenga el primer paréntesis o el segundo.

La condición de que el producto escalar de <B| y |A> sea una función 
lineal de |A> se puede escribir simbólicamente así:

<BK1A> +  |A '» =  <B\A> +  <B1A'> , (2)

<B\{c\A>}=c<B\A>, (3)

donde o es un número.
Se considera que un bra está completamente definido, cuando se conoce 

su producto escalar con cualquier ket, de modo que si el producto escalar
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de un. determinado bra con todo ket es nulo, debe considerarse también 
nulo el bra. En símbolos, si
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<P|A> =  O, para todo |A>,
(4)entonces <P| =  0.

Definimos la suma de dos bras <B| y <B'| por la condición de que su 
producto escalar con cualquier ket |A> sea igual a la suma de los productos 
escalares de <B| y <B'l con |A>,

{<B1 +  <B'|}|A> =  <B1A> +  <B'1A>, (5)

y el producto de un bra <B| con un número c por la condición de que su 
producto escalar con cualquier ket |A> sea igual a c multiplicado por el 
producto escalar de <B| y |A>,

{c<B|}|A> =  c<BlA>. (6)

Las ecuaciones (2) y (5) expresan que el producto escalar de un bra y un 
ket verifica la propiedad distributiva de la multiplicación, y las (3) y (6) 
indican que la multiplicación por factores numéricos verifica las propiedades 
algebraicas ordinarias.

Los vectores bra, tal como los hemos introducido aquí, son de distinta 
naturaleza que los vectores ket, y hasta aquí, aparte del producto escalar, 
no existe ninguna otra relación entre bras y kets. Ahora hacemos la hipótesis 
de que existe una correspondencia biyectiva entre los bras y los kets, tal 
que el bra que corresponde a IA> +  ]A'> es igual a la suma de los bras 
correspondientes a |A> y |A'> y el bra correspondiente a c|A> es igual a c 
multiplicado por el bra correspondiente a [A>, siendo c el complejo con­
jugado de c. Emplearemos la misma letra para indicar un ket y su bra 
correspondiente. Así el bra que corresponde a |A> es <A|.

La relación que existe entre un ket y su correspondiente bra justifica el 
que llamemos a cada uno el conjugado imaginario del otro. Nuestros bras 
y kets son cantidades complejas, puesto que se pueden multiplicar por 
números complejos obteniéndose vectores de la misma naturaleza que antes; 
pero son cantidades complejas especiales, ya que no pueden separarse en 
parte real y parte imaginaria pura. El procedimiento habitual de obtener 
la parte real de una cantidad compleja, que consiste en tomar la semisuma 
de dicha cantidad y su conjugada, es inaplicable debido a que los bras 
y los kets son de distinta naturaleza y no se pueden sumar unos con otros. 
Para llamar la atención sobre esta diferencia, utilizaremos las palabras "com­
plejo conjugado’ cuando nos refiramos a números u otras cantidades comple­
jas que puedan separarse en parte real y parte imaginaria pura, y las de 
‘imaginario conjugado’ para las que no disfruten de esta propiedad. Para 
las cantidades del primer tipo, cuando queramos indicar el complejo con­
jugado de una cantidad dada, emplearemos la notación que consiste en 
colocar una raya sobre dicha cantidad.



Teniendo en cuenta la correspondencia biyectiva entre bras y kets»
iodo estado de nuestro sistema dinámico en un instante particutar puede 
especificarse tanto por la dirección de un bra como por ¡a de un ket. 
De hecho toda la teoría será simétrica en lo esencial respecto a bras y kets.

Dados dos kets |A> y |B>, podemoŝ  formar con ellos un número <B|A>, 
producto escalar del primero con el imaginario conjugado del segundo. 
Tal número depende linealmente de |A> y antilinealmente de |B>. Depen­
dencia antilineal significa que el número que se obtiene con |B> -f* 
es igual a la simia de los números que se obtienen con |B> y con |B'>, y 
que el número que se obtiene con c|B> es igual a c multiplicado por rf 
número que se obtiene con |B>. Hay otro procedimiento de formar im
número que dependa linealmente de |A> y antilinealmente de |B>, que
consiste en tomar el número complejo conjugado del producto escalar de |B>, 
con el conjugado imaginario de |A>. Supondremos que estos dos números 
son iguales, es decir
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<B|A> =  <AB> (7)

Poniendo aquí |B> =  |A>, resulta que el número <A|A> es real. Hacemos 
además la nueva hipótesis de que

<A|A> > O, (8)
salvo si [A> =  0.

En el espacio ordinario, dados dos vectores, se puede formar con ellos 
un numero — su producto escalar — que es real y simétrico respecto a ellos.
En el espacio de los vectores bra o en el de los vectores ket, dados dos
vectores cualesquiera también podemos formar un número — el producto 
escalar de uno de ellos con el imaginario conjugado del otro — que ahora es 
complejo, y se transforma en su complejo conjugado al cambiar el orden 
de los vectores. Existe, pqr tanto, un tipo de perpendicularidad en estos 
espacios, que es una generalización de la perpendicularidad en el espacio 
ordinario. Diremos que un bra y un ket son ortogonales si su producto 
escalar es nulo, y que dos bras o dos kets son ortogonales, si el producto 
escalar de uno de ellos por el imaginario conjugado del otro es cero. Además, 
diremos que dos estados de nuestro sistema dinámico son ortogonales, si 
sus vectores correspondientes también lo son.

Definimos la longitud de un bra <A| o de su ket imaginario conjugado |A  ̂
como la raí2 cuadrada del número positivo <A|A>. Si dado un estado que­
remos caracterizarlo mediante un bra o un ket, únicamente queda determi­
nada la dirección del vector, pero el vector queda indeterminado en un 
factor numérico arbitrario. A menudo es conveniente elegir dicho factor 
de forma que el vector tenga longitud unidad. Este procedimiento se llama 
normaUzación y el vector así elegido se dice que está normalizado. Sin 
embargo, aún no está completamente determinado el vector, pues se le 
puede multiplicar por cualquier factor de módulo imo, es dedr, cualquier



número de la fonna con y real, sin modificar su longitud. A este númoro 
le llamaremos factor de fase.

Las hipótesis precedentes nos dan el esquema completo de las relacio­
nes entre los estados de un sistema dinámico en un instante particular. 
Estas relaciones aparecen en forma matemática, pero implican condiciones 
físicas que nos llevarán, cuando hayamos desarrollado más la teoría, a 
resultados que se pueden expresar en términos de los datos de observación. 
Por ejemplo, el que dos estados sean ortogonales, no implica de momento 
más que una determinada ecuación en nuestro formalismo, pero tal ecuación 
implica a su vez una relación física definida entre los estados, que los pró­
ximos desarrollos de la teoría nos permitirán interpretar en función de los 
datos de observación (véase el final de la pág. 36 y principio de la 37).
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II

VARIABLES DINAMICAS Y OBSERVABLES

7. Operadores lineales

En la sección anterior hemos considerado funciones lineales numéricas 
de kets, que nos han llevado al concepto de bra. Ahora consideraremos fun­
ciones lineales vectoriales de kets, que nos llevarán al concepto de operador 
lineal.

Sea un ket |F> función de im ket |A>, es decir, que a cada ket ]A> le 
corresponde un ket |F>, y supongamos además que dicha función sea lineal, 
o lo que es lo mismo, que el ket ]F> que corresponde a |A> +  IA'> es igiial 
a la suma délos kets IF> correspondientes a ]A> y a |A'>, y que el ket |F> 
que corresponde a c|A> es igual a c multiplicado por el ket |F> correspon­
diente a |A>, donde c es un factor numérico arbitrario. Bajo estas condicio­
nes, podemos considerar el paso de ]A> a |F> como la aplicación de un 
operador lineal a |A>. Si introducimos el símbolo a para el operador lineal, 
se puede escribir

|F> =  a|A>,

donde indicamos la aplicación de a sobre |A> como un producto de a 
por |A>. Establecemos la regla de que en tales productos el ket debe 
estar siempre a la derecha del operador lineal. Podemos expresar ahora las 
condiciones de línealidad antes mencionadas mediante las ecuaciones

a{|A> +  |A '»=alA >+a|A '> , )
a{c|A>}=ca|A>. ] ^

Diremos que un opérador lineal está completamente definido, si cono­
cemos el resultado de su aplicación sobre cada ket. Por tanto, debemos 
considerar nulo a un operador lineal que aplicado a cualquier ket da cero, 
y asimismo diremos que dos operadores lineales son iguales, si dan el mismo 
resultado al aplicarlos a cualquier ket.

También podemos sumar operadores, y definimos la suma de dos de 
ellos como aquel operador lineal que aplicado a cualquier ket da un resal­



tado igual a la suma de los kete que se obtienen al aplicar cada uno de los 
operadores por separado a dicho ket. Así pues d^nimos oc +  por

{a +  /8}lA>=alA>+/JlA> (2)

para todo |A>. La ecuación (2) y la primera de las ecuaciones (1) nos indican 
que el producto de operadores lineales por kets verifica la propiedad distri­
butiva de la multiplicación.

Asimismo podemos multiplicar operadores lineales entre sí, y definimos 
el producto de dos operadores como aquel operador lineal que aplicado a 
cualquier ket da el mismo resultado que se obtiene al aplicar sucesivamente 
los dos operadores dados a dicho ket. Asi pues, hemos definido el pro­
ducto »p como el operador lineal que aplicado a cualquier ket 1A>, lo trans­
forma en el ket que se obtiene aplicando primero /3 a |A>, y después a al 
resultado. En símbolos

{a;9}|A> =  a{i8|A>}.

Esta definición es equivalente a la propiedad asociativa de la multiplicación 
del triple producto de a, y 1A>, y nos permite por lo tanto escribir dicho 
producto sin paréntesis aj8|A>. Sin embargo, este triple producto no da en 
general el mismo resultado que se obtendría aplicando primero a a |A> y 
después p al resultado, es decir, que en general aj8lA> es distinto de ;8«|A>, 
y por tanto, en general, aj8 es distinto de pa. La propiedad conmutativa no 
es válida para la multiplicación de operadores lineales. Puede ocurrir que 
en casos especiales dos operadores lineales § y t] sean tales que y sean 
iguales. En tal caso diremos que % conmuta con % o que I  y ij conmutan.

Gimbinando las operaciones dadas de suma y multiplicación de opera­
dores lineales se pueden formar sumas y productos con más de dos operado­
res, y así podemos construir con ellos un álgebra. En dicho álgebra no 
será válida la propiedad conmutativa de la míóltiplicación, y podrá ocurrir 
también que el producto de dos operadores lineales sea nulo sin que lo sea 
ninguno de los dos factores. Pero todas las demás propiedades del álgebra 
ordinaria serán válidas, incluidas las propiedades asociativa y distributiva 
de la multiplicación, como puede comprobarse fácilmente.

Si tomamos un número k y lo multiplicamos por vectores ket, aparece 
como un operador lineal que se aplica a kets, pues verifica las condido­
nes (1) substituyendo k  por a. Por tanto, un número es un caso particular 
de operador lineal. Tiene la propiedad de que conmuta con todo otro opera­
dor lineal, lo que le distingue de un operador lineal general.

Hasta aquí únicamente hemos aplicado los operadores lineales a kets. 
Pero también pueden ser aplicados a bras, con el significado siguióte. 
Tomemos el producto escalar del bra <6| con el ket «|A>. Tal pro- 
dudo escalar es un número que depende linealmente de |A> y por lo tanto, 
dada la definidón de bra, puede ser considerado como el produdo escalar 
de |A> por un cierto bra. Dicho bra dqiende linealmente de <fi|, así que
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puede considerarse como el resultado de aplicar cierto operador lineal a <B|. 
Dídu) operador lineal está determinado unívocamente por el operador li­
neal a de antes y es lógico dedr que se trata del mismo operador lineal que 
actúa ahora sobre un vector bra.

Una notadón conveniente para indicar el bra que resulta de aplicar « 
al bra <J3| es <B|or, y ed dicha notadón, la ecuadón que define <fi|a es

{<B|a}|A> =  <BKa|A>} (3)

para cualquier |A>, que expresa simplemente la propiedad asociativa de la 
multiplicación para el triple produdo de <B|, a y |A>. Establecemos la regla 
general de que en todo producto de un bra y un operador lineal, sien^re 
ha de estar el bra a la izquierda. Ahora ya podemos escribir el triple pro- 
dudo de <B|, a y |A> simplemente <B|«|A> sin ningún paréntesis. Puede 
comprobarse fácilmente que la propiedad distributiva de la multiplicación 
es válida para los productos de operadores lineales y kets.

En nuestro esquema cabe todavía tm nuevo tipo de produdo, que es el 
produdo de un ket y im bra con el ket a la izquierda |A><B|. Para ver qué 
significa dicho producto, multipliquémoslo por un ket |P> arbitrario, que 
colocaremos a la derecha, y supongamos que es válida la propiedad asoda- 
tíva para esta multiplicadón. Dicho producto vale entonces |A><B1P>, o 
sea el ket |A> multiplicado por el número <B|P>, y es fundón lineal del 
ket |P>. Por tanto, A><B| aparece como un operador lineal que puede 
actuar sobre kets. También puede actuar sobre bras, siendo su produdo por 
un bra <^| a la izquierda < |̂A><BI, que es igual al número <^jA> multipli­
cado por el bra <B|. Debemos distinguir claramente entre los productos 
|A><B| y <B|A> de los mismos factores pero en orden inverso, siendo el 
último produdo un número, como ya sabemos.

Disponemos ahora de un esquema algebraico completo referente a tres 
clases de cantidades: vedores bra, vedores ket y operadores lineales. Pode­
mos multiplicarlos entre sí de todas las formas indicadas, siendo válidas 
las propíe^des asodativa y distributiva de la multiplicación en todos los 
casos, pero no la propiedad conmutativa. En el esquema general sigue siendo 
válida la regla de notadón dada ea la secdón anterior, de que toda expre­
sión entre paréntesis completos, que tenga < a la izquierda y > a la d « re ^ , 
ryrflsftnta un númerq. mifintras toda fij^esión entre jiaréntasis incom­
pletos, que no tenga más que < o >, representa un vedor.

Respecto al significado físico del esquema, hemos supuesto siempre que 
los bras y los kets, o mejor dicho las direcdones de dichos vectores, corres­
ponden a los estados de un sistema dinámico en im instante jpartícular. 
Ahora hacemos la nueva hipótesis de que los operadores Unetdes corres­
ponden a las variables dinámicas en dicho instattte. Bajo el nombre de 
variables dinámicas entendemos cantidades como las coordenadas, las com­
ponentes de la veloddad, del momento y del mom^to angular de las par­
tículas así como fundones de éstas — de hecho las variables que se emplean
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« 1  mecánica clásica—. La nueva hipótesis exige que dichas cantidades 
aparezcan también en mecánica cuántica, pero con la notable diferencia 
de que en ella están regidas por un álgebra en la cual no es válida la pro- 
piedad conmutativa de la muÜipUcadón.

El hecho de que el álgebra de las variables dinámicas sea distinta en 
ambas teorías es una de las diferencias más importantes aitre la mecánica 
cuántica y la clásica. Más adelante veremos, a este respecto, que a pesar de 
esta diferencia fundamental, las variables dinámicas de la mecánica cuántica 
siguen gozando de muchas propiedades comunes con sus equivalentes clá­
sicas, y que es posible construir una teoría análoga en gran parte a la 
clásica que constituye ima excelente generalización de ella.

Es conveniente utilizar la misma letra para especificar una variable 
dinámica y su correspondiente operador lineal. De hecho, consideraremos 
a ambos como una sola cosa, sin que ello dé lugar a confusión.
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8. Relaciones conjugadas

Nuestros operadores lineales son cantidades complejas, puesto que se 
pueden multiplicar por números complejos resultando nuevas cantidades 
de la misma naturaleza. Así pues han de corresponder en genaral a variables 
dinámicas complejas, es decir, a funciones complejas de las coord^adas, 
velocidades, etc. A fin de poder ver qué clase de operador lineal corres­
ponde a una variable dinámica real, precisamos una elaboración más amplia 
de la teoría.

Consideremos el ket conjugado imaginario de <P|a. Didio ket dep^de 
antüinealmaite de <P| y, por tanto, depende linealmente de |P>. Por con­
siguiente, puede ser consid^ado como el resultado de aplicar xm cierto 
operador lüieal a |P>. A este operador lineal se le llama adjunto de « y le 
designaremos por &. Con esta notación, el conjugado imaginario de <P|a 
es aiP>.

En la fórmula (7) del capítulo I pongamos <P\a en lugar de <A|, y a|P> 
en lugar de |A>. El resultado es

<B|fflP> =  <P[5I5> (4)

Esta es una fórmula general, válidai para todo pai; de kets |B> y |P> y para 
todo operador lineal «, que nos expresa una de las propiedades más utfliza- 
das del adjunto.

Substituyendo a por â  en (4), resulta

<B|a|P> =  <PlffilB> =  <B|«|P>, 

después de haber utilizado otra vez (4) intercambiando |P> con |B>. Esto



es válido para todo ket |P>, de donde deducimos, con ayuda de (4) dd 
capítulo I,

<B1« =  <B\a,

y puesto que esta ecuadón es válida para todo bra <6|, podemos dedu­
cir que

a =  a.

Luego, el adjunto del adjunto de un operador lineal es igual al operador 
lineai, de partida. Esta relación entre un operador y su adjunto es análoga 
a la que existe entre un número y su complejo conjugado, y además pode­
mos comprobar fácilmente que en el caso particular de que el operador 
lineal sea un número, su operador lineal adjunto es el número complejo 
conjugado del dado. Por lo tanto, queda justificado suponer que el adfunto 
de un operador lineal corresponda al complejo conjugado de la variable 
dinámica. Con este significado físico del adjunto de un operador lineal, 
podemos llamar al operador adjunto igualmente operador lineal complejo 
conjugado, lo que está de acuerdo con nuestra notación S.

Un operador lineal puede ser igual a su adjunto, en cuyo caso se dice 
que es autoadjunto. Corresponde a una variable dinámica real, y por esto se 
le denomina también operador lineal real. Todo operador lineal puede ser 
separado en parte real y parte imaginaria pura. Por esta razón para los 
operadores lineales se aplica la expresión 'complejo conjugado' y no la de 
'imaginario conjugado'.

Evidentemente, el complejo conjugado de la simia de dos operadores 
lineales es igual a la suma de sus complejos conjugados. Para obtener el com­
plejo conjugado dd produdo de dos operadores lineales ct y P aplicamos 
la fórmula (7) del capítulo I tomando

<A\ = <P\a, <B\ =  <Q\̂ ,
de forma que \A> =«!?>, |B> =^|Q>.
El resultado es

<Q\Pa\P> =  <P\ap\Q> =  <Q\¡̂ \P>

deduddo de (4). Puesto que la fórmula es válida para todo |P> y <Q|, ire- 
sulta

(5)

Por lo tanto, él complejo conjugado del producto de dos operadores lineales 
es igual al producto de hs complejos conjugados de los factores en orden 
inverso.

Como simple ilustradón de este resultado, debe hacerse notar que si 
§ y t) son reales, en general no es real. Esto representa una diferencia 
importante con la mecánica clásica. Sin embargo, %ri -|- sí que es real, 
y lo mismo ocurre con í(§t) — ti5). Únicamente si § y t) conmutan, es también
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réal Otra consecuencia es que si ^ es real, también lo es y más en 
general siendo n cualquier entero positivo.

Podemos calcular el complejo conjugado del producto de tres operadoreai 
lineales aplicando sucesivamente la regla (5) para el complejo conjugado 
de dos de ellos. Tenemos

«¡sy =  « ^ = ^ s = y ^ f f ,  (0)

Asi pues, el complejo conjugado del producto de tres operadores es igual 
al producto de los complejos conjugados en orden inverso. Esta regla puede 
hacerse extensiva al producto de un número cualquiera de operadores.

En la sección anterior vimos que el producto |A><B1 es un operador 
hneal. Podemos obtener su complejo conjugado directamente de la defini­
ción de adjunto. Multiplicando |A><B| por im bra cualquiera <P| obten^nos 
<?1A><B1, cuyo imaginario conjugado es

<FI3>|B> =  <A|P>|B> =JBXA|P>.

Por tanto, ¡AXBj =  |B><A|. '  (7)

Tenemos ahora distintas leyes que hacen referencia a complejos conju­
gados y a imaginarios conjugados de productos, a saber, la ecuación (7) del 
capitulo I, las ecuaciones (4), (5), (6) y (7) del presente capitulo, y la re^a 
de que el imaginario conjugado de <P|iic es &\P>. Todas eÜas pueden resu­
mirse en tma única regla fácil de recodar: el complejo conjugfido o el 
imaginario conjugado de cualquier producto de vectores hra, vectores 
ket y operadores lineales se obtiene tomando el complejo conjugado o él 
imaginario conjugado de cada factor e invirtiendá él orden de todos los 
factores. Se puede comprobar fácümente que esta regla es general, y que 
es válida también en los casos que no hemos considerado explídtamoite.

T eo b em a. Si ^ es un operador lineal real, y

5"1P>=0 (8)

para un cierto ket 1?>, siendo m un entero positivo, entonces

51P>=0.

Para demostrar el teorema tomemos en primer lugar el caso de m =  2. 
de la ecuadón (8) resulta

<P|5*|P>=0,

lo que nos dice que el ket §|P> multiplicado por su bra imaginario conju­
gado <P|§ es cero. Según la hipótesis (8) del capítulo I, poniendo §|P> en 
lugar de |A>, resulta que ||P> tiene que ser nulo. Queda así proludo el 
teorema para m =  2.
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Allora ooosideronos el caso m > 2 y llamemos

Con esta notación, la ecuación (8) da

W >  =  0.

Aplicando el teorema para m =  2, obtenemos

^\Q>=0
0  su equivalente =  0. (9)

Reiterando el procedimiento mediante el que hemos obtenido la ecua­
ción (9) a partir de la (8), obtendremos sucesivamente

5«-2|P > = 0, 5’"-‘|P > = 0, ..., 5T > = 0, 51P > = 0,

quedando asi demostrado el teorema en el caso general.

9. AVTOVALOREiS T  AtnovBcnoBB 41

9. Autoválores y autovectores

Es preciso hacer im desarrollo más amplio de la teoría de operadores 
lineales y estudiar la ecuación

a|P>=fl|P>, (10)

en la que « es un operador lineal y c es un número. Esta ecuación se presenta 
con frecuencia de forma que a es un operador lineal conocido, y el número a 
y el ket |P> son las incógnitas, que debemos intentar determinar de modo 
que satisfagan a la ecuación (10), sin considerar la solución trivial) |P> =  0.

La ecuación (10) significa que al aplicar el operador a al ket |P>, éste 
queda multiplicado por un factor numérico y no cambia de dirección, o 
Úen que queda multiplicado por el factor cero y deja de tener dirección. 
Por supuesto, dicho operador a aplicado a otros kets cambiará tanto sus 
longitudes como sus direcciones. Tengamos presente que en la ecuación (10) 
lo único que importa de |P> es su direodón. El multiplicar |P> por un 
númoro d^tinto de O, no afecta a la cuestión de sí satisface o no a (10).

Junto a la ecuadón (10), consideraremos la ecuadón imaginaria con­
jugada

<Q\<x =  b<Q¡, (11)

en la que besim  número. Aquí las incógnitas son los números b y los bras
que no sean el cero. Dado que las ecuadones (10) y (11) son de impor-

tanda primordial para la teoría, es conveniente dar un nombre especial al 
tipo de reladón entre las cantidades a que da^lugso’. Si una tema o, |P>



y a verifican (10), diremos que o es un autovaior (eigenvaJue) * dd dperador 
lineal a o de su correspondiente variable dinámica, y asimismo que |P> 
es un autoket (eigenket) del operador lineal o de la variable dinámica en 
cuestión. Además diremos que el autoket |P>, pertenece al autovaior a. 
Análogamente, si ima tema a, <^| y b verifican (11), diremos que fe es un 
autovaior de a y que <^| es im autobra (eigenbra) perteneciente a dicho 
autovaior. Desde luego, las expresiones de autovaior, autoket y autobra 
únicamente tienen sentido con respecto a un operador lineal o a una varia­
ble dinámica.

Con esta terminología, sí multiplicamos un autoket de a por un número 
distinto de cero, el ket resultante es im nuevo autoket perteneciente al 
Tnismn autovalor al que pertenecía el ket de partida. Pueden existir dos o 
más autokets de un operador lineal independientes que pertenezcan a un 
mismo autovaior; así por ejemplo, la ecuación (10) puede tener varias 
soluciones |P1>, |P2>, |P3>, ... que pertenezcan a un mismo autovaior a, 
y que sean independientes. En tal caso es evidente que cualquier combi­
nación lineal de dichos autokets también es un autoket que pertenece al 
mismo autovaior del operador lineal, es decir que

Ci|Pl^ -I" C2¡F2̂  -f- CalPŜ  ~1" ···

es también solución de (10), siendo Ci, C2 , Cs, ... números cualesquiera.
En el caso particular de que el operador lineal a de las ecuaciones (10) 

y (11) sea un número k, evidentemente todo ket 1P> y todo bra <^| satis­
facen dichas ecuaciones con a y  b iguales a k. Por tanto, todo número, con­
siderado como operador lineal, tiene un único autovaior, y todos los kets y 
todos los bras son autovectores suyos pertenecientes a dicho autovaior.

La teoría de autovalores y. autovectores de un operador lineal « que no 
sea real, no tiene gran aplicación en mecánica cuántica?-Así pues, a estos 
efectos, nos limitaremos en adelante a considerar operadores lineales reales. 
Poniendo en lugar de a el operador lineal real resultan en lugar de las 
ecuaciones (10) y (11),

5|P> =  a|P>. (12)

<Q\̂  = b<Q\. (13)

Podemos deducir inmediatamente tres importantes resultados.
(i) Los autovalores son todos reales. Para demostrar que todo o que 

verifique (13) es real, multipliquemos (12) por el bra <?! a la izquierda, y 
resulta

<P|||P>=a<P|P>.
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• Algunas veces se utiliza la palabra ‘propio’ (proper) en lugar de ‘auto’ (eigm), 
pero esto no es del todo satisfactorio ya que las palabras ‘propio’ e ‘impropio’ se utuizan 
a menudo con otros significados. Por ejemplo, en §§ 15 y 40 se utiBzan las expresión 
nes ‘función impropia’ y "energía propia’.
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Ahora, con ayuda de (4), en la que substítuiinos <.B\ por <F| y « por el 
op^ador lineal real resulta que el número <P|§|P> tiene que ser real, y 
cooM) en virtud de § 6 <P|P> es real y distinto de cero, deducimos que a es 
real. Análogamente,.multiplicando (13) por |Q> a la d^echa, podríamos 
demostrar que b también es real.

Dada una solución de (12) formemos la ecuación imaginaria conjugada, 
que es

<P|? =  a<P\

ya que tanto ^ como a son reales. Esta ecuación, conjugada imaginaria 
de (12), nos proporciona una solución de (13) tomando <^| =  <P| y 6 =  0. 
De aquí se deduce que

(n) Los autovalores asociados a los autokets son los mismos que los 
autoválores asociados a los autohras.

(m) El imaginario conjugado de un autoket es un autobra que pertenece 
al mismo autovaior, y recíprocamente. El último resultado nos permite 
decir con razón que el estado que corresponde a cualquier autoket o a su 
bra imaginario conjugado es un autoestado de la variable dinámica real 

Los autovalores y los autovectores de algunas variables dinámicas reales 
se utilizan ampliamente en mecánica cuántica y, por tanto, es conveniente 
utilizar una notación sistemática para indicarlos. La que vamos a exponer 
a continuación es adecuada para la mayoría de las aplicaciones. Si $ es una 
variable dinámica real, sus autovalores los designaremos por etc.
Así una letra sirve para designar una variable dinámica real o un operador 
lineal real, y la misma letra con primas o índices indica un número, que es 
un autovaior del operador que simboliza la letra. De este modo, un auto- 
vector puede espedíícarse con el autovaior a que pertenece. Así |§'>
representa un autoket que pertenece al autovaior de la variable diná­
mica | .  Cuando consideremos explícitamente un caso en que a un autovaior 
de una variable real le corresponda más de un autoket, los distinguiremos 
unos de otros mediante un nuevo símbolo, o incluso por más de uno. Por 
tanto, si tratamos con dos autokets que pertenezcan al mismo autovaior
les designaremos |̂ '1> y |̂ '2>.

T e o re m a . Dos autovectores de una misma variable dinámica real que
pertenezcan a distintos autovalores son ortogonales.

Para demostrar el teorema, consideremos dos autokets |5'> y |5"> de 
una misma variable real que pertenezcan respectivamente a los autova­
lores 5' y i". Tendremos las ecuaciones

5ir> =  (14)

m"> =  (15)

Tomando la ecuación imaginaria conjugada de (14) obtenemos

< § 1 5  =



que multiplicada a la derecha por. |€"> nos da

< r i5 i r > = r a 'i r >

y multiplicando la (15) por <§‘'1 a la izquierda

< $ 'i5 ir> = r< r ir> .

Restando una de otra obtenemos

( r - r o a i r >  =  o, (10)

que nos demuestra que si §' entonces <§'!§"> =  O, o sea que los auto- 
vectores |5'> y |5"> son ortogonales. A este teorema se le da el nombre de 
teorema de ortogonalidad.

Hemos considerado propiedades de los autovabres y de los autovectores 
de un operador lineal real, pero no nos hemos preguntado si, dado un 
operador lineal real, existen autovalores y aut¿vectores, ni tampoco cómo 
se pueden hallar en caso de que existan. Esta cuestión, en general, es muy 
difícil de resolver. Sin ^bargo, existe un caso particular muy útil que se 
puede estudiar con facilidad, y es cuando el operador lineal real § en 
cuestión satisface ima ecuación algebraica

m )  =  §“ +  +  ... -H a, =  O, (17)

en la que los coeficientes o* sean números. Esta ecuación significa, como es 
sabido, que al aplicar el operador lineal ^(§) a cualquier ket o a cualquier 
bra da como resultado cero.

Sea (17) la ecuadón algebraica más sencilla que satisface Vamos a 
demostrar que

(a) El número de autovalores de § es n.
(/3) Existen tantos autokets de 5 que todo ket puede expresarse lineal­

mente en fundón de ellos.
La forma algebraica ^§) puede ser descompuesta en n factores linea­

les asi
<̂ (5) »  (5 _  Ci)(? -  Cj)(§ -  Ca)... (5 -  Cn) (18)

siendo los C{ dertos números que no tienen por qué ser todos distintos. Esta 
descomposidón puede llevarse a cabo tanto si $ es una variable algebraica 
ordinaria como si es un operador, ya que en (18) no hay ningún elemento 
que no conmute con 5. Sea %r(5) el codente de dividir ^§) por ( | — Cr), 
es dedr

^ (5 ) - ( |_ c ,)x ^ 5 )  (f =  1, 2, 3, ..., n).

Entonces, para todo ket |P> se tiene

(§-c,)x^5)ip> =  H w y  =  0. (19)

Pero Zr(§)lP> no puede ser nulo para todo ket 1P>, ya que entonces también
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sería nulo Xr(̂ ), en cuyo caso i  satisfaría una ecuadón algebraica de grado 
n — 1, lo que está en contra de la hipótesis de que (17) es la ecuadón más 
sendlla que satisface Si elegimos |P> de forma que %r(%)|P> no sea nulo, 
la ecuadón (19) nos muestra que Xr(5)lP> es un autoket de 5 pertoiedente 
al autovaior Cr. El argumento es válido para todo valor de r desde 1 hasta n 
y, por tanto, cada uno de los c« es un autovaior de Además» ningún otro 
número puede se|r autovaior de ya que si es un autovaior cualqui^a, 
que pertenece al autoket 15'>, se tendrá

5||'>  =

de donde podemos deducir

^(5)ir> =  .^(r)i5'>,

y puesto que el primer miembro se anula, debe ser ^(§0 =  0.
Para completar la demostración de (a) hemos de ver que todos los Ct 

que figuran en (18) son distintos. Supongamos que no lo fueran, y que c, es­
tuviera repetido m veces, siendo m > 1. En tal caso sería de la forma

donde tf(§) sería una fundón racional y entera de De (17) deducimos

(§-c.)«*tf(5)|A>=0 (20)

que se verifica para todo ket |A>. Puesto que c, es un autovaior de 5, tiene 
que ser real y, por tanto, 5 — c, es un operador lineal real. Pero la ecua­
dón (20) es de la misma forma que la (8) con § — c, en lugar de 5 y 
^(|)|A> en lugar de |P>. En virtud del teorema relacionado con dicha ecua­
dón (8), podemos deducir

(§ -c.)í(5)|A >= 0.

Y puesto que el ket |A> es arbitrario, resulta

(§ -c.)tf(í) =  0,

que está en contradicción con la hipótesis de que (17) es la ecuadón más 
sencilla que verifica Asi pues, los C{ son todos distintos y queda demos­
trado (a).

Sea Xr(Cr) el número que se obtiene al substituir § por c, en la expresión 
algebraica de %r(§). Puesto que todos los c« son distintos, %r(Cr) no puede 
ser nulo. Consideremos la expresión

---- (21)
T  Xr(Cr) >

Si en ella substituimos 5 por c„ todos los términos de la suma se anulan 
con excepdón del término para el que f =  s, pues para r j^s , contiene
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el factor ($ — c,), y d  término r =  s vale 1 y se cancela el — 1̂. Por tanto, la 
p resión  (21) se anula cuando ponemos en lugar de § cualquiera de los 
n números Ci, Cz, c„, y al ser de grado n — 1 en 5, debe ser idéntica­
mente nula. Así pues, si aplicamos el operador lineal (21) a un ket arbi­
trario |P> e igualamos el resultado a cero, obtenemos

Según (19), cada término de esta suma que no sea nulo es un autoket de §. 
La ecuación (22) expresa un ket arbitrario |P> en funciónl de autokets de 
quedando así demostrado (jS).

Como ejemplo sencillo podemos considerar un operador lineal real v 
que satisfaga a la ecuación

=  1. (23)

En este caso a tiene los dos autovalores 1 y —1. Todo ket !?> puede 
expresarse así

lP> =  i( l  +  a )lP > + i(l-» ) |P > .

Es fácil ver que los dos términos del segundo miembro, si no se anulan, son 
autokets de c, que pertenecen respectivamente a los autovalores 1 y —1.
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10. Observables

Hemos hecho un conjunto de hipótesis ácerca de cómo se representan 
los estados y las variables dinámicas en la teoría niatanática. Dichas hipóte­
sis por sí solas no constituyen leyes de la naturaleza, pero en cuanto hagamos 
nuevas hipótesis acerca del significado físico de la teoría, aparecerán como 
tales. Las nuevas hipótesis tienen que establecer relaciones entre los resul­
tados de observación por un lado, y las ecuaciones del formalismo matemá­
tico por el otro.

Toda observación consiste en medir una variable dinámica. Desde el 
punto de vista físico es evidente que el resultado de dicha medición debe 
ser siempre un número real, y así supondremos que cualquier variable 
dinámica que podamos medir debe ser una variable dinámica real. Puede 
pensarse que sería posible medir una variable dinámica compleja midi^do 
su parte real y su parte imaginaria por separado, pero esto llevaría con­
sigo dos medidas o dos observaciones. Sí bien en mecánica clásica es posi­
ble, en mecánica cuántica no lo es, pues en general las medidas interfieren 
entre sí — no se puede admitir que dos observaciones se realicen exacta­
mente a la vez, y si se hacen una detrás de otra en rápida sucesión, gene­
ralmente la primera altera el estado del sistema e introduce una indeter­
minación que afecta a la segimda. Por lo tanto, debemos exigir que las



váríables dinámicas que se pueden medir sean reales, y la condición para 
eUo en mecánica cuántica es la de § 8. Sin embargo, no toda variable 
dinámica real puede ser medida. Como veremos más adelante, es necesaria 
otra restricción.

Hagamos ahora algunas hipótesis acerca de la interpretación física de 
la teoria. Si el sistema dinámico está en un autoestado de una variable 
dinámica real § perteneciente al autovaior entonces estamos totdmente 
seguros de que él resultado de medir ^ es el número Reciprócamete, 
si el sistema está en un estado tal que ál medir una variMe dinámica real ^ 
estamos completamente seguros de obtener un resultado particular deter­
minado (y no distintos posibles resultados según una ley probabilística, 
como ocurre en general), entonces el estado es un autoestado ele y él 
resultado de la medida es el autovaior de % a que pertenece dicho auto- 
estado. Dado que los autovalores de los operadores lineales reaJies. M>n\ 
siempre números reales, estas hipótesis son viables.

Señalemos algunas consecuencias inmediatas de estas hipótesis. Si tene­
mos dos o más autoestados de una variable dinámica real § pertenecientes 
a un mismo autovaior i ',  todo estado formado por superposición de ellos 
tambiái será un autoestado de ? perteneciente al autovaior 5'. De aquí 
se deduce que si el sistema está en un estado formado por superposición de 
otros varios para los que estamos completamente seguros de que al medir $ 
en cada uno de ellos obtenemos un mismo resultado entonces al medir 

en él obtenemos también con toda seguridad el resultado Esto nos da 
cierta luz acerca del significado físico del principio de superposición de los 
estados. Otra consecuencia es que dos autoestados de § pertenecientes a 
distintos autovalores son ortogonales. De aquí se deduce que si tenemos dos 
estados de uh sistema y estamos completamente seguros de que al medir § 
en cada uno de ellos obtenemos un único resultado, distinto para uno y 
otro, entonces los dos estados son ortogonales. Esto nos da, a su vez, alguna 
luz acerca del significado físico de la ortogonalidad de los estados.

Cuando medimos una variable dinámica real la alteración que lleva 
consigo el acto de la medida produce un cambio del estado del sistema 
dinámico. Si llevamos a cabo una segunda medición de la misma variable 
dinámica |  inmediatamente después de la primera, por continuidad física 
el resultado debe ser el mismo de antes. Por tanto, después de haber reali­
zado la primera medición no hay ninguna indeterminación en el resultado 
de la segunda, o sea que después de realizar la primera medición, el sistema 
está en un autoestado de la variable dinámica siendo el autovaior al que 
pertenece dicho estado el resultado de la primera medida. Esta conclusión 
tiene que continuar siendo válida aunque no llevemos a cabo la segunda 
medida. Así vemos que toda medida obliga al sistema a saltar a un auto- 
estado de la variable dinámica medida, que además pertenece a un autova­
ior igual al resultado de la medida.

Podemos concluir que, cualquiera que sea el estado en  que se encumtre
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d  sistana, todo resultado de tnedhr tma variable dinámica red es uno de 
sus autovalores. Y reciprocamente, todo autovaior es un posible resultado 
de medida de la variable dinámica para algún estado dd sistema, ya que 
con toda probabilidad será el resultado de la medida cuando d  estado del 
sistema sea un autoestado perteneciente a didio autovaior. Todo esto nos 
muestra el significado físico de los autovalores. El conjunto de autovalores 
de una variable dinámica real constituye predsamenfe el electro de los 
posibles resultados de medida de dicha variable dinámica, y por esta razón 
el cálculo de los autovalores constituye un problema importante.

Asimismo hacemos la hipótesis siguiente sobre la interpretación fislca 
de la teoria: cuando medimos una cierta variable dinámica red § con el sis­
tema en un estado determinado, los estados a los que puede saltar el 
sistema a causa de la medida son tales que él estado origind es dependiente 
de ellos Pero como por otro lado- los estados a los que puede saltar el 
sistema son todos autoestados de resulta que el éstado original es depen· 
dioate de autoestados de Teniendo en cuenta que el estado original 
puede ser cualquiera, podemos conduir que todo estado es dependiente 
de autoestados de Si definimos un conjunto completo de estados como 
aquel para el que todo estado es dependiente de los estados del conjunto, 
nuestra condusión también se puede formular asi: los autoestados de § 
constituyen un conjunto completo.

No toda variable dinámica real tiene sufidentes autoestados para que 
constituyan un conjunto completo. Pero aquellas cuyos autoestados no 
forman un conjunto completo no representan cantidades que se puedan 
medir. Así obtenemos una nueva concüdón que debe verificar toda variable 
dinámica, además de la de ser real, para que se pueda medir. Toda varia­
ble dinámica real cuyos autoestados constituyan im conjunto completo, la 
denominaremos con el nombre genérico de observable. Por tanto, toda can­
tidad que se pueda medir es un observable.

La cuesBón que se plantea ahora es si todo observable puede ser medido. 
La respuesta teórica es que si. En la práctica puede resiütar muy difícil o 
induso puede estar fuera del alcance del ingenio del experimentador, d  
imaginar un aparato capaz de medir un observable particular, pero según 
la teoria siempre existe.

Examinemos matemáticamente la condición para que \ma variable di­
námica real § sea un observable. Sus autovalores pueden constituir un 
conjunto discreto (finito o infinito) de números o bien im conjunto formado 
por todos los números de un derto dominio de medida no nula, como todos 
los números comprendidos entre a y b. En el primer caso, la condidón de 
que todo estado sea dependiente de los autoestodos de § es que todo ket 
pueda expresarse como combinación lineal de autokets de En el segundo 
caso la condidón debe modificarse, ya que en lugar de la suma puede 
aparecer una integral; en este caso, todo ket |P> ha de poderse expresar 
como tma integral de autokets de | .
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|P> =  /  (24)

donde \V> son autokets de ^ p^ienedentes al autovaior y la integral 
se extiende al dominio de los autovalores a los que pertenecen los autokets’ 
de ^ de los que deprade dicho ket Pero no todo ket que dqpenda de 
autokets de puede expresarse ea la forma que indica el segundo miembro 
de (24), pues por ejemplo uno de los mismos autdcets no se puede expresar
así, y más en general, ocurre lo mismo con cualquier suma de dios. Por
tanto, la condición de que los autoestados de ^ constituyan un conjunto 
completo tiene que formularse didendo que todo ket jP> ha de poderse 
expresar como una integral más una suma de autokets de o sea

|P > = /l5 'c > d 5 ' +  2l5^d> , (25)
r

Los que figuran en la integral y los de la suma son autokets de 
y les hemos añadido las letras c y d respectivamente para indicar que no 
tienen por qué ser iguales aunque los autovalores y coinddan. La inte­
gral se extiende a todo el dominio de valores, y la suma a un subconjunto 
discreto cualquiera. Si esta condidón se satisface en el caso de que los 
autovalores de ^ constituyan un dominio de medida no nula, entonces $ es 
un observable.

Puede darse un caso más general aún, cuando los autovalores de § son, 
además de todos los números de im cierto dominio de medida no nula, un 
conjunto discreto de números situado fuera de dicho dominio. En este caso, 
la condidón de que 5 sea un observable sigue siendo que todo ket pueda 
expresarse en la forma que indica el segundo miembro de (25), pero advir­
tiendo que ahora la suma respecto de r se extiende además de a im subcon­
junto discreto cualquiera de los valores del dominio como, antes, a los 
números del conjimto discreto situado fuera de dicho dominio.

A menudo resulta muy difídl establecer desde el punto de vista matemá­
tico si una variable dinámica real concreta satisface o no la condición para 
ser un observable, ya que, en general, el probl^na de hallar los autovalores 
y los autovectores es muy difícil de resolver. Sin embargo, pueden existir 
poderosas razones experimentales que nos permitan admitir que dicha varia­
ble dinámica puede ser medida, y en tal caso supondremos lógicamente que 
es un observable pese a carecer dé ima demostración matemática. Esto lo 
haremos con frecuencia durante el desarrollo de la teoría, y asi supondremos 
por ejemplo, que la energía de cualquiCT sistema dinámico es siempre un 
observable, si bien con los métodos actuales del análisis matemático sólo se 
ha podido demostrar en casos muy sencillos.

En el caso particular de que la variable dinámica sea un número, todo 
estado es autoestado de él, y evidentemente dicha variable dinámica es un 
observable. Al medirlo obtendremos siempre el mismo resultado, o sea que 
se trata de una constante física, como por ejemplo la carga del electr^«



Por tanto, una constante física se puede considerar en inecánica cuántica 
bien como un observable con un único autovaior o como un simple número 
que aparece en las ecuaciones, siendo ambos puntos de vista completamente 
equivalentes.

Si la variable dinámica real satisface una ecuación algebraica, entonces 
el resultado (fi) de la sección anterior nos dice que la variable dinámica 
en cuestión es un obs^able. Un observable de este tipo tiene un número 
finito de autovalores. Reciprócamete, todo observable que tenga tm nú­
mero finito de autovalores satisface ima ecuación algebraica, pues si el 
observable 5 tiene como autovalores 5", ··■, 5*, entonces se verifica

(5 - i0 (5 -5 '0 ...(5 -^ “)|P>=O

para todo |P> que sea autoket de § y, por lo tanto, también para cual­
quier |P>, pues como 5 es un observable todo ket puede expresarse como 
suma de autokets de | ,  luego

(5 -1 0 (5 -5 " )... (5 -5 ·) =  0. (26)
Como ejemplo tomemos el op^^ador lineal |A><A|, siendo ]A> un ket 

normalizado. Según (7), dicho operador es real y su cuadrado vale

{|AXA|P =  |A><A|AXA| =  1A><A| (27)

ya que <A|A> =  1. Es decir, que su cuadrado es igual a sí mismo y, por lo 
tanto, satisface una ecuación algebraica y, en consecuencia, es un observable. 
Sus autovalores son i  y 0; \A> es el autoket que pertenece al autovaior 1 y 
todos los kets ortogonales a |A> son autokets que pertenecen al autovaior 0. 
La medición de dicho observable dará con toda certeza 1 cuando el sistema 
dinámico esté en el estado correspondiente a 1A>, y O cuando esté en un 
estado cualquiera ortogonal a éste. Así pues, el observable representa la 
cantidad que determina si el sistema está en el estado |A> o no.

Antes de concluir está sección vamos a examinar las condiciones que se 
necesitan para que una integral como la de (24) tenga sentido. Sean |X> 
e |Y> dos kets que puedan expresarse como integrales de autokets del obs»- 
vable 5,

1X> =  /  |5'*>d5', |Y> =  /l5"y>d5",

donde x e y  sirven para distinguir ambos integrandos. En este caso, tomando 
la ecuación imaginaria conjugada de la primera y multiplicándola por la 
segunda tenemos

<X|Y> = f f  <r*l5"y><i5'd5". (28)
Considerólos la integral

/  <5'xl5"»>¿5". (29)

S^;ún el teorema de ortogonalidad, el integrando se anula en todo el inter-
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vaio de integración excepto en el punto 5" =  5'· Si ,el integrando fuera 
finito en dicho punto, la integral (29) se anularía, y si ello ocurriese para 
todo según (28) resultaría <X|Y> igual a cero. Pero como en general <X|y> 
no es nulo, <5'a:|5'y> ha de ser en general infinito, de tal manera que (29) 
resulte distinto de cero y finito. El tipo de infinito que esto exige se discutirá 
en § 15.

Implícitamente habíamos supuesto hasta ahora que nuestros bras y kets 
tenían longitud finita y que sus productos escalares eran finitos. Ahora nos 
vemos obligados a limitar dicha condición cuando tratamos con autovecto­
res de un observable cuyos autovalores forman un dominio de medida no 
nvda. Si no la limitásemos no sería posible considerar casos en que los auto- 
valores constituyeran un dominio de medida no nula, y nuestra teoría re­
sultaría insuficiente para una gran parte de los problemas reales.

Tomando |Y> =  |X> en (28), resulta que en general <5'*|5'x> es infinito. 
Para O tomaremos
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/ <5'xl?"x> > O, (30)

como el axioma correspondiente a (8) de § 6 para los vectores de longitud 
infinita.

El espacio de los bras o el de los kets, cuando exigimos que los vectores 
tengan longitud finita y que los productos escalares sean finitos, constituye 
lo que los matemáticos denominan un espacio de liílberL Los bras y los kets 
que empleamos aquí dan lugar a un espacio más general de lo que corres­
ponde a un espacio de Hilbert.

Veamos ahora que, si exigimos que no haya más que un término en 
la suma relativo a un mismo autovaior, la descomposición de un ket |P> en la 
forma señalada en (25) es única. Para demostrarlo supongamos que, por el 
contrario, existieran dos posibles descomposiciones distintas de |P>. Restan­
do ima de la otra, obtendríamos una ecuación de la forma

0 =  í  +  (31)

en la que a y  b son nuevos símbolos para distinguir los autovectores resul­
tantes, y donde el subíndice s incluye todos los términos que hayan quedado 
después de restar. Si en la suma de (31) hubiese un término relativo a un 
autovaior 5* que no forme parte del dominio continuo, multiplicando dicha 
ecuadón por <5*6| a la izquierda y aplicando el teorema de ortogonalidad, 
resultaría

o=a*fci5‘fc>.

lo que está en contra de la hipótesis (8) de § 6. Asimismo, si el integrando 
de (31) fuera distinto de cero para algún autovaior que no figurase en la



suma para ningún valor de s, multiplicando (31) por < "̂a\ a la izqui«da 
y aplicando el teorema de ortogonalidad, resultaría
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0 = /

lo que va en contra de (30). Por último, si en la suma de (31) existiera un 
término relativo a un valor propio 5* que figurase en el dominio de inte­
gración, multiplicando la ecuación por <5‘b| a la izquierda, resultaría

O =  J <Vb\̂ 'a> <^*b\Vb> (32)

y multiplicando por <i*a| a la izquierda

0 =  1 <^*a¡ '̂a>d '̂+<^*a¡^*b>. (33)

Pero la integral de (33) es finita, luego, también deben serlo <5*o|5*b> y 
<5*fc|§*c>. Esto implica que la integral que figura en (32) sea nula y, por 
lo tanto, también, resultando una nueva contra^cción. Así pues,
todos los términos de (31) son nulos, y la descomposición de un ket |P> en la 
forma indicada por el segundo miembro de (25) es única.

11. Funciones de observables

Sea I  un observable. Podemos multiplicarlo por cualquier número real k 
y obtener otro nuevo observable k^. Para que nuestra teoría sea coh^nte 
es necesario que cuando el sistema se halle en un estado en el que con 
toda certeza obtenemos el resultado 5' al medir el observable 5, el resul­
tado de medir el observable k^ sea con toda certeza k%\ Es fácil comprobar 
que se satisface dicha condición. El ket que corresponde a un estado en 
el que con toda certeza al medir ? obtenemos el resultado es un autoket 
de 5 al que llamaremos 15'>, que verifica

De esta ecuación resulta también

k m '> = m ^ '> ,

que nos indica que |5'> es un autoket de k^ perteneciente al autovaior 
y que, por lo tanto, al medir k^ obtendremos con toda seguridad el resul­
tado ¿5'.

Más en general, podemos tomar cualquier función real de 5, por ejem­
plo /(§), y considerarla como un nuevo observable que queda yiedldo auto­
máticamente cuando se mide pues una medida e^^rimental de 5 también



nos permite disponer del valor de /(^). No es necesario que /(§) sea real, y 
cuando no lo es tanto su parte real como su parte imaginaría son observables 
que quedan determinados automáticamente cuando medimos Para que la 
teoria sea coherente, es necesario que al medir la parte real y la parte 
imaginaria de /(^) en un estado en el que una medida de ^ dé con certeza 
el resultado 5', obtengamos con toda seguridad las partes real e imagi­
naria de /(?'). Si /(5) es desarrollable en serie de potencias

/(§) =  Co +

siendo los a  ciertos números, la condición dada se puede comprobar con los 
métodos del álgebra elemental. Para funciones f más generales no será 
posible comprobarla. En este caso puede utilizarse dicha condición para 
definir f(^), que aún no habíamos definido desde el punto de vista matemá­
tico. De este modo podemos dar una Hpfinjpióx) función de un observable 
más general que la que se obtiene mediante series de potencias.

Definiremos /( |) como el operador lineal que verifica

,^§w >  = m w >  (34)

para todo autoket |̂ '> de siendo /(^') una función numérica de 5'· Puede 
verse fácilmente que la definición dada está justificada cuando se aplica 
a autokets que no sean todos independientes, pues si tenemos un autoket 
|§'A> que dependa de otros autokets de todos ellos tienen que pertenecer 
al mismo autovaior ya que de no ser así llegaríamos a una ecuación 
análoga a la (31) que según hemos visto es imposible. Y así, multiplicando 
la ecuación que expresa 1̂ 'A> como combinación hneal de los otros auto­
kets de § por f(^) a la izquierda, no hacemos más que multiplicar cada 
término por el mismo número /(̂ ')> obteniéndose con ello una ecuación 
coherente. Además, la ecuación (34) es suficiente para definir completa­
mente el operador lineal /(5), pues para obtener el resultado de aplicar /(5) 
a un ket |P> arbitrario basta desarrollar |P> en la forma indicada por el 
segundo miembro de (25), y tomar

/(§)1P> =  /  m w o  (35)
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El complejo conjugado /(?) de /(5) queda definido por la ecuación ima­
ginaria conjugada de la (34), o sea

<?7(5) =  7(5')<51.

para todo autobra <51, siendo 7(50 la función compleja conjugada de /(50· 
Si sustituimos 5' por 5" en esta ecuación, y la multiplicamos a la derecha 
por el ket arbitrario |P>, con ayuda del desarrollo (25) y del teorema de 
ortogonalidad, resulta
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<r/(§)ip> = 7(rx5"ip>

= /  m ")< r\^ 'c> d ^ '+ ^m "x^"m >  (36)

= /  /(5")<5"1?'c> d ? '+ 7(§")<r'ird>

en donde <5"|$"d> es igual a cero si 5" no es ninguno de los autovalores 
que figuran en la sunia (25). Poniendo ahora en (35) en lugar de /(̂ O la 
función compleja conjugada /(?') y multiplicando a la izquierda por <§"|, 
resulta

<5"I7(?)|P>  =  /  n ^ 'X ^ 'W o  d%' +  /(5 ")< 5 " l5 "d > ·

El segundo miembro de esta ecuación es igual que el de (36), pues los inte­
grandos son nulos para todo y por tanto,

<r\m)\p>= < n ? ( 5 ) ip > .

Esta ecuación es válida para todo autobra <§"| y para todo ket |P> de 
modo que

M ) = m ) ,  (37)

Por tanto, el complejo conjugado del operador lineal /(§) es igual a la 
función J de compleja conjugada de f.

Como corolario resulta que si /(§') es una función real de /(5) es un 
operador lineal real. Por tanto, f{k) también es im observable, ya que ade­
más todo autoestado de 5 también es autoestado de /(5) y, en consecuencia, 
sus autoestados constituyen un conjunto completo.

Con la definición dada, estamos en condiciones de asignar un significado 
a cualquier función f  de un observable, cuya función de variable real /(*) 

correspondiente tenga un dominio de existencia que abarque todos los 
autoválores del observable. Si el dominio de existencia de dicha función 
contiene otros puntos que no correspondan a autovalores, los valores de f(x) 
en ellos no afectan para nada a la función del observable. La función no 
tiene por qué ser ni analítica ni continua. Los autovalores de la función f 
de un observable son iguales a la función f  de los autovalores de dicho 
observable.

Es importante tener en cuenta que para poder definir la función f  de un 
observable es necesario que para cada x que sea autovaior del observable 
exista im único valor de f{x). Es decir, la función f(x) debe ser upifonne. 
Podemos poner de manifiesto este hecho haciendo la siguiente considera­
ción: cuando tenemos un observable /(A) que es función real del obser­
vable A, ¿es a su vez A función del observable /(A)? La respuesta es que sí 
cuando a cada autovaior A' de A le corresponda un valor distinto de f(A'); 
pero si existen dos autovalores de A, por ejemplo A' y A", para los que se 
tenga f{A') =  f(A"), entonces no existiría un único autovaior de A que



correspondiera al autovaior /(A') del observable /(A) y, por lo tanto, A no 
sería función del observable f(A).

Es fácil con^probar desde el punto de vista matemático, y a partir de la 
definición, que la suma o el producto de dos funciones de un observable 
es otra función del mismo, y que una función de una función de un obser­
vable también es función de dicho observable. Asimismo es inmediato 
comprobar que toda la teoría de funciones de un observable es simétrica 
respecto a bras y kets, y que hubiéramos podido proceder del mismo modo 
con la ecuación

<51/(5) =  /(5')<51 (38)
en lugar de la (34).

Terminaremos esta sección examinando dos ejemplos de gran interés 
práctico: la función recíproca y la raíz cuadrada. El recíproco de un obser­
vable existe siempre que el observable no tenga el autovaior cero. Si el 
observable a no tiene el autovaior cero, su recíproco, que lo representa­
remos por a~̂  o 1/a verificará

(39)

donde |<x'> es un autoket de a que pertenece al autovaior of'. Por tanto, 

«a“V >  =  CfCí̂‘"|a'> =  k '> .

Puesto que esta relación es válida para todo autoket debe verificarle

=  1. (40)
Y análogamente,

a-i« =  l . (41)

Cualquiera de estas dos ecuaciones es suficiente para definir completa­
mente siempre que a no tenga el autovaior cero. En efecto, en el caso 
de la ecuación (40), sea x im operador lineal cualquiera que verifique la 
ecuación

(WCrr 1.

Multipliquemos ambos miembros a la izquierda por el operador defi­
nido en (39). El resultado es
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y según (41)
— «-1x =  a'

Las ecuaciones (40) y (41) se pueden utilizar para definir el recíproco 
(si es que existe) de un operador lineal a más general que no tiene por qué 
ser real. En este caso, puede que no sea suficiente una sola de las ecuaciones. 
Si dos operadores lineales a y 8̂ tienen recíprocos, su producto a y fi tiene 
por recíproco

(42)



que se obtiene tomando el recíproco de cada factor e ínviitiendo el orden. 
Podemos comprobar (42) sin más que multiplicar el segundo miembro por a/3 
a la derecha o a la iquierda y ver que se obtiene la identidad. Esta regla 
para obtener el recíproco de un producto puede generalizarse inmediata­
mente para más de dos factores, y así

La raíz cuadrada de un observable a existe siempre, y cuando a no 
tiene autovalores negativos, es real. La representaremos por y/a o por o*. 
Verifica la relación

V«|a'> =  ±  (43)

para todo autoket |«'> de « perteneciente a un autovaior Por tanto,

V«V»I«'> =  V«'V»'I«'> =

y como esto es válido para todo autóket |a'>, resulta

■\/ar\/« =  « (44)

Dada la ambigüedad de signo en (43), existirán muchas determinaciones 
posibles de la raíz cuadrada. Para fijar una de ellas tenemos que especificar 
el signo que corresponde a cada autovaior. Dicho signo puede cambiar 
irregularmente de un autovaior a otro, pues en cualquier caso (43) define 
un operador lineal V « que verifica (44) y que constituye, por tanto, una raíz 
cuach-ada de a. Si existe algún autovaior de a al que le pertenezcan dos o 
más autokets independientes, entonces según la definición de función de un 
observable, hemos de atribuir el mismo signo a todos ellos en (43). Sin em­
bargo, si tomásemos distintos signos, la ecuación (44) continuaría siendo 
v^da y por tanto, salvo en el caso particular de que a cada autovaior de a 
le corresponda tm único autoket de a independiente, la ecuación (44) por sí 
sola no es suficiente para definir V^·

El número total de determinaciones posibles de la raíz cuadrada de un 
observable es 2”, siendo n el número total de autovalores no nulos. En la 
práctica únicamente se utiliza la función raíz cuadrada para observables 
que no tienen autovalores negativos, y la determinación de la raíz que tiene 
utilidad es la que se obtiene tomando siempre el signo positivo en (43). 
Tal determinación se denomina la raíz cuadrada positiva.
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12. Interpretación física general

Las hipótesis introducidas al principio de § 10 nos dan una interpre­
tación física de la teoría matemática que sólo se puede aplicar en casos 
particulares, pues únicamente sirve para autoestados. Necesitamos alguna



hipótesis más general que también nos permita obtener información física a 
partir de la teoría matemática cuando no consideremos autoestados.

En mecánica clásica decimos que un observable 'tiene un valor para 
cualquier estado del sistema. ¿Qué es lo que corresponde a esto en mecá­
nica cuántica? Si consideramos un observable 5 y dos estados x e y  corres­
pondientes a los dos vectores <x\ e |j/>, podemos formar el número <xl5 |y>. 
Dicho número no tiene características análogas al valor que *tiene* un obser­
vable en la teoría clásica por tres razones principales: (i) hace refiBrencia 
a dos estados, mientras que el valor clásico siempre se refiere a uno, (n) en 
general no es un número real, y (m) no está unívocamente detemtiinado 
por el observable y los estados, pues los vectores <x) e \y> contienen facto­
res numéricos arbitrarios. Incluso si imponemos la condición de que <oc| e |i/> 
estén normalizados, <x|5 |y> continuará estando indeterminado en un factor 
de módulo uno. Sin embargo, si tomamos dos estados idénticos y elegimos 
\yy de modo que sea el vector imaginario conjugado de <.x\, ninguna de las 
tres razones apuntadas tiene vahdez. El número que obtenemos en este 
caso <íc[§|ac> es necesariamente real y está unívocamente determinado si 
<x| está normalizado, pues si multiplicamos <x| por el factor numérico 
siendo c un número real, tenemos que multiplicar |x> por y <xl51x> 
toma el mismo valor de antes.

Por tanto, podríamos hacer la sugestiva hipótesis de que cuando el 
sistema está en el estado x, el observable 5  ‘tiene un valor <x\̂ \xy en un 
sentido análogo al clásico. Sin embargo, esta hipótesis no sería satisfactoria 
por la siguiente razón. Consideremos un segundo observable v) que según 
la hipótesis anterior tendría un valor <x |y)|x> cuando el sistema está cn el 
mismo estado de antes. Por la analogía clásica, para este estado la suma de 
los dos observables debería tener un valor igual a la suma de los valores 
de los dos observables por separado, y el producto un valor igual al produc­
to de dichos valores. La hipótesis nos llevaría al valor <x|5 +  t)|x> para la 
suma de los dos observables, que coincide con la siuna de <x|5 |x> y <xlt)|x>, 
pero para el producto nos conduciría al valor <x|5 t)lx> o bien al <x|tj§|x>, y 
ninguno de ellos está relacionado de forma simple con <x|5l3C> y <xh|x>.

Pero como la hipótesis sólo falla para el producto, sería lógico dedr que 
<r|§|x> es el valor medio (que también se llama valor esperado) dd obsCT- 
vable 5  en el estado x, ya que el promedio de la suma de dos cantidades 
iiene que ser igual a la suma de promedios de dichas cantidades, pero el 
promedio del producto no tiene por qué ser igual al producto de promedios. 
Por tanto, hacemos la hipótesis general de que si medimos el observable 5 tm 
gran número de veces cuando el sistema está en el estado que corresponde 
a |x>, el valor medio de todos los resultados obtenidos será <x\̂ \x> si |x> 
e ^  normalizado. Si |x> no está normalizado, como ocurrirá necesariamente 
en el caso de que el estado x sea un autoestado de cierto observable perte- 
nedente a un autovaior que forma parte de im dominio de autovalores de 
medida no nula, la hipótesis se convierte en que el valor medio da las medí-
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das de 5 es proporcional a <x\̂ \x>. Esta hipótesis genaral nos da la base 
para la interpretación física general de la teoría.

Únicamente podemos decir en mecánica cuántica que un observable 
’tiene un valor particular en un estado determinado, cuando estemos total­
mente seguros de que el resultado de medirlo es siempre dicho valor par­
ticular, o sea, cuando el sistema esté en un autoestado del observable. Si 
convenimos en utilizar la expresión de que un obsCTvable 'tiene un valor’ 
con este significado restringido, es fácil comprobar con la ayuda del álgebra 
introducida, que si dos observables tienen un valor para un estado particular, 
entonces para dicho estado la suma de los dos observables (si es que es ún 
observable *) tiene un valor igual a la suma de los valores de los dos obser­
vables, y el producto de ellos (si es que es un observable · · )  tiene un 
valor igual al producto de los valores de los dos observables.

En el caso general no tiene sentido hablar del valor que tie e  un obser­
vable para un estado particular del sistema, pero sí podemos hablar del 
valor medio de dicho observable en ese estado. Podemos incluso ir más allá 
y hablar de la probabilidad de que al medirlo obtengamos dicho valor. 
Esta probabilidad puede obtenerse según la hipótesis general del siguien­
te modo.

Sea el observable 5 y consideremos el estado correspondiente al ket 
normalizado |*>. La hipótesis general no sólo nos da el valor medio de 
que es <x|̂ |x>, sino también el valor medio de cualquier fundón de 5  tal 
como f(k), que será <*|/(5)|¡c>. Tomemos como /(§) una fvmdón de 5 que 
valga 1  cuando 5  =  a, siendo a cualquier número real, y cero en cualquier 
otro caso. De acuerdo con nuestra teoría general de fundones de un obser­
vable, dicha función de 5  tiene sentido, y podemos designarla 8 *̂ en con­
formidad con la notación general del símbolo í  con dos subíndices dada 
la pág. 73 (ecuación 17)). El valor medio de dicha función de ? es pred- 
samente la probabilidad P» de que 5 tenga el valor a. O sea

P, =  <*|í,Jx>. (45)

Si o no es autovaior de multiplicado por cualquira autoket de § es 
cero y, por tanto, í =  O y P» =  0 . Esto está de acuerdo con la conclusión 
de § 1 0 , de que todo resultado de la medida de un observable tiene que ser 
uno de sus autovalores.

Si los posibles resultados de medir § constituyen un conjunto de números 
de medida no nula, la probabilidad de que 5  tenga exactamente un deter­
minado valor será nula para muchos problemas físicos. La magnitud que
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• La suma de los dos observables no tiene por qué ser un observable, pues pudiera 
no tener suficientes autoestados para constituir un coiyunto completo, en cuyo caso el 
operador suma considerado aisladamente no seria medible.

Para el producto, la condición de que sea un observable puede no verificarse 
tanto porque sus autoestados no constituyan un conjunto completo, como por no ser re«].



tiene importancia física en este caso es la probabilidad de que 5  tenga iin 
valor perteneciente a un pequeño intervalo entre a y  a +  da. Esta proba* 
bilidad, que podemos simbolizar por P(a)da, es igual al valor esperado de la 
fimción de $ que vale uno para valores de 5  comprendidos enrte a y  a d a  
y cero fuera de dicho intervalo. Según la teoría de funciones de xm obser­
vable, esta función de 5 tiene sentido. Designándola por %(§), tenemos

P(a)da =  <xlx(̂ )lx>. (46)
Si el intervalo (a, a +  da) no contiene ningún autovaior de resulta como 
en el caso anterior, ^{5) =  O y P{a) z= 0. Si |x> n^ está normalizado, los 
segundos miembros de (45) y (46) serán respectivamente proporcionales a las 
probabilidades de que 5  tenga un valor a y de que § tenga un valor com­
prendido entre a y a +  da.

La hipótesis de § 10 de que cuando el sistema está en un autoestado 
de 5  perteneciente al autovaior 5 ' toda medida de 5  da con seguridad el 
resultado 5 ', está de acuerdo con la hipótesis general relativa a la interpre­
tación física, y de hecho es consecuencia de ella. Según la hipótesis general, 
si |5 '> es un autoket de 5  perteneciente al autovaior 5 ', entonces en el caso 
de que los autovalores de 5  constituyan un conjunto discreto, resulta

|5'> =  O salvo para a —
y en el caso de que los autovalores de ? constituyan un dominio de medida 
no nula

x(5)|5'> =  O salvo si el intervalo (a, a +  da) incluye a 5'·

En ambos casos, la probabilidad de que 5 tenga un valor distinto de cuan­
do el sistema está en el estado correspondiente a es cero.

En la práctica es imposible obtener un sistema estrictamente en un 
autoestado de 5  perteneciente a un autovaior 5 ' que forme parte de un in­
tervalo de autovalores, ya que para eUo sería necesaria una precisión 
absoluta. Lo máximo que se puede conseguir en la práctica es que 5 tenga 
un valor perteneciente a un pequeño intervalo alrededor del valor 5'. El sis­
tema estará entonces en un estado parecido a un autoestado de 5· Así pues 
un autoestado perteneciente a un autovaior que forme parte de un intervalo 
de autovalores es una idealización matemática, y no se puede realizar en la 
práctica. A pesár de ello dichos autoestados tienen un papel muy impor­
tante en la teoría, y sin ellos no podríamos hacer gran cosa« La ciencia con­
tiene muchos ejemplos de conceptos teóricos que son límites de cosas que se 
dan en la práctica, y que son de gran utilidad para la formulación precisa 
de las leyes de la naturaleza, pese a que ño se pueden llevar a cabo expe­
rimentalmente; y éste no es más que uno de ellos. Es posible que el que la 
longitud de los kets correspondientes a estos estados sea infinita esté rela­
cionado con su irrealizabilidad práctica, y que todos los estados realizables 
corresponden a kets que puedan ser normalizados y que, en consecuencia, 
forman parte de un espacio de Hilbert.
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18. CormutabiUdad y compatibilidad

Un estado puede ser autoestado de dos observables a la vez. Suponga· 
mos que para los observables 5  y ij exista un estado como éste correspon­
diente al ket |A>. Entonces podremos escribir las ecuaciones

5|A> =  ?'|A>, 

t)|A> =  T¡'|A>,

donde y tj' son los autovalores respectivos de 5 y »). De aquí se deduce 

§,]|A> =  W> = W >  = \̂\A> =  ti51A> =  t)?|A>.
o sea

(|t,-t,5)|A >  = 0 .

Este resultado sugiere que la posibilidad de que existan autoestados comu­
nes se VCTá favorecida cuando 5»)— =  O, es decir, cuando los dos obser­
vables conmuten. Si no conmutan, no es que no exista dicha posibilidad, pero 
es más bien excepcional. En cambio, si conmutan vamos a ver que existen 
suficientes hets, que son a la vez autokets de uno y otro, para formar un 
confunto completo.

Sean 5 y vi dos observables que conmutan. Tomemos un autoket |v)'> 
de T), que p»tenezca al autovaior yj' y expresémoslo en función de auto­
kets de 5 en la forma que indica el segundo miembro de (25)

h'> =  /  I5VO d^' +  2  l5Vd>· (47)

Los autokets de 5 que figuran en el segundo miembro tienen el símbolo 
extra t)' para indicar que provienen del desarrollo del ket |t)'> y no de un 
ket cualquiera como ocurría en la ecuación (25). Veamos que cada uno 
de estos autokets de § es también autoket de t) perteneciente al auto- 
valor if. Se tiene

O =  (n-»iOh'> =  J (ti-uO I5YO d r  + X  (mOI5Y<í>. (48)

Pero el ket (t;— verifica

5(n-H ,0|IV íi>=(t^-ti05IW > =
=  5^(M ')l5Vd>,

lo que demuestra que es un autoket de |  ^ue pertenece al autovaior 5 '‘: 
análogamente, el ket (ij—d')|5 Vc> también es autoket de 5  y pertenece 
al autovaior La ecuación (48) está constituida por una integral más 
una suma de autokets de 5 igualada a cero. En virtud del argumento utili-
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zado para la ecuación (31), ello es imposible a menos que el integrando y 
cada uno de los términos de la suma sean nulos. Luego

=  o, (M O líY d) =  o,

lo que nos dice que todos los kets que aparecen en el segundo miembro 
de (47) son autokets tanto de 5 como de La ecuación (47) expresa Iy)'> en 
función de autokets comunes a 5  y i]; y puesto que todo ket puede expre­
sarse en función de autokets |y)'> de rj, resulta que todo ket puede expresarse 
en función de autokets comunes a § y a t) y, en cj»nsecuencia, di(£os kets 
constituyen un conjunto completo.

Los anteriores autokets y comunes a 5 y a t) los hemos
caracterizado por los autovalores y tj', o bien y r¡' a los que pertenecen, 
unto con las letras c o d que también son necesarias. Igual como hacíamos 
lasta ahora con los autovectores de un único observable, de aquí en adelante 
siempre emplearemos los autovalores para designar a los autovectores 
comunes a varios observables como regla general.

El recíproco del teorema precedente dice que si ^ y i¡ son dos observa­
bles tales que los autoestados comunes a ambos constituyen un conjunto 
completo, entonces § y t) conmutan. Para demostrarlo tengamos en cuenta 
que si es un autoket común a ambos perteneciente a los autovalores 
5 ' y r{, se tiene

(5»j-T)5)l5Y> =  (5Y-tj'5')15'»i'> =  0 . (49)

Pero como los autoestados comunes a ambos constituyen un conjunto com­
pleto, todo ket |P> puede ser expresado en función de autokets 15V> comu­
nes a 5 y a % para cada uno de los cuales se verifica (49), luego

(5m 5)|P>=0
de modo que

1 ) 5  =  0 .

La cualidad de los estados de ser autoestados comunes puede ser válida 
para más de dos observables, en cuyo caso tanto el primer teorema como su 
recíproco siguen siendo válidos, es decir, sl^cualquier conjunto de observa­
bles conmutan dos a dos, los autoestados comunes a todos ellos constituyen 
un conjuato completo y recíprocamente. Los argumentos empleados para 
demostrar los teoremas en el caso de dos observables pueden aplicarse a su 
vez para demostrar el caso general; por ejemplo, si tenemos tres observables 
que conmutan 5 , y i;, podemos expresar cualquier autoket común a $ y tj 
en función de autokets d e ^ y  ver que cada imo de esos autokets de C es a 
su vez autoket de 5 y de tj. Con ello todo autoket común a 5 y a t) queda 
expresado en función de autokets comunes a t) y y puesto que todo ket 
puede expresarse en función de autokets comunes a 5  y v)> resulta que todo 
ket se p u ^e  expresar en función de autokets comunes a ^ y
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El teorema de ortogonalidad aplicado a este caso nos dice que cualquier 
par de autokets comunes a un conjunto de observables que conmutan, y que 
pertenezcan respectivamente a dos conjuntos de autovalores que difieran en 
algún elemento, son ortogonales.

Considerando el conjunto completo de los autoestados comunes a dos o 
más observables que conmutan, podemos elaborar una teoria de las fun­
dones de ellos igual que hicimos en § 1 1  para las fundones de un único 
observable. Si ···> son observables que conmutan, definimos tma
función general de ellos f  como el operador /(5 , % ií, ...) que verifica

m , . .)i§ w . . ·> = m ,  r,'. V ,.. (so)

para todo autoket |§VC-..> común a í, ..., y cuyos autovalores son 
5', r{, X,', ... En esta definición /  es cualquier función con tal de que f(a, b, 
c ,...) esté definida para todos los valores de a,b,c, ... que sean autovalores 
de í. ···» respectivamente. Del mismo modo que hicimos con las fun­
ciones de tm único observable, definidas por (34), podemos demostrar que 
/(5> f¡, C, ...) está tmivocamente determinado por (50) y que
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/(l,tj,!;,... =  ;,...),

en correspondencia con (37). Asimismo, si f(a, b, c, ...) es una ftmción 
real, f{%, i), li,...) es real y observable.

Podemos generalizar ahora los resultados (45) y (46). Dado un conjimto 
de observables 5 . iQ> í  ···, que conmutan, podemos definir tma fimción de 
ellos que sea igual a 1  para % =  a, n=zb,X, =  c, ..., con o, b, c, ..., núme­
ros reales cualesquiera, e igual a cero cuando no se verifique dicha condición. 
Esta función puede representarse por 8 ¿a, í,», i¡e, ···. ya que en realidad 
es igual al producto en cualquier orden de los factores 5,», hfc, .... defi­
nidos cada uno de ellos como funciones de un solo observable, como puede 
comprobarse sustituyendo dicho producto en lugar de /(5 , i), ...) en el
primer miembro de (50). El valor esperado de dicha función en cualquier 
estado será igual a la probabilidad Pane... de que «)> ···) tengan respec­
tivamente los valores a, b, c, ..., cuando el sistema esté en dicho estado. 
Por tanto, si dicho estado corresponde al ket normalizado [*>, a partir de 
nuestra hipótesis general sobre la interpretación física, resulta

Pabc... — (51)

Pate... será nula a menos que cada uno de los números a, h, c, ..., sea auto- 
valor del correspondiente observable. Si cada uno de los números a, b, c ,..., 
es tm autovaior del correspondiente observable pertenedente a tm dominio 
de autovalores de medida no nula, por regla general también será nula la 
probabilidad Pote..., pero en este caso podemos sustituir la exigenda de que 
el observable tenga »actamente un valor por la condidón de que taiga 
tm valor comprendido en tm pequeño intervalo, lo que se consigue sustitu­



yendo los factores i  de (51) por un factor correspondiente a x( )̂ de la 
ecuación (46). Llevando a cabo esta sustitución para cada uno de los obser­
vables 5 , 1), í, cuyos valores numéricos correspondientes o, b, c, ... 
formaban parte de im dominio de autovalores de medida no nula, obten­
dremos ima probabilidad que en general ya no es nula.

Si varios observables conmutan, existen estados para los que todos los 
observables tienen valores particulares en el ^ntido indicado (al principio 
de la pág. 58), que son los autoe^tados comunes. Por tanto, tiene sentido 
hablar de que varios observables que conmutan tienen un valor simultánea­
mente. Aún más, vemos por (51) que para cualquier estado tiene sentido 
hablar de la probabilidad de obtener resultados particulares al medir 
simultáneamente distintos observables que conmutan. Esta nueva conse­
cuencia es importante. En general no es posible llevar a cabo una observa­
ción de un sistema que esté en un estado definido sin alterar dicho estado 
y trastornarlo a fines de llevar a cabo una segunda observación. En el caso 
general, no tiene sentido hablar de que realizamos las dos mediciones 
simultáneamente. Sin embargo, la consecuencia anterior nos dice que, en 
el caso particular de que los dos observables conmuten, puede conside­
rarse que las dos observaciones no interfieren entre sí, o que son compa­
tibles en el sentido de que podemos considerar que las dos medidas se 
realizan simultáneamente, y hablar de la probabilidad de obtener resulta­
dos particulares cualesquiera en ellas. De hecho las dos observaciones 
pueden considerarse como una sola observación más complicada cuyo 
resultado viene dado por dos números en lugar de por uño. Desde el punto 
de vista de la teoría general, cualquier par o más de observables que 
conmutan puede ser considerado como un único observable cuyo resultado 
de medida ^ n e  ciado por dos o más números. Los estados para los cuales 
dicha medición da con certeza un resultado particular son los autoestados 
comunes.
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III

REPRESENTACIONES

14. Vectores básicos

En los capítulos anteriores hemos establecido un esquema algebraico 
con tres tipos de cantidades — los vectores bra, los vectores ket y los opera­
dores lineales — y mediante dicho esquema hemos es^resado algunas leyes 
fundamentales de la naturaleza. Se podría seguir desarrollando la teoría  ̂y 
aplicarla a problemas particulares considerando únicamente dichas canti­
dades abstractas. Sin embargo, para ciertos fines es preferible sustituir dichas 
cantidades por conjuntos de números con propiedades matemáticas análo­
gas y hacer los desarrollos con ayuda de ellos. £ 1  procedimiento es similai 
al de elegir coordenadas en geometria, y tiene la ventaja de ser un método 
matemático más potente para resolver problemas particulares.

El procedimiento de sustituir las cantidades abstractas por números lio 
es único. Igual que existen muchos sistemas de coordenadas en geometría, 
también hay muchas maneras de sustituir nuestras cantidades abstractas 
por números. A cada uno de estos procedimientos se le denomina represer^a- 
ción y al conjunto de números que sustituyen a una cantidad abstracta le 
denominaremos el representante de dicha cantidad en la representación. 
Así pues el representante de una cantidad abstracta corresponde a las coor­
denadas de un objeto geométrico. Cuando estudiamos un problema par­
ticular en mecánica cuántica, podemos ahorramos trabajo empleando una 
representación en la que los representantes de las cantidades abstractas 
más importantes que intervienen en el problema sean lo más sencillas 
posible.

Para fijar una representación en el caso general, consideraos un con- 
jimto completo de bras, o sea, un conjunto de bras tal que todo bra se 
pueda expresar linealmente en función de los bras del conjunto (bien como 
una suma de bras, bién como una integral, o como ima integral más una 
suma). A estos bras les denominaremos bras básicos de la represratadón, 
y como veremos, serán suficientes para determinar complétamete la re­
presentación.

Sea un ket |a> cualquiera y formemos los productos escalares con cada



uno de los bras básicos. Los números así obtenidos constituyen el represen· 
Unte de ]áy, y veamos que son suficientes para determinar completamente 
el ket |fl>. En efecto, si existiera otro ket \a{> para el que dichos números 
fueran iguales, el producto escalar de la diferencia |a>—|ai> con cualquier 
bra básico sería nulo y, por tanto, también sería nulo el producto escalar con 
cualquier bra. Luego, ]a>—l¿ii> sería nulo también.

Supongamos que los bras básicos están simbolizados por uno o más pará­
metros Xi, X2 , ···, cada uno de los cuales puede tomar ciertos vdores 
numéricos. Dicho bra básico lo escribiremos entonces <XiX2 - X«l y «1 repre­
sentante de |a> lo escribiremos <XiX2 ...Xtt|fl>. Así pues, el representante está 
constituido por un conjunto de números en correspondencia con cada 
conjunto de valores de Xi, X2 , X«> que forme parte de los respecti­
vos campos de variabilidad. Un conjunto de números tal, constituye una 
función de las variables Xi, X2 , Xu* Por tanto, el representante de un 
ket puede considerarse bien como un conjunto de números o bien como 
lina funcián_de las. variables que se emplean para especificar los bras básicos.

Si el número de estados independientes de nuestro sistema dinámico es 
finito e igual a n, será suficiente considerar n bras básicos que podremos 
designar con ayuda de un solo parámetro X que tome los valores 1, 2,3,..., n. 
En este caso, el representante de un ket |a> cualquiera está constituido por 
los n números <l|a>, <21a>, <3|a>,..., <n|a>, que son precisamente las coor­
denadas del vector la> referidas a im sistema de coordenadas ordinarias. 
Por tanto, el concepto de representante de un ket es una generalización del 
concepto de coord«aadas de un vector ordinario, y cuando el número de 
dimensiones del espacio de los kets es finito, ambos coinciden.

En una representación g^eral no es necesario que todos los bras básicos 
sean independientes. Pero en la mayoría de las representaciones que se 
utilizan en la práctica son independientes y además verifican la condición 
más severa de ser ortogonales dos a dos. En este caso se dice que la repre­
sentación es una representación ortogonal

Sea una representación ortogonal cuyos bras básicos <XiX2 ..-X«| estén sim­
bolizados por los parámetros Xi, Xa, ..., X«, que sólo pue^n tomar valores 
reales. Dado un ket |a>, podemos tomar su representante <XiX2 ...X«k>, y 
considerar los números Xi<XiX2 ...X«M>, formados a partir de los anteriores, 
como el representante de im nuevo ket {&>. La posibilidad de esta elección 
se deriva de que los números que forman el representante de un ket son 
independientes, dado que los bras básicos también lo son. Con ello el ket |¿> 
queda definido por la ecuación

<XiX2 ...X«|b> =Xi<X2X2 ...X » .
Dicho ket \b> evidentemente es función lineal del ket [a> y, por lo tanto, 
puede ser considerado como el resultado de aplicar un operador lineal a |a>. 
Si llamamos Li a dicho operador, resulta

lfe> =  Li|a>
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y en consecuentía <XiX*...X#lI/i|a> =  Xi<XiX2 ...X«lc>.

Esta ecuación es válida para todo ket |a>, luego

<XiXa...X,lLi =  Xi<XiX2 ...X«|. (1 )

La ecuación (1 ) puede tomarse como la definición del operador lineal Li. 
En ella vemos que todo bra básica es un autobra de Li y el autovalor a que 
pertenece es el valor del parámetro Xi.

De la condición de que los bras básicos sean ortogonales se deduce 
que Li es real y que es un observable. En efecto sean X', X̂ , X' y 
X'', X", X" dos conjuntos de valores de los parámetros Xi, Xa, ..., X«. 
Poniendo los X'’ en lugar de los en la ecuación (1 ) y multiplicando a la 
derecha por el conjugado imaginario del bra básico <X"X"...X"|, o sea por 
X"X2 ...X^>, resulta

<x;x'.. .X' |L jxx ...x">  =x;<x;x;.. .x;ix;'x". .x';>.
Permutando los X' y los X" obtendremos

<x;'X"..x"|Ljx;x',...x;> =x"<x;'x" ,.x"ix;x;...x;>.
Dado que los bras básicos son ortogonales, los segundos miembros de estas 
dos ecuaciones se anulan excepto si X" =  X' para todo r desde 1 hasta u, en 
cuyo caso son iguales y adem^ reales por serlo X̂. Luego, tanto si los X" y 
los X̂ son iguales como si no lo son, se tiene

<x;x;...x;|Ljx;'x"..x">=<x"x"..x;'|Ljx;x;...x;> 
=  <x;x^ ,...xjL jxx. ..x'j>

según la ecuación (4) de § 8 . Puesto que los <X'X2 ...X' 1̂ constituyen un 
conjunto completo de bras y los |X"X"...X"> im conjunto completo de kets, 
resulta que Li = Li. La otra condición requerida para que Li sea un obser­
vable, la de que sus autoestados constituyan un conjunto completo, eviden­
temente también se satisface, pues sus autobras son los bras básicos, que 
constituyen im conjunto completo.

Asimismo podríamos introducir otros operadores lineales L2 , Ls, ... L« 
multiplicando <XiX2 ...X«|o> por los factores X2 , X», ... X« respectivamente 
y considerando los conjimtos de números que así resultan como los repre­
sentantes de nuevos kets. Análogamente podemos ver que los bras básicos 
son autobras de cada uno de los y dichos operadores son reales y obser­
vables. Los bras básicos son autobras comunes a todos los Li, y dado que 
constituyen im conjunto completo, resulta, según el teorema de § 13, 
que los L{ conmutan dos a dos.

Vamos a demostrar ahora que si ^1, ^2, ...» es un cónjunto cualquiera 
de observables que conmutan, podemos formar con ellos una representación



ortogonal en la que los bras básicos son atítobras comunes a los §2 , . .  · §#. 
Supongamos primero que no exista más que un solo autobra indepen­
diente común a $2 , que pertenezca al conjunto de autovalores
^1’ ^2 ’ tomarímios como bras básicos los autol»:as comu­
nes con factores numéricos arbitrarios. En virtud del teorema de ortogo­
nalidad todos ellos serán ortogonales (cualquier par de ellos tendrá al 
menos algún autovaior distinto, y ello es suficiente para que sean ortogo­
nales), y según el resultado de § 13 habrá suficientes para constituir un 
conjunto completo. Podemos designarlos adecuadamente mediante los auto- 
valores a que pertenecen, y así escribiremos uno de ellos

En el caso general en que para algunos conjuntos de autovalores existan 
varios autobras independientes comunes a ?2 , 5 «, de todos los auto-
bras comunes pertenecientes a los autovalores 5 '̂  ···> tenemos que
elegir solamente un subconjunto completo, de modo que cada bra sea orto­
gonal a los otros. (En este caso, la condición de completitud quiere decir 
que cualquier autobra común perteneciente a los autovalores 5 ' ,  5 ' ,  5 ^
se pueda expresar linealmente en función de los elementos del sub­
conjunto.) Esto hemos de hacerlo para cada conjunto de autovalores 
5 ' ,  5 ' ,  y después reunir todos los elementos de cada subconjunto
así obtenidos, y considerarlos como los bras básicos de la representación. 
Todos estos bras son ortogonales, pues si pertenecen a autovalores distintos 
son ortogonales en virtud del teorema de ortogonahdad, y los que per­
tenecen a un mismo conjunto de autovalores lo son por el modo como 
los hemos definido; además constituyen un conjunto completo de bras, ya 
que todo bra se puede expresar linealmente en función de autobras comunes 
y cada autobra común se puede expresar a su vez linealmente en función 
de los bras del subconjunto. Existen infinitas maneras de elegir dichos 
subconjuntos, y cada una de ellas constituye una representación ortogonal.

En este caso general para designar un bra básico, además de los auto- 
valores 5 '» ···, a los que pertenece hemos de añadir ciertas variables 
reales Xi, X2, Xv para distinguir los vítores básicos que pertenecen al 
mismo conjunto de autovalores. Los bras básicos serán pues 
5 'XiX2 ..«XJ· Podemos ahora definir unes operadores lineales Li, L2 , Lp 
relativos a las variables Xi, X2 , X„ mediante ecuaciones análogas a la (1), 
y ver que los bras básicos son autobras de ellos, y que dichos operadores 
son reales y observables, que además conmutan dos a dos y con los 
Así resulta que los bras básicos son autobras comunes a todos los obser­
vables 5 i, §2 , ···, 5 «, í'i, í̂ 2 , Lv que conmutan dos a dos.

Definimos un conjunto completo de observables que conmutan como un 
conjunto de observables que conmutan dos a dos, para el que no existe más 
que un único autoestado común perteneciente a im conjunto cualquiera
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de autovalores. Con esta definición los observables ^2 , 5o, ...»
Lv constituyen un conjunto completo de observables, ya que no existe 
más que un solo autobra independiente perteneciente a los autovalores

5 '» ···> Xv> que es precisamente el bra básico correspon­
diente. Y lo mismo ocurre con los operadores Li, L2 , definidos por la
ecuación (1 ) y las consideraciones que la siguen. Con ayuda de esta defini­
ción, todos estos resultados se pueden formular brevemente así:

(i) Los bras básicos de una representación ortogonal son autobras co­
munes a un conjunto completo de observables que conmutan.

(ii) Dado un conjunto completo de observables que conmutan, podemos 
construir una representación ortogonal en la que los bras básicos 
son todos autobras comunes a todos los observables del conjunto 
completo.

(üi) Dado un conjunto cualquiera de observables que conmutan, siempre 
es posible añadirle algunos observables más para formar un con­
junto completo.

(iv) Para designar los bras básicos de una representación ortogonal, es 
conveniente utilizar los autovalores de los observables del conjunto 
completo del que dichos bras son autobras comunes.

A los imaginarios conjugados de los bras básicos de una representación 
los denominaremos kets básicos de la representación. Así, si los bras básicos 
son <XiX2 ...Xu|, los kets básicos serán lXiX2 .-X«>· El representante de un 
bra <fc| vendrá dado por su producto escalar con cada uno de los kets 
fundamentales, es decir, por <b|XiX2 ...Xií>. Igual como ocurría con el repre­
sentante de un ket, también a éste se le puede considerar como un conjunto 
de números o como una función de las variables Xj, X2 , ... X«. Se tiene

lo que nos dice que el representante de un bra es igual al complejo con· 
jugado del representante del ket imaginario conjugado. En una represen­
tación ortogonal en que los bras básicos son autobras comunes a un conjunto 
completo de observables que conmutan ^1, ?2 , 5 «, los kets básicos serán
a su vez autokets comunes a ^1, ^2 , ···, 5 «·

Hasta ahora no hemos dicho nada acerca de las longitudes de los kets 
básicos. En una representación ortogonal es más natural normalizar los 
kets básicos que no tomarlos con longitudes arbitrarias, y con ello introdu­
cimos una simplificación más en la representación. Pero sólo será posible 
normalizarlos cuando todos los parámetros que se necesitan para designarlos 
tomen únicamente valores discretos. Si alguno de los parámetros indicados 
es una variable continua que puede tomar todos los valores de un cierto 
dominio de medida no nula, entonces los vectores básicos son autovectores 
de un cierto observable que pertenecen a autovalores de xm conjunto de me­
dida no nula y, por tanto, según la discusión de § 10 (véase pág. 51) son de
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longitud infinita. En este caso es necesario otro procedimiento para fijar 
los factores numéricos por los que pueden multiplicarse los vectores básicos. 
Para estudiar de un modo preciso esta cuestión es necesaria ima nueva 
notadón matemática, que se da en la sección siguiente.
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15. La función 5

Los razonamientos de § 10 nos llevaron a considerar cantidades que 
implican un tipo de infinito especial. Para manejar dichos infinitos con una 
notadón rigurosa introducimos la cantidad 8 (x) que depende de un pará­
metro X y satisface las condiciones

/ 8 (x) dx = l

S(x) =  O para x=^0.
(2)

Si queremos tener una imagen de S(x), consideremos una función de la 
variable real * que sea nula fuera de un pequeño dominio de amplitud c 
alrededor del origen * =  O y que en el interior de este dominio sea igual 
a imo. No importa la forma exacta de la función en el interior de este 
dominio, con tal de que no sufra en él variaciones innecesariamente bniscas 
(por ejemplo, con tal de que la función sea siempre del orden de 
Pasando al límite para c -> O, esta función tenderá a confundirse con i(x).

S(x) no es una fimcióa de x la definición matemática ordinaria de 
fundón —que le exigiría tener un valor definido para cada punto de su 
dominio — sino algo más general que llamaremos ‘función impropia’ ·  para 
destacar su diferenda con las funciones definidas de modo ordinario. Por 
tanto, i(x) no es una cantidad que pueda usarse en análisis matemático con 
tanta generalidad como las fundones ordinarias, y su uso debe restringirse 
a dertos tipos de expresiones sencillas para las que sea evidente que no 
puede dar lugar a inconsecuencias lógicas.

La propiedad más importante de 8 (x) puede expresarse con la siguiente 
ecuadái,

f  f(x)S(x) dx =  f(0), (3)
-----00

en la que f(x) es cualquier fujición continua de x. Es fácil ver la validez de 
esta ecuadón a partir de la imagen de 8 (x) que acabamos de dar. El primer 
miembro de (3) sólo puede depender de los valores f(x) muy próximos al

• La í(*) que introdujo el autor de este modo heurístico ha dado lugar a la 
teoría de distribuciones de L. Schwarz, dentro de la cual queda definida con todo 
rigor. En honor al autor, í(x) se denonoina í  de Dirac. (N. del T,)



origen, de forma que sin error notable podemos sustituir f(x) por su valor 
en el origen /(O). La ecuación (3) resulta entonces como consecuencia de la 
primera de las ecuaciones (2), Haciendo un cambio de origen en (3), podemos 
deducir la fórmula

J f(x)i(x-a ) dx =  f(a), (4)
. --------00

en la que a es un número real cualquiera. Luego, el resultado de multiplicar 
una función de x por d{x — a) e integrar para todo x es equivalente a susti­
tuir X por a. Este resultado general es válido aunque la función de * no sea 
una función numérica, sino un vector o un operador lineal dependientes de x. 

El intervalo de integración en (3) y (4) no ha de ser necesariamente de —« 
a + 0 0 , sino que puede ser cualquier dominio que incluya el punto crítico 
en el que la función 8  no se anula. De ahora en adelante omitiremos de 
ordinario los límites de integración en ese tipo de ecuaciones, y dareios 
por sobreentendido que las integrales se extiendái a un dominio adecuado.

Las ecuaciones (3) y (4) muestran que aunque una función impropia 
considerada aisladamente no tenga un valor bien definido, cuando aparece 
como factor en un integrando, la integral sí que tiene un valor bien defi· 
nido. En la teoría cuántica, siempre que aparece una función impropia 
aparece dentro de una expresión que finalmente colocaremos en un inte­
grando. Por consiguiente, sería posible volver a escribir la teoría de forma
que las funciones impropias aparecieran únicamente en integrandos. Y así
se podría prescindir completamente de las funciones impropias. Así pues, 
el uso de las funciones impropias no implica ninguna falta de rigor en 
nuestra teoría, y no es más que una notación cómoda que nos permite 
expresar en forma concisa ciertas relaciones que, si fuera necesario, po­
dríamos también escribir sin emplear funciones impropias, aunque esto 
resultaría muy engorroso y fácilmente oscurecería la idea central.

Podemos definí la función S todavía de otro modo, como la derivada 
«'(*) de la función t{x) definida así:

«(*) =  0  (x < 0 ) )
=  1  (x > 0 ). i W

Podemos comprobar que esta nueva definición es equivalente a la anteri< ,̂ 
sustituyendo í(x) por t'{x) en el primer miembro de (3) e integrando por 
partes. Si gi y gi son dos números positivos cuaksquiera, resulta

/  /(*),'(*) dx= - f f( x M x )  dx
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de acuerdo con (3). La función 8 aparece al derivar una función discontinua.
Con las funciones 8  se pueden escribir algunas ecuadones elementales. 

Tales ecuaciones son esendalmente reglas de manipulación para desarrollos 
algebraicos en que intervengan fundones 8 . El sentido de cualquiera de 
estas ecuadones es el de que sus dos Iniembros dan el mismo resultado 
empleados como factores en un integrando.

Ejemplos de estas ecuadones son;

i( - x )  = i(x) (6 )

xi(x) = 0, (7)

t(ax) = a-^i(x) (a > 0), (8 )

Í(x2-a*) = ia -H t(x -a ) + !(x + a)} (a > 0). (9)

— x)dx i(x — b ) =z  í(fl — fe), (10)
f{x)i{x-a) = f(a )i(x-a ). (11)

La ecuadón (0 ), que enuncia simplemente el hecho de que í(x) es una 
fundón par de la variable x, es trivial. Para comprobar (7) consideremos
una fundón de x continua /(x) cualquiera. Para ella
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jt(a

j  /(x)xí(x) dx = 0.

según (3). Luego, jcí(íc) como factor en un integrando es equivalente a cero, 
y ese es precisamente el significado de (7). (8 ) y (9) pueden comprobarse 
mediante razonamientos elementales análogos· Para comprobar (10) consi­
deremos una función de a continua f{a) cualquiera. Para ella

Jf{a) d a j ¡(a — x) dx í(x — b) =  J l{x — b) dx j  f(a) da i{a — x).

=  Jí(x — fe) dx f(x) =  Íko ) da t(a— b).

Luego, los dos miembros de (10) son equivalentes cuando se emplean como 
factores de un integrando con a como variable de integradón. Igualmente 
se puede demostrar que también son equivalentes como factores en un 
integrando con b como variable de integradón, de forma que la ecuadón (1 0 ) 
queda comprobada desde ambos puntos de vista. La ecuadón (11) también 
puede comprobarse fádimente desde ambos puntos de vista con ayu­
da de (4).

La ecuadón (10) resulta también como aplicadón de (4) tomando /(*) =  
i(x — b). He aquí una ilustradón del hecho de que muchas veces podamos 
usar una función impropia como si fuera una fundón continua ordinaria 
sin que ello nos lleve a ningún resultado incorrecto.

La ecuadón (7) nos indica que al dividir ambos miembros de una ecua­
ción por una variable x que pueda tomar el valor cero, débanos siempre
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añadir a uno de los miembros un múltiplo arbitrario de i(x), es dedr, que 
de la ecuación

A =  B, (12)
no se puede deducir

A/x =  B/x,
sino sólo

A/x =  B/x + a(x), (13)

siendo c un número desconocido.
Como aplicación ilustrativa de la función i(x), consideremos la derivada 

de log X. La forma usual

^ ■lo g x  =  —̂  (14)
dx ® X

debe ser examinada en el entorno de x =  0. Para que la función inversa 1/x 
quede definida en el entorno de x =  O (en el sentido de una fimdón impro­
pia) tenemos que imponerle una condición supletoria; por ejemplo que se 
aoule su integral de —e a «. Con esta condidón supletoria, la integral dd 
segundo miembro de (14) de —e a e se anula, mientras que la del primer 
miembro resulta ser igual a log (—1), de donde (14) no es una ecuadón 
correcta. Para corregirla debemos recordar que log x tiene un término 
imaginario puro para los valores negativos de x, que si tomamos valores 
prindpales es igual a íw. Al pasar x por el valor cero, el término imaginario 
puro se anula de modo discontinuo. La derivada de dicho término resulta 
igual a —Íit5(x), de forma que en vez de (14) habrá que escribir

log x =  — -----hi{x). (15)
dx

Esta combinadón especial de función inversa y fundón í que aparece 
en (15) juega un papel importante en la tec^a cuántica de colisiones (véa· 
se § 50).

16. Propiedades de los vectores básicos

Empleando la notación de la función 9, podemos continuar nuestra 
teoría de las representadones. Supongamos en primer lugar que xm único 
observable constituye por sí solo un conjunto completo de observables 
que conmutan—para que esto se cumpla basta que $ no tenga más que 
un solo autoestado para cada autovalor —, y construyamos una repre- 
sentadón ortogonal cuyos vectores básicos sean los autovectores de ^ que 
escribiremos <§'|, |?'>·

Si los autovalores de ^ son discretos, podenxB normalizar los vectores 
básicos, y así tendremos



<rir>  =  o (5'·^  5"). 
<515'> =  1 .

Estas dos ecuaciones se pueden combinar en una única ecuación

<$'!§"> =  (16)

en la que el símbolo i  con dos subíndices, que en adelante utilizaremos 
con frecuencia, vale
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=  O si f 7 ^ s
=  1  si r = s. (17)

Si los autovalores de ^ son continuos, no podemos nmT"" '̂~nr los 
vectores básicos. Pero si consideramos la cantidad^ con 5' fija
y 5 " variable, y recordamos nuestras reflexiones a propósito de la expre­
sión (29) de § 1 0 , vemos que dicha cantidad se anula para 5" y que 
su integral a lo largo de un intervalo de que contenga a toma un 
valor finito que llamaremos c. Tendremos, por tanto,

<§'ir> =  c8(5'-5")·

Según (30) de § 10, c es un número positivo. Puede variar con 5', por lo que 
conviene llamarle c($') o cf para abreviar. Obtenemos pues la ecuación

<ri5"> =  c 'í ( r - r ) .  (18)

Hubiéramos podido obtener también

<§'|r>  =  ^"8(^-5"), (19)

en la que d ' es una abreviación de c(5"). Según (11) los segundos miembros 
de (18) y (19) son iguales.

Pasemos a otra representación cuyos vectores básicos sean también 
autovectores de §, por lo que los nuevos vectores básicos serán múltiplos 
délos anteriores. Llamando a los nuevos vectores básicos |^'*>, con el 
in<̂ oe supletorio * para distinguirlos de los anteriores, tendremos

< 5 '* | =  15'*> =  F l ? '> ,

siendo M — abreviación de fc(|') — un cierto número que depende de 5 '· 
Calculemos

=  J tW í( r—§")

aplicando (18). Según (11) podemos escribirlo

< V i r * >  =  f c 'F c ^ ( 5 '- 5 " )



Si elegimos ^  de forma que su módulo sea d~  ̂ — siempre lo podremos 
hacer ya que <f es positivo— lograrlos que sea

=  8(5'-?")· (2 0 )

De esta manera hemos Jíada las longitudes de los nuevos vectores básicos 
para hacer la representación lo más simple posible. El proceso por el que 
hemos fijado las longitades de estos vectores es en cierta manera análogo 
a la normalización de los vectores básicos raí el caso en que los eran 
discretos, y la ecuación (2 0 ) es de la misma forma que la (16) pero con la 
función 8(5' — 5") en lugar del símbolo 8 ,,,,. En adelante manejaremos 
la nueva representación, y suprimiremos los índices * para simplificar la 
escritura. Así pues la ecuación (20) la escribiremos sendllamraite

<?'ir>  =  8 (r-5"). (2 1 )

Podemos desarrollar nuestra teoría con un paralelismo perfecto para 
ambos casos discreto y continuo. Para el caso discreto obtendremos, apli­
cando (16),

2  I5 'xri5"> =  2  =  I5">.

donde los sumatorios se extienden a todos los autovalores. Esta ecuación es
válida para cualquier ket básico |5 "> y, por consiguiente, como los kets
básicos forman un conjunto completo, tendremos

2  |5 'X 5 'I  =  1. (22)
t'

Esta es ima ecuadón muy útil, que e^^resa una propiedad importante de 
los vectores básicos: si |5 '> se multiplica a la derecha por <5 '| resulta un 
operador lineal que sumado para todo 5' equivde al operador unidad. Las 
ecuaciones (1 6 ) y (2 2 ) nos dan las propie^des fundameotalés^xle los vectores 
básicos para el caso discreto.

Análogamente para el caso continuo obtendremos, aplicando (21),

/  |5'> ¿5' <5'15"> =  / 15'> <í5'8(5'-5") =  |5"> (23)

en la que,hemos hecho uso de (4) con un vector ket en lugar de la fundón 
/(*), y donde la integral está extendida a todo el intervalo de los autovalores. 
Al sar esto válido para cualquier ket básico ||''> , será
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/ |5'> d r  <5'| =  1. (24)

Esta ecuación es de la misma forma que (22) pero con ima integral en lugar 
de ima suma. Las ecuaciones (21) y (24) nos dan las propiedades fundamen­
tales de los vectores básicos para el caso continuo.

Las ecuaciones (22) y (24) permiten desarrollar cualquier bra o ket en



fundón de los vectores básicos. Por ejemplo, para el ket |P> en el caso 
discreto, multiplicando (22) a la derecha por |P>, obtendremos

1P>*2 15'X5'1P>, (25)
V

que nos da |P> expresado en función de los |5'> y nos muestra que los 
coefidentes de ese desarrollo < |'1P> son precisamente los números que 
constituyen el representante de |P>. Análogamente, para el caso continuo

|P> J  | | '>  d r  <51P>. (26)

que nos da |P> como ima integral extendida a los [ '̂> con coeficientes en 
el integrando que constituyen también el representante <§'|P> de IP>. 
Las ecuaciones conjugadas imaginarias de (25) y (26) nos darán el vector 
bra <P| expresado en función de los bras básicos.

Los métodos matemáticos que manejamos ahora nos permiten desarro­
llar cualquier ket en el caso continuo como una integral de autokets de 
Cuando no empleábamos la notadón de la función S, el desarrollo general 
de un ket consistía en una integral más una suma, tal como la ecuadón (25) 
de § 10. Pero la fimción i nos permite ahora sustituir la suma por una 
integral, cuyo integrando consta de una s ^ e  de téiminos, cada uno de los 
cuales contiene una función í como factor. Por ejemplo, el autoket !$">. 
puede sustituirse por uina integral de autokets según la segunda de las 
ecuaciones (23).

Si <^| es un bra cualquiera y 1P> un ket cualquiera, aplicando de nuevo 
(22) y (24) obtendremos, para §■' discretos

<g|P> =  2  <^|?'X5'|P> (27)
t'

y para continuos

<^(P> =  /  <^|5'> <5'1P> (28)

Estas ecuaciones expresan el producto escalar de <Q( y |P> en fundón 
de sus representantes <^ 1̂  > y <§'|P>. La ecuadón (27) es exactamente la 
fórmula usual del producto escalar de dos vectores en fundón de sus 
coordenadas, y (28) es la modificación natural de esta fórmula para el 
caso de continuo, con una integral en vez de un siunatorio.

La generalizadón de las consideradones precedentes para el caso en 
que § tenga a la vez autovalores discretos y continuos no ofrece ninguna 
dificultad. Usando i*· y ?· para indicar autovalores discretos, y 5' y 
para indicar autovalores continuos, obtendremos el conjimto de ecuadones

<r|?*> =  =  O, <?'(§"> =  « (í'- rO  (29)

como generalizadón de (16) o (21). Estas ecuadones expresan que los vecto­
res básicos son todos ortogonales, y que los correspondientes a autovalores
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continuos tíenoi fijadas sus longitudes según el mismo criterio con que 
dedujimos (20). A partir de (29) podemos obtener la generalización de 
(22) o (24),

2  +  f |5'> <5'l =  1. (30)
r

cuya integral está extendida a todo el dominio de los autovalores continuos. 
De (30) resulta inmediatamente

|P> =  2  150<51P> +  /  15'> <5'1P> (31)
r

que es la generalización de (25) o (26), y

<QIP> =  2  <Q\̂ 0< '̂\P> +  /  <Q\̂ '> <5'1P> (32)

que generaliza a (27) o (28).
Pasemos al caso general en que haya varios observables que conmutan 

5 i. 5 s, .··,§« que forman un conjunto completo, y construyamos una repre­
sentación ortogonal cuyos vectores básicos, que escribiremos <§'...5 'j, 

sean autovectores comunes a todos ellos. Supongamos que 5i>
..., 5 » (« ^  m) tengan autovalores discretos y ..., 5 « tengan autovalores 
continuos.

Consideremos el producto escalar 5'+l...5J5^..5'5',+l5i,'>·
Según el teorema de ortogonalidad debe ser nulo a no ser que 5 ' ' =  5 '  para 
cada « =  o -f  1, Si generalizamos las consid^aciones que hicimos
sobre la expresión (29) de § 10 para aplicarlas a .autovectores comunes a un 
conjunto de varios observables que conmutan y generalizando también 
el axioma (30), la integral (« — ü)-ésíma de dicho producto escalar respecto 
a cada 5 " a lo largo de un intervalo que contenga el valor 5 ' es un número 
finito positivo. Llamando cf a dicho número — el acento indica que cf es 
función de 5 '̂ , ··., 5 '̂  •••»5 '̂  —, nuestros resultados pueden ejq)resarse
mediante la ecuación

=  c' í ( § ; , - i ;'j ...í ($ ;-5 ;o. (33)

en la que figura un factor 9 en el segundo miembro para cada valor de ·  
desde o -|- 1  a «. Podemos cambiar ahora las longitudes de nuestros vectores 
básicos, mediante un procedimiento análogo al que nos condujo a (2 0 ), da 
forma que resulte ti igual a uno. Usando de nuevo el teorona de ortogona­
lidad, obtenemos por fin

<v....í;i5-;...5:> =  (3 4 )

en cuyo segundo miembro figura un símbolo $ con dos subíndices para



cada ^ de autovalores discretos, y una fundón B para cada ^ de autovalores 
continuos. Esta ecuación generaliza la (16) o (21) para el caso de un con­
junto completo de varios observables que conmutan.

De (34) se puede deducir la generaizadón de (22) o (24)

en la que figura una integral (u — i?)-ésíma extendida a todas las 5 ' de auto- 
valores continuos y un sumatorio para todas las 5 ' de autovalores discretos. 
Las ecuaciones (34) y (35) nos dan las propiedades fundamentales de los 
vectores básicos para el caso que estamos estudiando. A partir de (35) pode­
mos escribir inmediatamente la generalización de (25) o (26) y la de 
(27) o (28).

El caso que acabamos de considerar se puede generalizar todavía, per­
mitiendo que algunos de los observables  ̂ tengan a la vez autovalores 
discretos y continuos. Las modificaciones que hay que introducir en las 
ecuaciones son inmediatas, pero no las introduciremos porque son bastante 
engorrosas de escribir en forma general.

Hay problemas para los que en lugar de hacer que la cf de la ecua­
ción (33) valga la unidad, resulta más conveniente hacerla igual a una cierta 
función de las 5'. Si llamamos a dicha función, en lugar de (34) ten­
dremos

< K - K K  -K> =  O T

y en lugar de (35) tendremos

2  / . . .  /  ií'....r.>  p- =  1 . (37)
n-f'„

p' suele llamarse función de peso dala representación, por ser p'
el ‘peso’ que se atribuye a un pequeño elemento de volumen del espacio de
variables §' , ..., 5 ' .

f)+l u
Todas las representaciones que hemos considerado anteriormente tienen 

la función de peso unidad. La introducción de una función de peso no 
unidad es enteramente cuestión de conveniencia, pues la representación 
no resulta con ello más potente desde el punto de vista matemático. Los 
bras básicos <?' de una representación de función de peso p' se rela­
cionan óon los bras básicos de la representación correspondiente
de función de peso imidad melante

(38)

como es fácil comprobar. Un ejemplo de representación muy útil con 
fundón de peso no unidad es cuando dos son los ángulos polar y azímu-
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tal  ̂y ^ que dan la dirección en un espacio tridimensional. Conviene tomar 
entonces p' =  sen ff, con lo que en (3 7 ) aparecerá el elemento de ángulo 
sólido sen ff dffdi»'.

17. Representación de operadores lineales

Vimos en § 14 cómo se pueden representar los vectores ket y bra me­
diante un conjunto de números. Ahora hemos de hacer lo mismo con los 
operadores lineales, para tener así im esquema completo que nos permita 
representar todas nuestras cantidades abstractas mediante conjuntos de 
números. Para ello podemos utilizar los mismos vectores básicos de § 14.

Supongamos que los vectores básicos son autovectores comunes a im con­
junto completo de observables que conmutan 5«· Dado un ope­
rador lineal a cualquiera, tomemos un bra básico general y un
ket básico general y formemos los números

(39)

Estos números son suficientes para determinar a completamente, puesto 
que en primer lugar determinan el ket transformado al5 ' '- . 5 "> (ya que 
dan su representante), y al determinar el ket transformado para cada imo 
de los kets básicos |5"...5"> queda determinado a. Los números (39) 
constituyen el representante de un operador lineal a o ^  una variable 
dinámica a. Este representante es más complicado que el de im vector ket 
o bra, ya que encierra los parámetros que designan a dos vectores básicos 
en lugar de uno.

Examinemos la forma de estos números en casos sencillos. Consideremos 
el caso en que un solo observable 5  constituye por sí sólo un conjunto 
completo, y supongamos que sus autovalores 5' sean discretos. Entonces 
el representante de a está constituido por el conjunto discreto de números 
<5'|al5">. Al escribir explícitamente estos números, es natural distribuirlos 
en una disposición bidimensional así:

<5
< 5 2

<5«

a|5^> <5̂

a « (40)

siendo 5̂ , los autovalores de Este tipo de disposición se deno­
mina matriz, y sus números, eíementos de la matriz. Hacemos la convención 
de que los elementos que figuren en una misma fila pertenezcan siempre al 
mismo bra básico, y los de ima misma columna a un mismo ket básico.

Un elemento <5'|ocl§'> correspondiente a dos vectores básicos con el



mismo índice se llama elemento diagonal de la matriz, pues todos los ele­
mentos de ese tipo están sobre una diagonal Si hacemos a igual a la unidad, 
según (16), todos los elementos diagonales valdrán la unidad y todos los 
demás elementos serán nulos. Dicha matriz recibe el nombre de matriz 
unidad.

Si a es real, tenemos

<5'iair'> =  ’< riaii'> . (4 1 )

Estas condiciones exigen que todos los elementos diagonales de la ma­
triz (40) sean reales y que cada uno de los otroí sea igual al complejo conju­
gado de su simétrico respecto a la diagonal. Una matriz de este tipo se 
denomina matriz hermítica.

Si hacemos a igual a obtenemos como elemento general de la matriz

<rili5"> =  (42)

O sea, que todos los elementos que no están en la diagonal son nulos. Una 
matriz así se denomina matriz diagonal. Sus elementos diagonales son preci­
samente los autovalores de Generalizando, si hacemos a igual a f{^)
— una función cualquiera de 5  — obtenemos

(43)

y la matriz que se obtiene también es diagonal.
Tratemos de hallar el representante del producto ap de los operadores 

lineales « y  fi ea función de los representantes de los factores. Usando la 
ecuación (2 2 ) con en vez de 5 '  obtenemos

=  <51« 2  \w '> < r'm ">  

=  2  <5'W ?"'xr"li9ir>,

que nos da el resultado que buscábamos. La ecuación (44) expresa que la 
matriz formada por los elementos es igual al producto de las
matrices formadas respectivamente por los elementos <5 'la|l"> y 
obtenido por la regla matemática ordinaria de multiplicación de matrices. 
Esta regla nos da como elemento perteneciente a la fila r-ésima y a la 
columna is-ésima de la matriz producto, la suma de los productos de cada 
elemento de la fila r-ésima de la primera matriz por el correspondiente 
elemento de la columna -̂ésima de la segunda matriz. La multiplicación de 
matrices, igual que la de operadores lineales no es conmutativa.

Para este primer caso de un solo observable 5 con autovalores discretos 
podemos resumir nuestros resultados del modo siguiente:

(i) Todo operador lineal está representado por una matriz,
(ii) El operador unidad está representado por la matriz unidad.
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(iii) Los operadores linealea seeies están representados por matrices 
hermíticas.

(iv) 5  y ios funciones de  ̂eétán representados por matrices diagonales,
(v) La maíHz que representa él producto de dos operadores liñueaies 

es igual al producto de hs matrices que representan los dos fac­
tores.

Consideremos ahora el caso de un solo observable 5 con autovalores 
continuos. El representante de a, <?'|a|?"> es en este caso una función de 
dos variables y que pueden variar continuamente. Es muy conveniente 
llamar a esta función ‘matriz’, generalizando el sentido de esta palabra, 
para así poder utilizar la misma terminología en el caso discreto y en d  
continuo. Por supuesto, tales matrices generalizadas ya no pueden escri­
birse, como ocurre con las matrices ordinarias, en una disposición bidimen­
sional, ya que el número de filas y columnas es una infinidad del mismo 
orden que el número de puntos de una recta y el número de sus elemraitos 
una in ^ d ad  del mismo orden que el número de puntos de una superficie.

Daremos nuestras definiciones para estas matrices generalizadas de 
forma que sigan valiendo para el caso continuo las reglas (i)-(v) del caso 
discreto. El operador unidad está representado por 5(5'—5") y la matriz 
generalizada formada por estos elementos será por definición \a^matriz 
unidad. La ecuación (41) seguirá siendo la condición para que a sea real, 
y por definición, diremos que una matriz generalizada es hermítica cuando 
sus elementos <5 'lal5 "> cumplan dicha condición. 5  está representado por

<5'|5|r>  =  5 'í(5 '-5") (45)
y /(5 ) por

<51/(5)I5"> =  /(5 ')8 (|'-|"), (46)

y las matrices generalizadas formadas por tales elementos diremos que son 
matrices diagonales. Según (1 1 ) hubiéramos podido escribir también 5" y 
/(!") como coeficientes de las 8 (5 '—?") en los segundos miembros de (45) 
y (46) respectivamente. Usando (24) obtenemos la ecuaci^ correspon­
diente a (44)

<5'|«j3l5"> =  /  <5'|a|5'"> d5'" <5'"L9|5">. (47)

en que figura una integral en vez de ima suma; y diremos que la matriz 
formada por los elementos del segundo miembro es por definición el pro­
ducto de las matrices formadas por <5'1«15"> y <5'l/3l5">. Con estas dí^ni- 
ciones logramos un completo paralelismo entre el caso discreto y el con­
tinuo, de forma que las reglas (i)-(v) valen para ambos casos.

Surge el problema de definir cuándo una matriz general es diagonal, 
puesto que hasta ahora sólo hemos dicho que los segundos miembros de (45) 
y (46) son ejemplos de matrices diagonales. Podríamos de suyo incUnainos
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a definir cíomo diagonal cualquier matriz cuyps elementos (5 ', 5 ") fueran 
todos nulos salvo los correspondientes a valores de que difieren infinita­
mente poco de Pero esta definición no sería satisfactoria, pues en el 
caso discreto las matrices diagonales gozan de ima propiedad importante, 
la de conmutar siempre entre sí, y queremos que dicha propiedad siga 
valiendo también para el caso continuo. Para que en el caso continuo la 
matriz formada por los elementos conmute con la formada por
los elementos del segundo miembro de (45), ha de verificarse, según la 
regla de multiplicación (47)

/  <V|w|§'"> 5'" 8(5'"—5") =  /  5 'í(5 '-5 " ')  d?"' <5">|5">.

Usando la fórmula (4), la anterior se reduce a

< 5 'l « |5 " > r  =  (48)
o sea

(§'-5")<5>l5"> =  0 .

Y según la regla por la que de (12) dedujimos (13) esto equivale a

<5>ir'>  =  c 'í(5 '-5 ")

donde^es un número que puede depender de 5'· Luego, es de
la forma del segundo miembro de (46). Por esta razón diremos que única­
mente las matrices cuyos elementos son de la forma del segundo miembro 
de (46) son por definición matrices diagonales. Es fácil comprobar que tales 
matrices conmutan todas entre sí. Se pueden formar otras matrices cuyos 
elementos (?', 5 ") sean todos nulos cuando 5 ' difiera apreciablemente de 
y que tengan otra forma de singularidad para igual a 5 " [más adelante 
introduciremos la derivada í'(x) de la función í, y —5 ") constituirá un 
ejemplo de ello; véase § ecuación (19)], pero tales matrices no serán diago­
nales según nuestra,definición.

Pasemos ahora al caso de un solo 5 con autovalores de ambas clases, 
discretos y continuos. Llamemos 5% 5* a los autovalores discretos y 5', 5" 
a los continuos. El representante de a constará ahora de cuatro clases de 
cantidades: <51al5*>, <5’'|a|?'>, Podemos considerar
que el conjunto de estas cantidades forman un tipo de matriz más general 
con ciertas filas y columnas discretas e intervalos continuos de filas y colum­
nas. Para este tipo de matrices más general definiremos también la matriz 
unidad, los conceptos de matriz hermítica y de matriz diagonal y el pro­
ducto de matrices, de forma que sigan siendo válidas las reglas (i)-(v). Los 
detalles son una generalización inmediata de lo que acabamos de hacer, 
y no vale la pena explicitarlos.

Volvamos de nuevo al caso general de varios observables 52. ··■ 5·. 
Ei representante de a, dado por la expresión (39), puede considerarse tam­
bién como una matriz, cuyas filas correspondoi a *<iiferentes valores de
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5 '̂ , 5' y las columnas a diferentes valores de ···> 5"· Salvo ea el
caso de que todos los % tengan únicamraite autovalores discretos, esta matriz 
será del tipo generalizado con intervalos continuos de filas y columnas.. 
Podemos modificar nuestras definiciones de forma que las reglas (i)-(v) sigan 
siendo válidas, si generalizamos la regla (iv) del modo siguiente:

(iv) Cada uno de los 5m =  1, 2, u) y todas las funciones de eüos 
están representados por matrices diagonales.

En este caso, diremos que una matriz es diagonal cuando su elemento 
general <5 ' s e a  de la forma

=  « '» « „ • • •» v i« '. ..-« « ) ···» « :-« ?  w

donde suponemos que ..., 5 » tienen autovalores discretos y ...» 5 « 
los tienen continuos, y siendo cf una función cualquiera de los Esta d ^ - 
nición es una generaúzación de la dada para el caso de un solo 5 . y de ella 
se deduce que las matrices diagonales siempre conmutan entre sí. Las demás 
definiciones son inmediatas y no vale la pena explicitarlas.

De este modo, todo operador lineal está representado por una matriz. 
La suma de dos operadores lineales está representada por la matriz suma 
de las que representan ambos operadores, lo que junto con la regla (v) nos 
dice que las matrices están sujetas a las mismas operaciones algebraic/u 
que hs operadores. Cualquier ecuación algebraica válida entre op«adores 
lineales también será válida entre las matrices que representan a dídbos 
operadores.

Podemos ampliar nuestro esquema de matrices para que abarque tam­
bién a los representantes de los vectores bra y ket. Todas las matrices que 
r^esentan operadores lineales son matrices cuadradas, con el mismo nú­
mero de filas que de columnas, o mejor dicho, «áste'una correspondencia 
biyectiva entre sus filas y sus columnas. Podemos considerar el rq>resentante 
de un ket |P> como una matriz de una soh columna, obtenida colocando 
uno debajo de otro todos los números < § '...5 '|P> que forman dicho repre­
sentante. El número de filas de esta matriz será igual ai número de filas o 
de colimmas de las matrices cuadradas que r^resentan operadores lineales. 
Tal matriz de una columna puede multiplicarse a su izquierda por la matriz 
cuadrada ...5 '̂ |al5 "...5 "> que representa un operador l i n ^  mediante 
una regla anàloga a ¿i de multiplicación de matrices cuadradas. El pro­
ducto es una matriz también de ima sola columna cuyos elementos vienen 
dados por

Según (35) esto es predsamaite igual a <5'...5'|a|P>> o sea al represen­
tante de a|P>. Análogamente podemos considerar el rq>re^tante de un
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tea <Q| como una matriz de una tola jila, obtenida colocando uno al lado 
de otro todos los números < Q | 5 ' T a l  matriz de ana fila puede multi­
plicarse a la derecha por una matriz cuadrada <5 '...V  y el
producto será otra matriz de ima sola fila que es precisamente igual al repre­
sentante de <^|a. La matriz de una sola fila que rqnresenta a <^| puede 
multiplicarse a la derecha por la matriz de una sola columna,que rq^nresenta 
a |P>, y el producto será una matriz de un solo elemento que vale <^|P>· 
Finalmente, la matriz de una sola fila que representa a <^| puede multi­
plicarse a la izquierda por la matriz de una sola columna que representa 
a |P>, y el producto será una matriz cuadrada que es precisamente igual 
al representante de |P><^|. De este modo todos nuestros símbolos abstrac­
tos— operadores lineales, vectores bra y vectores ket — pueden represen­
tarse por matrices que están su'etas a las mismas operaciones algeoraicas 
que los correspondientes símbolos abstractos.

18. AMPUTVDES DE PROBABILIDAD 83

18, Amplitudes de prohabfUdad

Las representaciones son muy importantes en la in t^retadón física de 
la mecánica cuántica, ya que nos propordonan un método práctico de ob­
tener las probabilidades de que los observables tengan valores dados. 
En § 12 obtuvimos la probabilidad de que un observable tenga un valor 
detenoainado cualquiera para un estado dado, y en § 13, generalizando 
este resultado, obtuvimos la probabilidad de que un conjunto de obser­
vables, que conmutan tengan simultáneamente irnos vabres determúiados 
para un estado dado. Apliquemos ahora este resultado a un conjunto 
completo de observables que conmutan, es dedr, al conjunto de los 5  que 
venimos estudiando. Según la fórmula (51) de § 13, la probabilidad de 
que para el estado correspondiente al ket normalizado |x> cada imo de los 

tenga el valor 5 '  es

Si todos los 5 tienen autovalores discretos, podemos emplear (35) con v — u 
y sin integrales, con lo que resulta

=  K 5;...5:i*>p. (51)



Así obtenemos el resultado sencillo que podemos enunciar del siguiente 
modo: la probabilidad de que para un cierto estado los  ̂ tengan valo­
res l·,' ea igual al cuadrado del módulo de la coordenada correspondiente 
del ket normalizado relativo al estado en cuestión.

Si no todos los 5 tienen autovalores discretos, y por ejempld 5x. . - 5 ·
tienen autovalores discretos y ......5 « los tienen continuos, entonces para
que el resultado tenga sentido físico, hemos .de calcular la probabilidad 
de que cada 5 , (f =  l, ..., v) tenga un valor determinado 5 ' y cada 5 , 
(a^ 0 + 1 , ..., u) tenga valores comprendidos en un pequeño intervalo 
determinado (§', 5' +  d^ '). Para ello hemos de reemplazar cada factor 
que figura en (50) por un factor x„ que es la función del observable 5· que 
vale uno cuando 5 » toma valores "Simprendidos en el intervalo (5 ' §'+<í5')> 
y cero para cualquier otro caso. Operando como antes a partir de (35) 
obtendremos para dicha probabilidad el valor

= 1  I '

Así pues, en todos los casos la distribución de probabilidad de los valores 
de los ^ para un cierto estado viene dada por el cuadrado del módulo del 
representante dél ket normalizado correspondiente a dicho estado.

Con ello queda justificado que a los números que constituyen el repre­
sentante de un ket (o bra) normalizado se les denomine amplitudes de 
prebabmdad. El cuadrado del módulo de una amplitud de probabilidad 
es ima probabilidad ordinaria, o una probabilidad por unidad de intervalo 
para aquellas variables que toman valores en intervalos continuos.

Puede ocurrir que nos interese un estado cuyo ket correspondiente |*> 
no pueda normalizarse. Por ejemplo, cuando el estado es un autoestado 
de un observable que pertenece a un autovaior comprendido en un inter­
valo cóntinüo de autovalores. Las fórmulas (51) y (52) siguen siendo válidas 
en este caso, y darán la probabilidad relativa de que bs § tengan valores 
determinados o tengan valores comprendidos en pequeños intervalos pre­
fijados, es decir, nos darán correctamente la relación entre las probabilida­
des para los distintos Los números se denominan en este
caso amplitudes de probabilidad relativa.

La representación en la que son válidos los resultados anteriores se 
caracteriza por tener unos vectores básicos que son autovalores comunes 
a todos los 5· Puede caracterizarse también por la existencia de que cada 
uno de los ^ esté representado por una matriz diagonal, ya que puede verse 
fácilmente que esta condición equivale a la anterior. Este segundo modo 
de caracterizarla es de ordinario el más práctico, y lo formularemos breve­
mente diciendo que cada uno de los ^ 'es diagonal en la represerdadÓB'.

Si los 5 forman un conjunto completo de observables que conmutan, la 
representación queda completamente determinada por esta caracterización, 
a menos de un factor de fase arbitrario en los vectores básicos. Cada bra
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básico < ! ' puede multiplicarse por —sicario ■f' cualquier función 
real de las variables ..., —sin que cambie por ello ninguna de las
condiciones que ha de satisfacer la representación, es decir, la condición 
de que los 5  sean diagonales o la de que los vectores básicos sean autovec· 
tores comunes a los 5  y las propiedades fundamentales de los vectores bási­
cos (34) y (35). Cuando cambiamos los vectores básicos de este modo, el 
representante de un ket |P> queda multiplicado por d  re­
presentante de un bra < ^ 1  queda multiplicado por e~*>’ y
el representante <5 '. . . 5 ^|a|5 "...5 "> de un operador lineal a queda multi­
plicado por Evidentemente, las probabilidades o probabilidades
relativas (51) y (52) quedan inaltaradas.

Las probabilidades que se calculan en los problemas prácticos de mecá­
nica cuántica se obtienen casi siempre á partir de los cuadrados de los 
módulos de amplitudes de probabilidad o amplitudes de probabilidad 
relativa. Incluso en el caso de que sólo interese la probabilidad de que un 
conjunto incompleto de observables que conmutan tengan valores deter­
minados, de ordinario es necesario construir primero un conjunto completo 
introduciendo para ello nuevos observables que conmutan. A continuación 
obtener la probabilidad de que el conjunto completo tenga determinados 
valores (elevando al cuadrado el módulo de la amplitud de probabilidad), 
y después sumar o integrar estas probabilidades para todos los valores 
posibles de los observables suplementarios. De ordinario no es viable una 
aplicación más directa de la fórmula (51) de § 13.

En la práctica, para introducir una representación
(i) buscamos observables que convendría que fueran diagonales, bien 

porque nos interesa conocer sus probabilidades o bien por razones 
de simplificación matemática;

(ii) hemos de comprobar si todos ellos conmutan (condición necesaria, 
ya que las matrices diagonales siempre conmutan);

(üi) comprobamos si forman un conjunto completo, y si no es así, aña­
dimos más obsa^rables que conmutan hasta formar un conjunto 
completo de observables que conmutan;

(iv) establecemos una representación ortogonal en la que este conjunto 
completo de observables sea diagonal.

La representación estará entonces completamaite determinada a menos 
dé los factores de fase arbitrarios. En la mayor parte de los casos estos 
factores de fase arbitrarios carecen de importancia y son triviales, de forma 
que podemos considerar la representación como completamente determi­
nada por los observables que son diagonales en ella. Este hecho lo hemos 
supuesto ya en nuestra notación al escribir en los representantes unas letras 
que indican qué observables son diagonales en ella, como única indicación 
de la representación a la que pertenecen.
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8 6  BEPRESENTAaOKIS

Puede ocuirír que nos interese utilizar dos representaciones para un 
mismo sistema dinámico. Supongamos que el conjunto completo de obser­
vables que conmutan y que son diagonales sea en una de ellas 5 ii ···> 
y en la otra t]i, t)«. Los bras básicos de la primera representación serán 

y los de la segunda Un ket |P> tendrá ahora dos
representantes: <5j...5'̂ lP> y <T)'̂ ...t)'JP>. Si ......5« tienen autovalores
discretos y 5 »fi> 5 « los tienen continuos, y si t]i...... i], tienen autova­
lores discretos y ..., r¡„ los tienen continuos, de (35) obtenemos

<V...V,|P> =  2  /  - / « '. . . . n - j ? ; . . . ? ; )  < 5 '.-r jp > , (53)
‘i..‘i

e intCTcambiando las 5  y las t]

< 5;...rjp>  =  2  f -  f <5;...5X ...V „> <ni;...iñ'JP>. (54)
1. .  ;·' *'

Estas son las ecuaciones de transformación que nos dan un representante 
de !?> en función del otro. En ella vemos que cada representante se puede 
expresar linealmente en función del otro, con los coeficientes

« . - ' i j ? ;  ■·■«;>. <í ; - 5 ; i<...<c > (ss)

Estas cantidades se denominan funciones de transformación. Se pueden 
escribir ecuaciones análogas para relacionar los dos representantes de un 
vector bra o de un operador lineal. Las funciones de transformación (55) 
son el artificio que permite pasar en todos los casos de una representación 
a otra. Las funciones de transformación son complejas conjugadas unas de 
otras, y satisfacen las condiciones

2 f- <K-KK<>
=  — igiVO-íí·»!» — T&) (®®)

y las condiciones correspondientes obtenidas por intercambio de las 5  con 
los T), como puede comprobarse fácilmente a partir de (35) y (34) y las 
correspondientes ecuaciones para los y].

Las funciones de transformación son e emplos de amplitudes de pro­
babilidad o amplitudes de probabilidad lelativa. Consideremos el caso «i 
que tanto los 5 como los y] tienen únicamente autovalores discretos. En este 
caso, el ket básico está normalizado, y su representante en la
representación 5 , •••5 ' |»l' ■••V >. es una amplitud de probabilidad para
cada conjunto de valores ciegas f'. El estado al que se refieren didias am­
plitudes de probabilidad, o sea el estado correspondiente a |ti' ...ij' >, está 
caracterizado por la condición de que una medida simuítuiea de los
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observables ..., tj* dé con seguridad los resultados ti',.. .,  lf . En conse­
cuencia, |<5 '. . . 5 '[iti'...ti^>|’ es la probabilidad de que los ^  tengan los 
valores § '......5  ̂para el estado en que los tj tienen con seguridad los valo­
res ij', ..., ij'. Y puesto que

* l< i;.,.« X ...n -.> p  =  p.

tenemos el siguiente teorema de redproddad: la probabilidad de que los 5  

tengan los valores 5 '  para un estado en el que los tienen ciertamente los 
valores rf, es igual a la probabilidad de que los tengan los valores xf para 
un estado en el que los 5  tienen ciertamente los valores 5 '·

Si todos los iQ tienen autovalores discretos y algunos 5 tienen auto- 
valores continuos, | <5 ' . . . 5 '|ti'...ti' >|® sigue dándonos la distribución de 
probabilidad de los valores de ios ^ para el estado en el que los ij 
tienen dertamente los valores rf. Si algunos de los i¡ tienen autovalores 
continuos, > no está normalizado y en este caso ¡ •••’o' > |*
únicamente nos da la distribución de probabilidad relativa de los valores 
de los 5  para el estado en el que los y] tienen ciertamente los valores i¡'.
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19. Teoremas sobre funciones de observables

Vamos a poner de manifiesto el valor matemático de las representadones, 
utilizándolas para demostrar algunos teoremas.

T eo rem a  1 . Todo operador lineal que conmuta con un observable 5 
conmuta también con cualquier función de

El teorema es evidente si la fimdón puede expresarse en serie de poten­
cias. Para demostrarlo en el caso general, sea <o el operador lineal en cues­
tión, que verificará la ecuadón

$í»—(ú§ =  0 . (57)

Injtroduzcamos una representación en la que ^ sea diagonal. Si ^ por sí solo 
no constituye un conjunto completo de observables, tendremos que añadir 
nuevos observables a fin de tener un conjunto completo, y elegir entonces 
una representadón en la que 5 y los /9 sean diagonales. (El caso en que 5 
constituye por sí solo un conjunto completo de observables podemos consi­
derarlo como un caso particular del anterior, donde el número de varia­
bles p es cero.) En esta representación, la ecuación (57) se convierte en

que se reduce a
-  <5'̂ 'l<ol5"y9">§" =  0 .

Si los autovalores de § son discretos, esta ecuadón muestra que todos los 
dmentos de la matriz de o son nulos excepto aquellos para
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los que 5' =  5"· Si los autovalores de § son continuos, la ecuación muestra
— igual que (48)— que es de la forma

<§TOrr>=<?«(r-50.
siendo c una cierta función de 5', de las y9' y de las /3". En ambos casos 
podemos decir que la matriz que representa w ‘es diagonal respecto a 
Si llamamos /(5) a una función cualquiera de 5, de acuerdo con la teoría 
general de § 1 1 , /(5 " 0  ha de estar definida para todo autovalor 5 "' de 5 , 
y tanto en uno como en otro caso podemos deducir

De donde resulta
<rism )(o-o> /(§)i5"r>=o.

o sea
/(§)<o-(o/(§) =  0

quedando así demostrado el teorema.
Como caso particular del teorema, llegamos a la conclusión de que todo 

observable que conmuta con un observable 5  conmuta también con cual­
quier función de Esta conclusión aparece como una necesidad física, 
si identificamos — como lo hicimos en § 13—la condición de conmutabi­
lidad de dos observables con la condición de compatibilidad de las obser­
vaciones correspondientes. Cualquier observación compatible con la medida 
de un observable  ̂ ha de ser también compatible con la medida de /(5 ), 
ya que toda medida de  ̂ incluye en sí misma la medida de /(5 ).

T eo rem a 2. Todo operador lineal que conmuta con cada uno de los 
observables de un conjunto completo es función de dichos observables.

Sea <0 el operador lineal en cuestión, y 5i, ··., el conjunto completo
de observables que conmutan. Introduzcamos una representación en la que 
estos observables sean diagonales. Puesto que (o conmuta con cada uno 
de los 5 , su matriz representante es diagonal con respecto a cada uno de 
los  ̂ según el razonamiento anterior. Por tanto, dicha matriz es diagonal, 
y es de la forma (49) con un número & función de las 5'. Esta matriz es el 
representante de la función de los 5  que tenga la misma forma que la fun­
ción cf de las de donde co es igual a dicha función de los 5 .

T eo rem a 3. Si un observable ^ y un operador lineal g son tales que 
todo operador lineal que conmuta con § conmuta también con g, entonces g 
es función de

Este es el recíproco del teorema 1 . Para demostrarlo emplearemos la 
misma representación del teorema 1 , en la que 5 es diagonal. Observemos 
previamente que g conmuta con ^ y, por tanto, el representante de co ha de 
ser diagonal respecto a es decir, ha de ser de la forma

< § rig l5 "r> =  f l ( 5 o  bien « ($ '^ 8 (5 ' -  5").
según tenga ^ autovalores discretos o continuos. Sea o> un operador lineftl



cualquiera que conmuta con 5  cuyo representante será, en consecaencia, 
de la forma

<rj8 ' | ( o |r r > =  & ( 5 r  o tien 6(5W 08(5 ' -  «")·
Por hipótesis o> conmuta también con g, luego

<rj8 'ig< ^-< ogirr> = o . (S8 )

Pongamos por caso que las tengan autovalores discretos. A partir de (58), 
aplicando la ley de multiplicación de matrices, se llega a

2  { a { W " ) m 'r n  -  b ( k 'm a { r p " 'n ) = o,

ya que el primer miembro de (58) es igual al primer miembro de (59) mul­
tiplicado por o 8(5'— 5'0· La ecuación (59) ha de ser válida para toda
función De ello deducimos que

a(5'i9'j3") =  0 para

El primero de estos resultados expresa que la matriz representante de g es 
diagonal y el segundo que únicamente es función de 5'· De aquí
podemos deducir que g es la misma función de 5  que a(5')3')3') es de 5'. 
quedando asi demostrado el teorema. La demostración es análoga si algunos 
de los tienen autovalores continuos.

Los teoremas 1 y 3 siguen siendo válidos si reemplazamos el observa­
ble 5  por un conjunto cualquiera de observables que conmutan 5 i, %2, ··· 5 r, 
pues para la. demostración basta introducir algunos cambios formales.
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20. Nuevos formas de notación

La teoria de representaciones que hemos desarrollado nos proporciona 
xm procedimiento general para designar a los kets y a los bras. En una
representación en que el conjunto completo de observables 5 i......5 « sean
diagonales, un ket |P> cualquiera tendrá por representante <5'...5^¡P>, 
que para abreviar escribiremos <5'1P>. Este representante es una función 
definida de las variables 5'> que llamaremos ^(5'). Así pues, la función ^  
determina completamente el ket |P>, y puede ser utilizada para designar 
a dicho ket en lugar de emplear el índice contrarío P. Simbólicamente, si

<5'ip> = ^ ( r )
escribiremos (60)

|P> =  líí'(5)>

Hemos de escribir \P> igual a lífr(5)> y no a |?ír(5')>, ya que no d ^ n d e  de
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un conjunto particular de autovalores dé los 5  sino sólo de la forma de la 
función rfi.

Sí /(I) es una función cualqmera de los observables ·"> el ket 
/(5)|P> tendrá como representante

Y, por tanto, según (60), escribiremos

Utilizando la segunda de las ecuaciones (60), esto equivale a

m ) m ) > = m m ) > ·  (oi)
Este resultado es general, y es válido para cualesquiera i y ^  funciones 
de 5· De ahí que en la nueva notación, la línea vertical [ no sea ya necesaria,
y ambos miembros de (61) los podemos escribir simplemente /(5 )̂ fr($)>
Así la regla de la nueva notación-será la siguiente: 
si

<§ '|P>=^(r) )
escribiremos ( (62)

|P>=?fr(5)> )

Incluso podremos abreviar <í(5) por i/r y sobreentender las variables 5 siem­
pre que ello no dé lugar a confusión.

El ket í¿r(5 )> puede ser considerado como el resultado de aplicar el 
operador ^(5 ) a un ket que se escribe simplemente >, sin índice ninguno. 
Al ket > le llamaremos ket standard. Todo ket puede expresarse como el 
producto de una función de las ? por el ket standard. Por ejemplo, si «i (62) 
tomamos como |P> el ket básico |?">, obtendremos

donde suponemos que los 5 i, 5 » tienen autovalores discretos y los
Stwi..... 5« los tienen continuos. El ket standard se caracteriza por la condi­
ción de que su representante <5 ' 1> es igual a uno para todo el dominio de 
las variables según puede verse haciendo ijr = 1 en (62).

Aún podemos abreviar más nuestra notación suprimiendo el símbolo > 
y sobreentendiendo el ket standard. En este caso, el ket se designa simple­
mente ^(1), como ima función de los observables 5· Una función de las 5 
usada de este modo para caracterizar un ket se denomina función de onda. * 
El sistema denotación que anplea fundones de onda es el que acostumbran

* Este nombre se debe a que en los primeros tiempos de la mecánica cuántica 
todos los ejemplos que aparecían de esas funciones eran de forma ondulatoria. Pero 
desde el punto de vista de la moderna teoría general, dicho nombre no resulta ya 
descriptivo.



a utilizar la mayoría de los autores en los cálculos de mecánica cuántica. 
Cuando lo memos habremos de recordar que junto a cada función de 
onda se sobreentiende siempre un ket standard que la multiplica a su dere­
cha, que nos prohíbe multiplicarla por un operador a su derecha. Las fun­
cione» de onda sólo se pueden multiplicar por operadores a la izquierda. 
Esto las distingue de las funciones ordinaiias, que son (^oradores y pueden 
multiplicarse por otros operadores tanto a la izquierda como a la deredia. 
Una ñiQciún ^  onda es precisamente el representante de un ket ea^resado 
como función de los observables 5  en vez de los autovalores 5 '  de dichos 
observables. El cuadrado de su módulo da la probabilidad (o la probabi­
lidad relativa si no está normalizado) de que, para el estado correspon­
diente, los 5  tengan valores dados o estén comprendidos en pequeños 
iptervalos dados.

Para los bras se puede desarrollar la nueva notación del mismo modo 
que para los kets. Un bra <^| cuyo representante sea «̂ (50. lo es­
cribiremos <<K5)I· Con esta notación, el imaginario conjugado de |̂ (5)> 
es <(7(5)1· Por tanto, la regla que hemos empleado hasta ahora según la cual 
designábamos im ket y su bra imaginario conjugado los dos con el mismo 
índice, habremos de generalizarla de este modo: si para designar un ket 
se emplean números o funciones complejas, para designar su bra imaginario 
conjugado se habrán de emplear los números o funciones complejos conju­
gados. Como en el caso de los kets, podemos comprobar que <<̂ (5)|/(5) y 
<^(5 )/(5 ) representan el mismo bra y que, en consecuencia, la línea vertical 
puede omitirse. Podemos considerar <<H.k) como el producto del operador 
lineal ^(5 ) por el bra standard <, que es el imaginario conjugado del ket 
standard > Podremos d^ar sobreentendido el bra standard, y así un bra 
general se escribirá <̂(5 ), que es el complejo conjugado de una fundón dé 
onda. El complejo conjugado de una fundón de onda puede ser multi­
plicado por un operador lineal a la derecha, pero nunca por la izquierda, 
podemos construir productos triples de la forma </(5)>. Un producto 
triple de esta forma es un número igual a la suma o la integral de /(5 ) 
para todo el dominio de autovalores de los 5 , o sea
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(64)

para el caso en que los 5 i, ···> 5 » tengan autovalores discretos, y los 5 «u> 
..., 5 « tengan autovalores continuos.

Tanto el ket como el bra standard se definen siempre respecto a una 
representadón. Si r^itiéramos las consideraciones anteriores con una repre­
sentadón diferente en la que el conjunto completo de observables que es 
diagonal fuera i), o si cambiamos simplemente los factores de fase de la 
representadón en la que los 5  son diagonales, obtendríamos un bra y un 
ket standard diferentes de los anteriores. Cuando trabajemos a la vez con
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varios kets o bras standards difer^tes habrá que distinguirlos mediante 
índices convenientes.

Vamos a discutir ahora nuevo desarrollo de nuestra notación de gran 
importancia para tratar sistemas dinámicos complicados. Sea xm sistana 
dinámico que puede describirse en función de ciertas variables dinámicas 
susceptibles de clasificarse en dos conjuntos — conjunto A y conjunto B — 
tales que cualquier elemento de A conmuta con cualquier elemento de B. 
Una variable dinámica general ha de expresarse como una función que 
depende a la vez de las variables A y de las variables B. Consideremos otro 
sistema dinámico cuyas únicas variables dinámicas sean las variables A y 
llamémosle sistema A. Y análogamente consideremos un tercer sistema 
dinámico, el sistema B, cuyas únicas variables dinámicas sean las varia­
bles B. El sistema original puede considerarse como una combinación de 
los sistemas A y B según un esquema matemático que damos a continuación.

Sea |a> un ket cualquiera del sistema A y ¡by un ket cualquiera del sis­
tema B. Establezcamos un producto |a> |&> que disfrute de las propiedades 
conmutativa y distributiva de la multiplicación:

|a>|b> =  |fc>|a>,
{Cx|ai>+C2 |fl2 »|b> =  Cilai>l&>4 -C2 |o2 >|b>,

siendo las c números cualesquiera. Para cada variable A podemos definir 
su acción sobre el producto |o>|6 > estableciendo que actúa sólo sobre el 
factor |fl> y conmuta con el factor 1&>. Análogamente podemos definir la 
acción de cada variable B sobre el producto estableciendo que opera sólo 
sobre el factor lb> y conmuta con el |c>. (Lo que.hace que toda variable A 
conmute con toda variable B.) De este modo cada variable del sistema origi­
nal puede operar sobre el producto |a>|b>, de forma que este producto 
puede escribirse \aby, pues los dos índices a y  b son suficientes para espe­
cificarlo. De este modo obtenemos las ecuaciones fundamentales

|c>|b> =  |fe>|a> =  \ab>. (65)

Esta multiplicación es de un tipo difierente a todas las que hemos uti­
lizado hasta aquí en la teoría. Los vectores ket [«> y |b> están en dos espa­
cios vectoriales diferentes, y su producto está en un tercer espacio vectorial, 
que podemos llamar producto de los espacios vectoriales. El número de 
dimensiones del espacio producto es igual al producto de los números 
de dimensiones de los espacios factores. Un vector ket del espacio producto 
no es en general de la forma (65), sino una suma o integral de kets de esta 
forma.

Consideremos ima representación del sistema A en la que sean diago­
nales un conjunto completo de observables que conmutan Tendremos 
así para el sistema A los bras básicos |. Análogamente, en una represoi-

A



taciÓQ del sistena B en la que los observables 5 a son diagonales, tendre­
mos para el sistema B los bras básicos <§' |. Los productos

< rj< 5;i =  <5'̂ 5;i (ee)

nos proporcionarán los bras básicos de una representación del sist&na 
original en la que todos los y 5b serán diagonales. Los 5a y 5b juntos 
formarán un conjunto completo de observables que conmutan para el 
sistema original. Á partir de (65) y (6 6 ) resulta

< r  la><5'16> =  <5'5'>fc>, (67)A o A ÌS

lo que nos muestra que el representante de \aby es igual al producto de 
los representantes de |a> y |6 > en sus respectivas representaciones.

Podemos introducir el ket standard correspondiente al sistema A y a  
la representación en que los son diagonales, y asimismo el ket stan­
dard >B correspondiente al sistema B y a la representación en que los 5 s 
son diagonales. Su producto > a> b  es entonces el ket standard correspon­
diente al sistema original y a la representación en que los 5 a  y los 5 b  son 
diagonales. Un ket cualquiera del sistema original se puede expresar 
en la forma

? (̂5a5b)>a>b. (6 8 )

Pudiera ocurrir que en ciertos cálculos nos interese emplear una repre­
sentación particular del sistema B — por ejemplo la representación anterior 
en la que los 5 b son diagonales—pero que en cambio no nos interesa 
introducir ninguna representación particular del sistema A. Nos convendrá 
entonces usar el ket standard >b del sistema B y no introducir ningún ket 
standard del sistema A. En este caso todo ket del sistema original podremos 
escribirlo en la forma

15b» b, (69)

donde |5b> es un ket del sistema A y es además función de los 5b; es decir, 
es un ket del sistema A para cada conjimto de valores de los 5b· De hecho 
(69) es igual a (6 8 ) si hacemos

|5 b> =í^(5^5b)>a·

En (69) podemos dejar sobreentendido el ket standard >b, y entonces el ket 
general del sistema original nos aparece en la forma 15b>, que es un ket 
del sistema A y una función de onda de las variables 5b del sistema B. 
En §§ 6 6  y 79 hay ejemplos de esta notación.

Las consideraciones anteriores las podemos generalizar inmediatamente 
a un sistema dinámico que pueda describirse m  función de variables diná­
mica susceptibles de clasificarse en tres o más conjuntos A, B, C, ... tales
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que cualqtiier elemento de un conjunto conmuta con cualquier elemoito 
de otro. La generalización de la ecuación (65) será

\a>\b>\c>...=abc...>,

donde los factores del primer miembro son kets de los sistemas compo­
nentes, y el ket del segundo miembro es un ket del sistema original. De un 
modo semejante se pueden generalizar para este caso de vanos factores las 
ecuaciones (6 6 ), (67) y (6 8 ).
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IV

CONDICIONES CUANTICAS

21. Corchetes de Poisson

H a s ta  a q u í n u e s tra  lab o r h a  consistido  en  co n stru ir  u n  e s q u e m a  m a te ­
m ático  g en e ra l q u e  re la c io n a  los es tados y  los o b se rv ab les  en  m e cá n ica  
cuán tica . U no d e  los rasgos m ás ca rac terís tico s d e  e s te  e sq u em a  es q u e  en  
él los obse rvab les  y  las v a riab le s  d inám icas en  g en e ra l son ca n tid a d e s  q u e  
no d isfru tan  d e  la  p ro p ie d a d  c o n m u ta tiv a  d e  la  m u ltip licac ió n . A h o ra  se rá  
necesario  e s tab lec e r  ecuac iones q u e  nos d e n  el v a lo r d e  — t)? p a ra  o b se r ­
vab les o variab les  d inám icas cu a le sq u ie ra , q u e  su s titu y a n  a la  p ro p ie ­
d a d  co n m u ta tiv a  d e  la  m u ltip licac ió n . H a s ta  q u e  no  conozcam os d ich as 
ecuac iones no  te n d re m o s u n  e sq u em a m ecán ico  com pleto  q u e  p u e d a  su sti­
tu ir  a  la  m ecán ica  d á s ic a . E sta s  n u ev as ecuac iones re c ib e n  e l n o m b re  d e  
condiciones cuánticas o relaciones de conmutación.

E l p ro b lem a  d e  h a lla r  cond iciones cu án ticas  no  tie n e  u n  c a rá c te r  ta n  
genera l com o los q u e  hem os co n s id erad o  h a s ta  ahora . Se t r a ta  d e  u n  p ro ­
b lem a q u e  se nos p re se n ta  en  p a r tic u la r  ca d a  v ez  q u e  es tu d iam o s u n  s is tem a 
d inám ico  concreto . Sin em bargo , ex iste u n  m é to d o  m u y  g e n e ra l p a ra  o b te ­
n e r condiciones cu án ticas  q u e  se p u e d e  ap lica r  a  u n a  g ra n  c a n tid a d  d e  
sistem as d inám icos. E s el m é to d o  d e  analogía clásica, q u e  co n s titu y e  e l 
objeto d e  es te  cap ítu lo . L os sistem as d inám icos a  los q u e  n o  se  p u e d a  
ap licar d icho  m é to d o  d eb e rem o s e s tu d ia rlo s  in d iv id u a lm en te  y  en  ca d a  caso  
tend rem os q u e  h a c e r  considerac iones especiales.

L a  vaH dez d e  la  an a lo g ía  c lásica  en  e l desarro llo  d e  la  m e cá n ica  c u á n ­
tica p ro v ien e  d e l h ech o  d e  q u e  la  m e cá n ica  c lásica d a  u n a  d esc rip c ió n  
co rrec ta  d e  los sistem as d inám icos en  c ie rtas  cond iciones, a  sab er, cu a n d o  
las p a rtícu la s  y  los cu e rp o s q u e  co n s titu y en  e l sis tem a son  su fic ien tem en te  

g randes p a ra  q u e  la  a lte ra c ió n  q u e  a c o m p a ñ a  a  la  o b se rv ac ió n  sea  d e s p re ­
ciable. P o r ta n to , la  m e cá n ica  c lásica  tie n e  q u e  se r u n  caso  lím ite  d e  la  
cu án tica  y, en  consecuencia , d ebem os e sp e ra r  q u e  a  co n cep to s im p o rta n te s  
en m ecán ica  c lásica c o rre sp o n d a n  concep tos im p o rta n te s  e n  m e c á n ic a  cu á n ­
tica, y  q u e  tra s  u n  análisis d e  la  n a tu ra le z a  g en e ra l d e  la  a n a lo g ía  e n tre  la  
m ecán ica  clásica y  la  c u á n tic a  h a  d e  ser p o s ib le  d e d u c ir  leyes y  teo re m a s



d e  es ta  ú ltim a  q u e  sean  sim ples g enera lizac iones d e  re su ltad o s  b ie n  cono ­
cidos en  la  te o ría  clásica. E n  p a r tic u la r, p o d rem o s o b te n e r  las cond iciones 
cu án ticas  com o sim ples g en era lizac io n es d e  la  ley  c lásica  según  la  cua l 
todas las v a ria b le s  d inám icas  conm utan .

S ea u n  sis tem a d inám ico  co n stitu id o  p o r  u n  co n ju n to  d e  p a r tíc u la s  en  
in te racc ión . P a ra  e s tu d ia r  d ich o  sistem a, p o d ríam o s to m a r com o v ariab le s  
d inám icas in d e p e n d ie n te s  las co o rd en ad as ca rtesian as d e  c a d a  p a r tíc u la  y  
las co rresp o n d ien te s  com p o n en tes  ca rtes ian as de  las v e lo c id ad es . P ero  es 
p re fe r ib le  u tiliz a r  las com ponen tes  d e l m om en to  en  lu g a r d e  las d e  la  
v e locidad . L lam em os qr a  las co o rd en ad as (r to m a  todos los valo res d esd e  1 
h a s ta  tres veces el n ú m ero  to ta l d e  p a rtícu la s)  y  Pr a  las co rresp o n d ien te s  
com ponen tes d e l m om en to . Se d ice  q u e  las qr y  las pr son  coordenadas ca­
nónicas conjugadas.

E l m é to d o  d e  las ecuac iones d e l m ov im ien to  d e  L a g ra n g e  p e rm ite  in ­
tro d u c ir  co o rd en ad as qr y  m om en tos pr d e  u n  m odo  m ás g en e ra l, q u e  ta m ­
b ié n  se p u e d e  a p lica r  a  sistem as q u e  no  es tén  com puesto s p o r  p a rtícu la s  
(por ejemplo^ u n  sis tem a q u e  co n ten g a  cuerpos ríg idos). A d ich as  qr y  Pr 
m ás g enera les  ta m b ié n  se les llam a co o rd en ad as canón icas  con jugadas. 
T o d a  v a ria b le  d in á m ic a  se  p u e d e  ex p resa r com o fu n c ió n  d e  u n  co n ju n to  de 
co o rd en ad as canón icas cu a le sq u ie ra .

E n  la  te o ría  d in ám ica  g e n e ra l es im p o rta n te  e l co n cep to  d e  corchete de 
Poisson, T odo  p a r  d e  v a ria b le s  d inám icas u y v tie n e n  u n  P .B . (Poisson 
B racket, o en  caste llan o  c o rc h e te  d e  Poisson), q u e  d es ig n arem o s [u, ü ], 
defin ido  p o r

r T du 8v du dv ...
[u, ü] _  2_^ I

r

E n  la  fó rm ula , a  efectos d e  derivac ión , se co n s id eran  u y v ex p resad as en 
fu n c ió n  d e  u n  con jun to  d e  co o rd en ad as  canón icas qr y Pr· E l se g u n d o  m iem ­
b ro  d e  (1) es in d e p e n d ie n te  d e l con jun to  d e  co o rd en ad as  canón icas q u e
sirve d e  re fe ren c ia , com o se  d e s p re n d e  d e  la  defin ición  g en e ra l d e  co o rd e ­
n ad a s  canón icas; lu eg o  e l P .B . [u, o] e s tá  b ie n  defin ido .

L as  p rin c ip a le s  p ro p ie d a d e s  d e  los co rchetes d e  Poisson, q u e  se  d e d u ­

cen  in m e d ia ta m e n te  a  p a r t i r  d e  la  defin ic ión  (1) son

[«, ü] =  —[ü, u], (2 )

[u , c] = O, (3)

en  d o n d e  c es u n  n ú m e ro  (q u e  se  p u e d e  co n s id era r com o u n  caso  p a r t ic u ­

la r  d e  v a ria b le  d inám ica).
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[«l+Mz, «] =  [«1, +  ü],
[ u ,  Ü 1 + Ü 2 ]  =  [ u ,  i>i] +  [ u ,  ü a ] ,

(4)
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^  ( d t h  , dU2 \  d v  / d u i  du2  \

r
=  [ U i , v ] u 2 + u i [ i h , v ] ,  , /gx

[«, =  [u,üi]t;2+t)i[ti,t>3]. i

Asimismo se puede comprobar fácilmente la identidad

[«, [ü,«)]] +  [o, [w, u]] +  [w, [u, ü]] =  O (6 )
Las ecuaciones (4) indican que el P.B. [u, c] contiene a « y o linealmente, 
mientras que la (5) corresponde a las leyes ordinarias de derivación de un 
producto.

Intentemos introducir un P.B. en mecánica cuántica que tenga propie­
dades análogas al de la teoría clásica. Supóiidremos que el P.B. cuántico 
satisface todas las condiciones (1 ) a (6 ), pero teniendo en cuenta que ahora 
es necesario conservar el orden de los factores y « 2  en la primera de las 
ecuaciones (5) tal como lo hemos escrito aquí, y lo mismo con las V t y  V2 

de la segimda ecuación (5). Estas condiciones son suficientes para determinar 
unívocamente la forma del P.B. en mecánica cuántica, como resulta del 
siguiente argumento. Podemos calcular el P.B. [«i «2 , 0 2 ] mediante dos
procedimientos, según cual de las dos fórmulas (5) empleemos primero. 
Luego,
[«lW2 ,ViÜ2 ] =  [«1, Ü2 ]ü2 +Wi[“2 , « 1  «2 ]

=  {[«1, t)2 ]}U2 +Ui{[«2 , tiiJOj-f üi[«2 , tJ2 ]}
=  [Ui, t)i]t?2 U2-\-Vi[Ui, t>2 ]U2 +«l[« 2 , «l[«2 , »2 ]

y
[Mi «2 , t?i «2 ] =  lUiU2,Vi]V2+Vi[UiU2,V2]

=  [«1, «l]«2 V2+Ui[U2, üi]«2+Ol[«l, «2]«2+»l «l[«2, t>2]·

Igualando ambos resultados obtenemos

[Ui,üi](«2t3a— 1>2«2) =  (« lü i— ü ia i) [« 2,t>2].

Como estos resultados tienen que verificarse para variables «i y ü, com­
pletamente independientes de las U2 y t>2 , debe verificarse

«1 « 1  — »1 «! =
U2V2 — V2U2 =  fft[«2,02],

en donde no puede depender ni de ui y Vi, m de th y «2 , y tiene que 
conmutar con ( « 1  «i — Oi «i). Luego fi tiene que ser im número. Si quere­
mos que, como ocurre en la teoría clásica, el P.B. de dos variables dinámi­
cas reales sea real, según el final de la pág. 40, es necesario que ñ intro­
ducido así, con el coeficiente i, sea real. Llegamos así a la siguiente 
definición cuántica del P.B. [u, ü] de dos variables u y v cualesquiera:

u v  —  v u  =  i h l u , v ] ,  (7)



en la que h es una nueva constante universal que tiene las dimensiones de 
acción. Para que la teoría esté de acuerdo con la realidad experimental 
tenemos que elegir fí igual a siendo h la constante universal introdu­
cida por Planck, conocida con el nombre de constante de Planck. Puede 
comprobarse fácilmente que el P.B. de la mecánica cuántica verifica todas 
las condiciones (2), (3), (4), (5) y (6 ).

Con esto, el problema de hallar condiciones cuánticas se reduce a deter- 
müiar los valores de los P.B. de la mecánica cuántica. La gran analogía 
que hay entre el P.B. de la mecánica cuántica definido por (7) y el P.B. 
de la mecánica clásica definido por (1 ) nos lleva a formular la hipótesis 
de que los P.B. de la primera, o por lo menos los más sencillos, tienen el 
mismo valor que los P.B. correspondientes de la mecánica clásica. Los P.B. 
más sencillos son los relativos a las propias variables canónicas, que en la 
teoría clásica tienen los siguientes valores:
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[qr,q·] =  O, [pr,p.] =  o, 
[qr,p,] = (8)

Así supondremos que los P.B. correspondientes de la mecánica cuántica 
tienen también los valores dados por (8 ). Eliminando dichos P.B. con ayuda 
de (7), obtendremos las ecuaciones.

qrqs — qsqr =  O, prps — p»pr =  O, 
qrp. — p.qr =  íMr,, (9)

que son las condiciones cuánticas fundamentales, que como vemos nos dan 
las relaciones de conmutación entre coordenadas canónicas conjugadas. 
A su vez, estas ecuaciones constituyen la base para calcular relaciones de 
conmutación entre otras variables dinámicas. Por ejemplo, si ? y y; son dos 
funciones de las qr y de las pr que se pueden desarrollar en serie de poten­
cias, podemos expresar r̂¡ — tji o [^, y)] en función de los P.B. fundamen­
tales (8 ), aplicando reiteradamente las leyes (2), (3), (4) y (5), y calcular 
así dichas expresiones. En los casos sencillos el resultado es con frecuencia 
el mismo que el que se obtiene en la teoría clásica o bien difiere de él en 
que exige que los diversos factores de un producto estén en un orden dado, 
cosa que evidentemente desde el pimto de vista clásico no tiene importan­
cia. Incluso cuando 5 y iq sean funciones más generales de qr y de pr 
no desarrollables en serie de potencias, las ecuaciones (9) siguen siendo 
suficientes para determinar el valor de 5 y) — como veremos más ade­
lante. Por tanto, las ecuaciones (9) son la solución al problema de hallar 
las condiciones cuánticas para todos los sistemas que tengan una imagen 
clásica y que se puedan describir mediante variables canónicas. Sin em­
bargo, esto no abarca todos los sistemas, de la mecánica cuántica. Las 
ecuaciones (7) y (9) constituyen la base de la analogía entre la mecánica 
cuántica y la mecánica clásica. En ellas vemos que la mecánica clásica



puede ser cottsiderada como un caso límite de la cuántica cuando fi tiende 
a cero. Un P.B. en mecánica cuántica es una noción puramente algebraica 
y, en consecuencia, es un concepto más importante que en la teoría clásica, 
donde sólo se puede definir en relación a un conjunto de coordenadas 
canónicas. Por este motivo las coordenadas canónicas son menos impor­
tantes en mecánica cuántica que en la clásica; de hecho podemos tener 
im sistema cuántico para el que no existan coordenadas canónicas y en el 
que, sin embargo, sigan teniendo sentido los P.B. Tal sistema no tendría 
imagen clásica, y por lo tanto no podríamos obtener sus condiciones cuán­
ticas por el método que hemos indicado.

Según las ecuaciones (9) vemos que todo par de variables con distintos 
subíndices r y s  conmutan siempre. De aquí se sigue que cualquier función 
de qr y Pr conmuta con toda función de q, y p, siempre que í  sea distinto 
de f. Distintos valores de r corresponden a distintos grados de libertad del 
sistema, luego las variables dinámicas que hacen referencia a grados de 
libertad distintos conmutan. Esta ley la hemos deducido de (9), y por tanto 
sólo la hemos demostrado para aquellos sistemas que tengan imagen clásica, 
pero supondremos que es válida en general. Asi ya tenemos un procedi­
miento para hallar las primeras condiciones cuánticas de sistemas para los 
que, aunque no existan coordenadas canónicas, tenga sentido hablar de 
distintos grados de libertad, cosa que podremos hacer con la interpretación 
física del problema.

Ahora podemos ver cuál es el significado físico de la división de las 
variables dinámicas estudiada en la sección anterior, en conjuntos tales que 
cualquier elemento de un conjunto conmuta con cualquier elemento de los 
otros conjuntos. A la luz de lo dicho, cada conjunto corresponde a un cierto 
número de grados de libertad, o quizás a uno sólo. Dicha división puede 
coincidir con el proceso físico de separar el sistema dinámico en sus partes 
constituyentes, cada una de las cuales puede tener existencia por sí sola 
como un sistema físico aislado, y que puestas todas ellas en interacción 
dan lugar al sistema original. Pero puede ser un simple artificio matemático 
para separar el sistema dinámico en grados de libertad que físicamente no 
se pueden separar; por ejemplo, un sistema constituido por una partícula 
con estructura interna se pu^e separar en los grados de libertad que des­
criben el movimiento del centro de la partícula y los que describen la 
estructura interna.
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22. Representación de Schrödinger

Consideremos un sistema dinámico con n grados de libertad que tenga 
una imagen clásicâ  y que por lo tanto se pueda describir mediante varia­
bles canónicas qr, pr (r =  l, 2, ..., n). Supondremos que las coordenadas 
qr son todas observables y que tienen un espectro continuo de autovalores.



lo que está justificado teniendo en cuenta el significado físico de la qr· 
Sea una representación en la que las qr sean diagonales. El problema con­
siste en saber si las qr constituyen un conjuntxi c^ftpleto de observables 
que conmutan para dicho sistema. Parece bastante natural que asi sea. 
Por ahora lo supondremos así, y lo justificaremos más tarde (véase el fi­
nal de la pág. 102). La representación en la que las qr constituyen un 
conjunto completo de observables que conmutan queda completamente 
determinada a excepción de los factores de fase arbitrarios.

Consideremos en primer lugar el caso n =  1  para el que no exista más 
que una q y una p. Tendremos

qp — pq = ifi. (1 0 )

Todo ket se puede escribir en la representación del ket standard como 
í¿r(9 )>. A partir de él podemos construir otro ket cuyo represen­
tante es igual a la derivada del representante del ket de partida. El ket así 
obtenido es función lineal del ket de partida y por tanto es el resultado 
de aplicar un operador lineal a dicho ket. Llamando d/dq a dicho operador, 
tenemos

d dúx
-^> =  (1 1 )
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dq dq

La ecuación (11), válida para toda función ijr define el operador d/dq. 
Tenemos

^  > = 0. (1 2 )
dq

Consideremos el operador lineal d/dq según la teoría general de ope­
radores lineales dada en § 7. Según ella podemos aplicarlo a un bra < (̂9 ), 
y su producto <4>d/dq definido en (3) de § 7 vale

d ] . d \
(13)dq \ \ dq

para toda función ^(9 ). Tomando representantes resulta

/  dq' =  J  <A(9 ') dq'^ -̂ . -. (14)

Podemos transformar el segundo miembro integrando por partes, y así 
obtenemos

^  (15)

si la contribución en los límites de integración es nula. Resulta pues



d dφ{q')

lo q u e  d e m u es tra  q u e

d dó
< φ -  = - < ^ .  (16) 

dq dq

Luego, d/dq aplicado por la izquierda a la función compleja conjugada de 
una función de onda representa derivar respecto aq y cambiar de signo.

L a  v a lid ez  d e  es ta  conclusión  d e p e n d e  d e  la  p o s ib ilid a d  d e  q u e  sea  
po sib le  p a sa r  d e  (14) a  (15), y, p o r  ta n to , debem os lim itam o s a  co n s id e ra r  
b ras  y  kets  q u e  co rresp o n d a n  a  fu nciones d e  o n d a  q u e  sa tisfag an  u n as  co n ­
d ic iones d e  co n to rno  ad e cu a d as . L a  cond ic ión  q u e  se  ap lica  en  la  p rá c tic a  
es q u e  se  an u len  en  los lím ites. (E n  la  p róx im a sección  se d a rá n  u n as  co n ­
dic iones algo m ás generales.) T a les cond iciones no sólo n o  lim itan  la  ap li- 
c a b ilid ad  d e  la  te o ría  sino q u e  p o r el co n tra rio  son ta m b ié n  n ecesarias  

f re cu e n tem en te  d e sd e  el p u n to  d e  v ista  físico. P o r ejem plo , si q es u n a  
c o o rd e n ad a  c a rte s ian a  d e  u n a  p a rtíc u la , sus au tovalo res  v an  d esd e  — oo 
a  00, y  si exigim os q u e  la  p a r t íc u la  te n g a  p ro b a b il id a d  n u la  d e  e s ta r  en  el 
infinito  llegam os a  la  cond ic ión  d e  q u e  la  fu nción  d e  o n d a  d e b e  a n u la rse  
p a ra  q = ±oo.

P odem os ca lcu la r el com plejo  con jugado  del o p e ra d o r  lin ea l d/dq te ­
n ien d o  en  c u e n ta  q u e  el im ag in ario  co n jugado  d e  d/dq-^y  o  ά φ /dqy 
es Kdi¡r/dq, o s e a — ^ipd/dq según  lo v isto  en  (16). L uego , el com plejo  co n ­
ju g a d o  d e  d/dq es —  d/dq y , p o r  tan to , d/dq es un operador lineal imagi­
nario puro.

P a ra  ca lc u la r e l re p re se n ta n te  d e  d/dq ten g am o s p re se n te  q u e  ap li­

cando  la  fó rm u la  (63) d e  § 20, se t ie n e
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d e  m odo  q u e  

y  p o r  tan to .

l9"> (17)

·\η"> = (18)dq dq

E l re p re se n ta n te  d e  d/dq llev a  consigo la  d e riv a d a  d e  la  fu n c ió n  S.
V am os a  ca lc u la r la  re lac ió n  d e  co n m u tac ió n  e n tre  d/dq y  q. T enem os

d daú d
qifi> =  — =  q —— tp>+ifr>. (20)

dq dq dq

P u esto  q u e  e s ta  ecu ac ió n  es v á lid a  p a ra  to d o  k e t ^ > , re su lta
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d d 
<7 - 9 — = 1 . (2 1 )

dq ^ ^ dq

Comparando este resultado con (1 0 ) vemos que la relación de conmutación 
entre —iü d/dq y q es la misma que entre p y q.

Para generalizar estos resultados al caso de un n cualquiera, designamos 
el ket general i!r{qi...q^y =  ipy e introducimos n operadores lineales 8/dqr 
(f =  1 , n), que pueden actuar sobre dicho ket según la regla

d d é  
=  ^ > ,  (2 2 )

dqr dq,

que corresponde a (11). La ecuación análoga a (12) es

^ > = 0  (23)
dqr

Si nos limitamos a considerar bras y kets que correspondan a funciones de 
onda que satisfacen condiciones de contorno adecuadas, estos operadores 
lineales pueden actuar también sobre bras según la regla

d d<h
=  (24)dqr dqr

que corresponde a (16). Por tanto, d/dqr  se puede apücar por la izquierda 
a la función compleja conjugada de una función de onda con el significado 
de derivación respecto de qr más cambio de signo. Igual que antes, resulta 
que cada uno de los operadores d/dqr es un operador lineal imaginario puro. 
En correspondencia con (21) resultan las relaciones de conmutación

Tenemos además

d d d d
ijty = - —-— > =  —------— ^>, (26)

dqr dq, dq,8q, dq, dq,

de donde se deduce
d

(27)
dqr dq, dq, dqr

Comparando (25) y (27) con (9), vemos que los relaciones de conmutación 
entre los operadores lineales —ih 8/dqr y los q, son las mismas que entre 
los Pr y los q,.

Podríamos tomar
Pr = — ih d/dqr  (28)



sin dar lugar a ninguna contradicción. Tal posibilidad nos muestra que las
qr constituyen un conjunto completo de observables que conmutan, pues
permite expresar toda función de las qr y de las pr como función de las 
qr y de las —ih d/dqr y  dicha función no conmutaría con todas las (74 a 
menos que fuera fimción únicamente de las qr.

Las ecuaciones (28) no tienen que ser válidas necesariamente. Pero, en 
cualquier caso, cada una de las cantidades pr +  ifi d/dqr conmuta con 
todas las q» y, por tanto, según el teorema 2 de § 19, es una función de 
las <7 ,. Luego,

pr =  —m d/dqr+ Mq). (29)

Como Pr y —ih d/dqr son reales, fr{q) también ha de serlo. Para toda fun­
ción f de las q tenemos

dqr dqr dqr
o sea,

=  (30)
Sq, dq, dq.

Con ayuda de (29) podemos deducir la fórmula general

prf — fpr =  -íh d f/d q r. (31)

Esta ecuación se puede escribir en notación de P.B.

[/,p,] =  df/dqr. (32)

que es la misma ecuación que se deduce en la teoría clásica a partir de (1 ).
Multiplicando (27) por (—iKf y sustituyendo —ih d/dqr y —ih d/dq^ poi
sus valores dados por (29), resulta

(Pr -  fr)(p. -  f.) = ip. -  f,)(Pr ~  fr),

que con ayuda de la condición cuántica prp» =  p^pr se reduce a

Pr/. +  frP. =  =P,fr +  f,Pr-

Ésta puede a su vez simplificarse mediante la (31)

df./dqr = dfr/dq., (33)

que nos dice que todas las funciones fr son de la forma

fr == dF/dqr (34)

donde F es independiente de r. Así la ecuación (29) queda en la forma

p, -  —ih d/dqr +  dF/dqr  ̂ (35)

Hasta aquí hemos estado trabajando en una representación que fijamos
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mediante la condición de que en ella las qr sean diagonales, pero que 
podía contener factores de fase arbitrarios. Si cambiamos los factores de 
fase cambiarán también los operadores d/dqr* Vamos a demostrar ahora que 
eligiendo convenientemente los factores de fase puede hacerse nula la fun­
ción F de (35), con lo cual serán váhdas las ecuaciones (28).

Emplearemos asteriscos para señalar las cantidades que están expresa­
das en la nueva representación con los nuevos factores de fase. Los nuevos 
bras básicos estarán relacionados con los anteriores por

(36)

donde Y  =  7 (9 ') es una función real de las 9 '. El representante de un 
ket en la nueva representanción será igual al anterior multiplicado por 
y por tanto =  ^>, de donde se deduce

>· =  (37)

que es la relación entre el ket standard de la nueva representación y el de 
la de partida. El nuevo operador lineal (d/dqr)^ verificará la ecuación análo- 
ga a la (2 2 )
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dqr dqr

habiendo ranpleado (37) para la segunda igualdad. De ella, con ayuda 
de (2 2 ) resulta

\d q r  } dqr dqr

luego.

dqr /  dq,
y mediante (30)

(38)

Í — V  = —  + í J L
V dqr /  dqr ‘ dqr '

(39)

Si elegimos y  de modo que

F =  fty +  constante, (40)
Ja (35) se reduce a

Pr =  - iñ ( d /d q r ) · .  (41)

La ecuación (40) nos determina y  a menos de una constante de fase arbi­
traria, con lo que la representación queda así determinada a menos de im
factor de fase constante.

En consecuencia, es posible elegir xuia representación donde las qr sean 
diagonales y en la que sean válidas las ecuaciones (28). Esta representación



tiene gran utilidad para muchos problemas. La llamaremos representación 
de Schrödinger, pues fue la representación que empleó Schrödinger cuando 
en 1926 dio su formulación original de la mecánica cuántica. La represen­
tación de Schrödinger existe siempre que existan coordenadas canónicas 
qr y Pr, y está perfectamente determinada a menos de un factor de fase 
arbitrario constante. Su gran ventaja consiste en que nos permite expresar 
inmediatamente toda función algebraica de las qr y de las pr que sea
desarrollable en serie de potencias respecto a las pr como un operador de
derivación, es decir, si f{qu ..., qn, Pi, .··, Pn) es la función en cuestión, 
podemos escribir

fiqu qn, Pu Pn) = fiqu *··, —ifid/dqu (42)
conservando el orden de los factores en los productos al sustituir las pr por
—ifid/dqr·

De (23) y (28) resulta
Pr> =  0. (43)

Luego el ket standard de la representación de Schrödinger se caracteriza 
por ser un autoket común a todos los momentos perteneciente a los auto- 
valores cero. Podemos considerar otras propiedades de los vectores básicos 
de la representación de Schrödinger. La ecuación (22) da:

d dilf{q[..,q')
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Luego, 

y por tanto,

K
Análogamente, la ecuación (24) nos lleva a



23, La representación de momentos

Sea u n  sis tem a d e  u n  sólo g rad o  d e  lib e rtad , q u e  se p u e d a  d escrib ir  
m e d ia n te  u n a  q y u n a  p siendo  el e sp ec tro  d e  au to v alo res  d e  la  q el con ­
ju n to  d e  todos los n ú m ero s d esd e  — oo h a s ta  + 00, y  considerem os u n  

au to k e t |p'> d e  p. Su re p re se n ta n te  <q'\p'> en  la  re p re se n ta c ió n  d e  S chrö ­
d in g e r verificará

p^<qY> = <q'\p\p"> =

com o re su lta  d e  ap lica r  (45) p a ra  e l caso  d e  u n  sólo g rad o  d e  lib e rtad . 
L a  so lución  d e  es ta  ecu ac ió n  d ife ren c ia l e n  Kq'lp'} es

<9 '|p '>  =  (47)

s ien d o  c ' =  c(p ') in d e p e n d ie n te  d e  q\ p e ro  p u d ie n d o  d e p e n d e r  d e  p\
E l re p re se n ta n te  <q'\p'y no  verifica la  cond ic ión  d e  co n to rn o  d e  an u larse  

p a ra  9 '  =  ± 00. E sto  llev a  consigo c ie rtas  d ificu ltades, q u e  se p o n e n  c la ra ­

m e n te  d e  m anifiesto  a l no  cu m p lirse  e l teo rem a d e  o rto g o n a lid ad . Si consi­
deram os o tro  a u to k e t |p">  d e  p d e  re p re se n ta n te

<qY'> =

q u e  p e r te n e z c a  a  u n  a u to v a io r  p "  d is tin to , re su lta rá

CO 00

< p '|p">  = j  <p'\q'y dq' <q'\j/'> = c'c" f  dq'. (48)
— 00 -  00

E s ta  in teg ra l no  co nverge  en  e l sen tid o  d e  la  defin ición  h a b i tu a l  d e  co n v er­
gencia . P a ra  q u e  la  te o ría  sea co h e ren te , ad o p tam o s u n a  n u e v a  defin ición 
d e  co n v erg en c ia  p a ra  las in teg ra le s  cuyo  dom in io  d e  in teg rac ió n  se ex tien d a  
a  infinito, an á lo g a  a  la  defin ición  d e  C esáro  p a ra  la  su m a d e  series infinitas. 
C on  la  n u ev a  defin ición, u n a  in te g ra l q u e  e n  e l lím ite  su p e rio r  se  co m p o rte  
com o eos aq' o sen  aq\ siendo  a u n  n ú m e ro  rea l d is tin to  d e  cero , se  d ice  
q u e  no  co n trib u y e  a l v a lo r d e  la  in te g ra l en  d icho  lím ite , es d ec ir , se  to m a 
el v a lo r m ed io  d e  las oscilaciones. Y an á lo g a m en te  p a ra  e l lím ite  in ferio r 
c u a n d o  q' t ie n d e  a  m enos infinito. C on  e s ta  defin ición, e l se g u n d o  m iem bro  
d e  (48) se a n u la  p a ra  p " ^ p ' ,  y  el te o re m a  d e  o r to g o n a lid ad  s igue cu m ­
p liéndose . A sim ism o son iguales los segundos m iem b ro s d e  (13) y  (14) 
cu an d o  <</> y  son au to v ec to res  d e  p , con  lo cu a l e l o p e ra d o r  d/dq se 
p u e d e  ap lica r a  los au to v ec to res  d e  p . L u eg o , las cond ic iones d e  con to rno  
q u e  h a n  d e  verificar los re p re se n ta n te s  d e  los b ras  y  d e  los kets  q u e  tien en  
sen tid o  se p u e d e  g en e ra liza r  ex ig iendo  ta n  sólo q u e  c u a n d o  q' t ie n d e  a 
m ás o m enos infinito, el re p re se n ta n te  se  co m p o rte  com o eos aq' o sen aq\
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Cuando p" se aproxima a p', el segundo miembro de (48) se convierte 
en una función S. Para calcularlo necesitamos la fórmula

«O

Je«« dx =  2x S(fl) (49)
-  «O

que es válida para a real, como vamos a demostrar a continuación. Para a 
distinto de cero los dos miembros son nulos, y la fórmula evidentemente es
correcta. Además, para toda función continua f{a) cuando g tiende a infi­
nito, se tiene

00 ¿ «

j  f{a) da j  dx = f f(a) da 2a~̂  sen ag =  2 'ju/(0 )

Puede darse un argumento más complicado para demostrar que se llega 
al mismo resultado tomando en lugar de g y —g, los límites gi y —g2 que 
tiendan a infinito de modo distinto (aunque no completamente distinto). 
Esto nos demuestra la equivalencia de los dos miembros de (49) cuando 
los utilizamos como factores bajo el signo integral, quedando así demostrada 
la fórmula.

Teniendo en cuenta (49), la (48) se convierte en

<p'|p"> =  c V '2 t^S[(p' —p")/Ä] =  c'c"hS(p' —p")
=  \c /\^h sij/-r/'y  (50)

Hemos obtenido un autoket de p para cada autovalor real p', y su repre­
sentante viene dado por (47). Todo ket |X> se puede expresar en función
de dichos autokets de p, pues su representante <</'|X> se puede desarrollar
en serie de los representantes (47) utilizando el análisis de Fourier. Por
tanto, el momento p es un observable, de acuerdo con el resultado experi­
mental de que los momentos se pueden observar.

Así aparece una simetría entre 9  y p· Ambos son observables cuyos 
autovalores van desde —oo a y relación de conmutación entre
ellos (1 0 ), no cambia si intercambiamos q con p y sustituimos i por —L 
Hemos establecido una representación en la que q es diagonal, y donde 
p =  — m d/dq. De la simetría entre q y pse  deduce que también podemos 
establecer una representación en la que p  sea diagonal y donde

q = md/dp, (51)

El operador d/dp lo definiremos de forma análoga a como hicimos para 
d/dq, A esta representación se le denomina representación de momentos. 
Es menos útil que la representación de Schrödinger de la sección anterior, 
pues ésta nos permite expresar toda función de q y p, que sea desarrollable 
en serie de potencias respecto a p como un operador de derivación, mien­
tras que la representación de momentos nos permite expresar como opera-
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d e r  d e  de riv ac ió n  las fu n cio n es de q y p q u e  sean  d esa rro llab le s  e n  se rie  
resp ec to  a  9 , y  las c a n tid a d es  m ás im p o rta n te s  d e  la  d in á m ic a  casi s iem p re  
son series d e  p o te n c ia s  d e  p  y  m u y  pocas veces son series d e  p o te n c ia s  d e  q. 
Sin em bargo , la  rep re se n ta c ió n  d e  m om en tos tie n e  u ti l id a d  p a ra  algunos 
p ro b lem as (véase § 50).

C alcu lem os la  fu n c ió n  d e  tran sfo rm ac ió n  <q'\p'y q u e  re la c io n a  am bas 
rep resen tac io n es. L os kets básicos |p '>  d e  la  re p rese n ta c ió n  d e  m om en tos 
son au to k ets  d e  p , y  sus re p re se n ta n te s  en  la  rep re se n ta c ió n  d e  S ch rö d in g er 
<9 '|p '>  es tán  d ad o s  p o r  (47) con  unos coeficientes c ' c o n v e n ie n tem en te  e leg i­
dos. L os fac to re s  d e  fase  d e  estos kets básicos se tie n e n  q u e  e leg ir  d e  ta l 
m odo  q u e  (51) sea  v á lid a . E l  m é to d o  m ás sencillo  d e  o b te n e r  e s ta  cond ición  
es co n s id era r la  s im etría  q u e  hem os visto  an tes  e n tre  q y p, seg ú n  la  cua l 
<q'\p'> se h a  d e  tra n sfo rm ar en  <p'\q'> a l in te rc a m b ia r  q' con p '  y  escrib ir 
—i en  lu g a r  d e  i. P ero  <<7'|p '>  es ig u a l a l seg u n d o  m iem b ro  d e  (47) y  
<p'|qr'> es su  com plejo  con jugado , d e  d o n d e  se sig u e  q u e  c ' h a  d e  ser 

in d e p e n d ie n te  d e  p '.  L u eg o , c ' es u n  n ú m e ro  c. A dem ás d e b e  verificarse

< p '|p ->  ^  8(p ' — p "),

q u e  c o m p arad a  con  (50) nos in d ica  q u e  \c\ = h~K P odem os e leg ir  los fa c to ­
res  d e  fase  co n stan tes  y  a rb itra rio s  d e  c a d a  rep re se n ta c ió n  d e  m o d o  q u e  
sea  c =  con  lo q u e  re su lta  la  s ig u ien te  fu n c ió n  d e  tran sfo rm ac ió n :

<9 '|p'> =  (52)

T o d o  esto  p u e d e  g en e ra liza rse  a  u n  sis tem a con  n  g rad o s d e  lib e r ta d , 
p a ra  e l q u e  ex isten  n co o rd en ad as  qi y pi, y p a ra  el q u e  los au to v alo re s  d e  
c a d a  u n a  d e  las q̂  v ay an  d e sd e  — 00 a  + 00. E n to n ces  c a d a  p< se rá  u n  o b se r ­
v ab le  cuyos au to v alo res  irán  ta m b ié n  d e sd e  — 00 a  00, y  ex is tirá  u n a  sim e­

tr ía  e n tre  e l con jun to  d e  qi y el d e  p i cuyas re lac io n es d e  co n m u tac ió n  
p e rm a n e c e rá n  in v a rian te s  a l in te rc a m b ia r  c a d a  qr con  su  c o rre sp o n d ien te  
Pr y  p o n e r  —i en  lu g a r  d e  i. Se p o d rá  e s tab lec e r  u n a  re p re se n ta c ió n  con 

las Pi d iagonales y  en  la  q u e  ca d a

qr = ihd/dpr (53)

L a  fu n c ió n  d e  tran sfo rm ac ió n  q u e  nos re la c io n a rá  es ta  re p re se n ta c ió n  con 
la  d e  S ch rö d in g er v e n d rá  d a d a  p o r  el p ro d u c to  d e  las fu n c io n es d e  tra n s ­
fo rm ació n  re la tiv a s  a  c a d a  g rad o  d e  lib e r ta d , según  in d ica  la  fó rm u la  (67) 
d e  § 20  y, p o r  ta n to , se rá

<qW2-<\P\V'r-V'n^ =  <‘7'iK ><92K >-<<|p;>
=  (54)
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24. El principio de incertidumbre de Heisenberg

P a ra  u n  sis tem a q u e  no  te n g a  m ás q u e  u n  g rad o  d e  lib e r ta d , los r e p re ­
se n tan te s  d e  u n  k e t |X> en  las rep resen tac io n es  d e  S ch rö d in g e r y  d e  m o ­

m en tos es tán  re lac io n ad o s p o r
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QO

<p'\X> =  h-i f  dq' <q'¡X>,
—  00 

00

<q'¡X> — h~i f  dp' <p'\X>.

(55)

E stas  fó rm u las tie n e n  u n  sign ificado  e lem en ta l. N os d icen  q u e  cada uno 
de los representantes viene dado, salvo coeficientes numéricos, por las 
amplitudes de las componentes de Fourier del otro.

E s in te re sa n te  a p lica r  (55) a  u n  k e t cuyo  re p re se n ta n te  e n  la  r e p re ­
sen tac ió n  d e  S ch rö d in g er sea lo  q u e  se d en o m in a  u n  paquete de ondas. 
E sto  q u ie re  dec ir, u n a  fu n c ió n  cuyo v a lo r sea  m u y  p e q u e ñ o  fu e ra  d e  u n  
c ierto  dom in io  d e  a m p litu d  A9 ', d e n tro  d e l cua l sea a p ro x im ad a m en te  
p e rió d ico  co n  u n a  f re cu e n c ia  d e f in id a .·  Si hacem os el análisis d e  F o u rie r  
d e  es te  p a q u e te  d e  ondas, to d as las am p litu d es  d e  las co m p o n en tes  d e  
F o u rie r  se rán  p e q u e ñ a s  excep to  las d e l e n to rn o  d e  u n a  fre c u e n c ia  defin ida. 
L as com ponen tes cu y a  a m p litu d  no  se rá  p e q u e ñ a  e s ta rá n  d e n tro  d e  u n a  
b a n d a  d e  frecu en c ia s  * d e  a n c h u ra  ap ro x im ad a  I /A 9 ',  p u es  dos com po ­
n en te s  cuyas frecu en cia s  d ifie ran  en  e s ta  c a n tid a d , si e s tán  e n  fa se  en  el 
m ed io  del dom in io  Aq', e s ta rán  en  oposic ión  d e  fa se  e  in te rfe rirá n  h a c ia  
el ex trem o d e  d icho  dom inio . E n  la  p r im e ra  d e  las ecu ac io n es (55), la  
v a r ia b le  q u e  h a c e  las veces d e  fre c u e n c ia  es (27c)“^p '/Ä  =  p^/h. L uego , 
si <<7'|X> tie n e  la  fo rm a  d e  u n  p a q u e te  d e  ondas, la  fu n c ió n  <p'|X > q u e  
v ie n e  d a d a  p o r  las a m p litu d es  d e  F o u rie r  d e l p a q u e te  d e  o n d as  te n d rá  u n  
v a lo r p e q u e ñ o  en  to d o  e l espac io  d e  p '  salvo en  u n  c ie rto  dom in io  d e  
a n c h u ra  A p ' =  h/Aq\

A pliquem os ah o ra  la  in te rp re ta c ió n  física  según  la  cu a l el c u a d ra d o  d e l 
m ó d u lo  del re p re se n ta n te  d e  u n  k e t re p re se n ta  u n a  p ro b a b ilid a d .

R esu lta  en tonces q u e  n u es tro  p a q u e te  d e  o n d a  re p re se n ta  u n  e s ta d o  en  
e l q u e  casi con  c e rtez a  to d a  m e d id a  d e  q d a  u n  v a lo r co m p re n d id o  en  u n  
c ierto  dom inio  d e  a n c h u ra  Aq' y to d a  m e d id a  d e  p  d a  u n  v a lo r  co m p re n ­
d id o  en  u n  dom in io  d e  a n c h u ra  A p'. D irem os q u e  en  e s te  es tad o  q t ie n e  
u n  v a lo r defin ido con  u n  e rro r  d e l o rd en  d e  Aq\ y q u e  asim ism o p  tie n e  u n  
v a lo r defin ido  con  u n  e rro r  de l o rd en  d e  A p'. E l p ro d u c to  d e  los dos 

e rro res  es

• Aquí, frecuencia quiere decir el recíproco de la longitud de onda. [N. del T.: 
Es decir, la palabra frecuencia se emplea aquí para designar el número de ondas.]



Es decir, cuanto mayor sea la precisión sobre una de las variables p o q 
tanto menor será la precisión sobre la otra> En un sistema con más de 
un grado de libertad la ecuación (56) se aplica por separado a cada uno.

La ecuación (56) se conoce con el nombre de principio de incertidumbre 
de Heisenberg. En ella se ve claramente el grado de limitación que existe 
en asignar simultáneaemnte valores numéricos en un estado particular a 
dos observables que, como las coordenadas canónicas conjugadas, no con­
mutan, y constituye un ejemplo claro de en qué sentido pueden ser incom­
patibles las medidas en mecánica cuántica. También nos indica por qué la 
mecánica clásica, que supone la posibilidad de asignar simultáneamente 
valores numéricos a todos los observables, es una aproximación válida 
cuando h se puede considerar suficientemente pequeña para ser despreciada. 
La ecuáción (56) solamente es válida en el caso más favorable de que el 
representante del estado sea de la forma de un paquete de ondas. Para 
otras formas de representante obtendríamos unos Aqf' y Ap' cuyo producto 
sería mayor que h.

El principio de incertidumbre de Heisenberg nos indica que en el límite, 
cuando una de las variables q o p esté completamente determinada, la otra 
estará completamente indeterminada. También podríamos haber llegado 
a este mismo resultado directamente a partir de la función de transforma­
ción <q'\p'>. Según dijimos al final de § 18, | <q'\p'> \^dq' es proporcional 
a la probabilidad de que q tenga un valor comprendido en el pequeño 
intervalo (q\ q' +  dq )̂ en el estado en que p tiene con certeza el valor p', 
y según (52) dicha probabilidad es independiente de q' para un dq' dado. 
Luego, si p tiene con toda seguridad el valor definido p', todos los valores 
de q son igualmente probables. Análogamente, si q tiene con toda seguridad 
un valor definido 9 ', todos los valores de p son igualmente probables.

Desde el punto de vista físico es evidente la imposibilidad de obtener 
un estado para el que sean igualmente probables todos los valores de 9  o 
todos los valores de p; en el primer caso debido a la limitación de espacio 
y en el segundo a la limitación de energía. Por lo tanto, en la práctica no 
se pueden realizar los autoestados de p y 9 . El argumento del final de § 12 
ya nos indicaba que no era posible realizar dichos estados basándose en 
que para ello sería necesaria una precisión infinita, y ahora hemos dado otro 
argumento que nos conduce a la misma conclusión.
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=  K  (56)

25. Operadores de traslación

Obtendremos nueva luz acerca del significado de algunas condiciones 
cuánticas tras haber estudiado los operadores de traslación. Estos opera­
dores aparecen en la teoría al considerar que el esquema dado en el capí­



tulo II, que relaciona los estados y las variables dinámicas, es esencialmente 
un esquema físico, y consiguientemente si existe una relación entre ciertos 
estados y variables dinámicas, trasladándolos todos del mismo modo (por 
ejemplo, trasladándolos en una magnitud 8x en la dirección del eje x de 
unas coordenadas cartesianas) los correspondientes estados y variables 
dinámicas trasladados tienen que seguir verificando la misma relación.

La traslación de un estado o de un observable son procesos perfecta­
mente definidos desde el punto de vista físico. En efecto, para trasladar un 
estado o un observable una distancia hx en la dirección del eje x, basta 
con trasladar todos los aparatos utilizados para preparar el estado o todos 
los aparatos utilizados para medir el observable en una distancia en 
dicha dirección. Los aparatos trasladados definirán el estado o el observable 
trasladado. La traslación de una variable dinámica ha de estar tan bien 
definida como la traslación de un observable, dada la estrecha relación 
matemática que existe entre variables dinámicas y observables. Un estado 
o una variable dinámica trasladados deben estar perfectamente definidos 
por el estado o la variable dinámica sin trasladar y la dirección y magnitud 
de la traslación.

En cambio, la traslación de un ket no está tan claramente definida. Si 
tomamos un cierto ket, éste representa un cierto estado que por traslación 
se convierte en un nuevo estado perfectamente definido; pero el nuevo 
estado no determina unívocamente al ket trasladado, sino únicamente su 
dirección. Para ayudar a determinar el ket trasladado podemos exigir que 
tenga la misma longitud que el ket sin trasladar, pero aún así sigue sin 
estar completamente determinado, y se le puede multiplicar por un factor 
de fase arbitrario. A primera vista podríamos pensar que cada ket trasla­
dado podría tener un factor de fase distinto, pero vamos a ver que tiene que 
ser el mismo para todos. Haremos uso de la regla según la cual las rela­
ciones de superposición entre estados han de ser invariantes frente a las 
traslaciones. Una relación de superposición entre estados se expresa mate­
máticamente por una ecuación lineal entre los kets que corresponden a 
dichos estados, como por ejemplo

|R> =  Ci|A> -f- C2|B>, (57)

donde Ci y C2 son números; y la invariancia de la relación de superposición 
se expresará diciendo que los estados trasladados han de corresponder a 
kets que satisfagan la misma ecuación lineal de antes — en nuestro ejemplo 
corresponderán a unos |ñd>, |Ad> y \Bdy que habrán de verificar

|ñd> =  Ci|Ad> +  C2\Bdy. (58)
Tomaremos como kets trasladados a éstos y no a éstos multiplicados por im 
factor de fase independiente para cada uno de ellos, en cuyo caso verifica­
rían una ecuación lineal con coeficientes Ci y C2 distintos. Ahora la única 
arbitrariedad en la elección de los kets trasladados es un único factor de 
fase arbitrario que puede multiplicar a todos.
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L a  cond ic ión  d e  q u e  las ecuac iones lineales e n tre  kets sean  in v a rian te s  
f re n te  a  las traslac iones, o sea, d e  q u e  si es v á lid a  u n a  ec u ac ió n  cu a lq u ie ra  
d e  la  fo rm a  (57) lo sea  ta m b ié n  su co rre sp o n d ien te  (58), significa q u e  los 
kets tras lad ad o s  son funciones lineales d e  los kets s ia  tra s la d a r  y  q u e , en  
consecuencia , c u a lq u ie r  k e t \Pdy es e l r e su lta d o  d e  a p lic a r  u n  c ie rto  o p e ra ­
d o r  lin ea l al co rre sp o n d ien te  k e t \Py no  tras lad a d o . E s  d ec ir ,

\Pd> =  D |P > , (59)

siendo  D u n  o p e ra d o r  lin ea l in d e p e n d ie n te  d e  |P> y  q u e  sólo d e p e n d e  d e  
la  traslac ión . E l  h ech o  d e  q u e  los kets  tra s la d a d o s  p u e d a n  se r m u ltip licad o s  

p o r  u n  fac to r  d e  fase  a rb itra rio  se  tra d u c e  e n  q u e  D e s té  in d e te rm in a d o  en  
u n  fac to r  n u m érico  a rb itra r io  d e  m ó d u lo  u n id a d .

H ab ie n d o  fijado los kets tra s lad a d o s  ta l  com o hem os hech o , y  en  conse­
cuencia , fijando ta m b ié n  los b ra s  tras lad ad o s  p o r  la  con d ic ió n  d e  q u e  sean  

los im ag inarios con jugados d e  los kets, p odem os afirm ar q u e  cu a lq u ie r  
ecu ac ió n  sim bólica e n tre  kets, b ra s  y  v a riab le s  d in ám icas tie n e  q u e  p e rm a ­
n e c e r  in v a rian te  cu an d o  tras lad am o s todos los sím bolos q u e  a p a re c e n  en 
ella , p u es  d ic h a  ecu ac ió n  tie n e  u n  significado físico q u e  n o  p u e d e  cam b ia r  
p o r  la  traslación .

T om em os com o e jem p lo  la  ecu ac ió n

<Q\P> =  c,

e n  la  q u e  c es u n  n ú m ero . E n to n c es  d e b e  verificarse

<Qd\Pd> = c <Q\Py, (60)

L a  co n ju g ad a  im ag in a ria  d e  (59), p o n ie n d o  Q e n  lu g a r  d e  P d a

<Qd\ =  < g |D .  (61)

D e  (60) ob ten em o s ah o ra

<Q\DD\P> =  < g |P > .

y  com o esto  es vá lido  p a r a  cu a le sq u ie ra  < ^ | y  |P>, re su lta

DD =  1, (62)

q u e  es u n a  cond ición  g en e ra l q u e  d e b e  sa tisfacer D .
C om o  segundo  ejem plo  considerem os la  ecuac ión .

v\P> =  |ñ > ,

s ien d o  v u n a  v a r ia b le  d in ám ica  cu a lq u ie ra . E n to n ces , si V4 re p re se n ta  la  
v a r ia b le  d in ám ica  tra s la d a d a , d e b e  verificarse

Vd\Pd\ =  \Rdy.

C o n  a y u d a  d e  (59) o b ten em o s
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v̂ \Fd> = D\R> = Dv\P> = DvD- \̂Pd>.

y com o \Pdy es u n  k e t cu a lq u ie ra , d e b e  ser

Va = D vD \  (63)

ecuación  q u e  in d ic a  q u e  e l o p e ra d o r  lin ea l D no sólo d e te rm in a  la  tra s la ­
ción d e  kets y  b ras , s ino  ta m b ié n  d e  las variab les d inám icas. N ó tese  q u e  e l 
fac to r num érico  a rb itra r io  d e  m ó d u lo  u n id a d  q u e  p u e d e  m u ltip lic a r  a  D  no  
afecta  a  t;¿, y  p o r  tan to , no  a fe c ta  tam p o co  la  v a lid ez  d e  (62).

P asem os a  co n s id era r  a h o ra  u n a  tras lac ió n  infin itesim al, es d ec ir , consi­
derem os u n a  tras lac ió n  8x en  la  d irecc ió n  d e l eje  x y h agam os q u e  Sx ->  0 . 
Por co n tin u id a d  física  hem os d e  su p o n e r q u e  e l k e t tra s la d a d o  \Pdy 
tien d e  a l k e t o rig in a l 1? > , y  asim ism o d ebem os su p o n er q u e  ex iste  e l lím ite

\Pd>-\P> D - 1 ,^^
l i m --------- -----------  =  l i m — ------ ]?>

Ello exige q u e  exista e l lím ite

l i m ( D  — l )/8 x (64)

T al lím ite  es u n  o p e ra d o r  lin ea l q u e  llam arem os el operador de traslación 
en la  d irecc ión  d e l eje x, y  lo rep rese n ta re m o s p o r d .̂ E l fac to r  n u m érico  e*̂  
con y  rea l q u e  p u e d e  m u ltip lica r  a  D t ien e  q u e  te n d e r  a  la  u n id a d  cu a n d o  
8x-> 0 , lo  q u e  in tro d u c e  u n a  a rb it ra r ie d a d  en  dj., q u e  p u e d e  ser su s titu id o  p o r

lim  {De*̂  —  1)/Sx =  lim  (D —  1 +  iy)/Bx = dg,-\- iâ ,

siendo a ,  el lím ite  d e  y / 8x. P o r ta n to , dj, co n tien e  u n  té rm in o  ad itivo  cons­
titu id o  p o r  u n  n ú m e ro  im ag inario  p u ro  arb itra rio .

P a ra  p eq u e ñ o s  8x,

D  =  1 +  8x (65)

S ustituyendo  esto  en  (62) re su lta

(1 +  S x d ,) ( l  +  Sxrf.) 1, 

q u e  d esp re c ia n d o  8x^ se re d u c e  a

lx{da, +  da,) — 0 .

L uego , dj, es u n  o p e ra d o r linea l im ag in a rio  puro . S u s titu y en d o  (65) e n  (63) 
y  d esp re c ia n d o  d e  n u ev o  Sx̂  re su lta

=  (1 -|- Sx da¡)v{l —  Bxda) t; +  8x(da, v —  v d )̂, (66)

q u e  d em u es tra  q u e

lim  (ü j —  ü)/Sx =duV  —  vdg. (67
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P a ra  d esc rib ir  u n  s is tem a d inám ico  c u a lq u ie ra  p o d em o s u ti l iz a r  las si­
g u ien tes  v a riab les  d in ám icas: las co o rd en ad as ca rtesian as x, t/, z d e l cen tro  
d e  g ra v e d a d  d e l sistem a, las com ponen tes  p^ d e l m o m en to  to ta l  d e l
sistem a, q u e  son las co o rd en ad as  canón icas co n ju g ad as resp e c tiv as  d e  

Vy y cu a le sq u ie ra  o tras va riab le s  d inám icas q u e  se an  necesa rias  p a ra  
d esc rib ir  los g rad o s d e  l ib e r ta d  in ternos. Si e l con jun to  d e  ap a ra to s  q u e  nos 
se rv ían  p a ra  m e d ir  x lo tras lad am o s u n a  d is tan c ia  &r e n  la  d irec c ió n  d e l 
eje X, m e d irá  x —  luego ,

Xd =  X — 8 x.

C o m p aran d o  es te  re su lta d o  con  (66 ) p a ra  v =  x o b ten em o s

da,x — xda, =  — 1 , (6 8 )

q u e  es la  re lac ió n  d e  co nm utac ión  e n tre  dj; y x. C o n  a rg u m e n to s  análogos 
veríam os q u e  y, z, px, py, p^, as í com o las va riab le s  d in ám icas  in te rn as , al 
no  e s ta r  a fec tad as  p o r  la  traslac ión , tie n e n  q u e  co n m u ta r  con  d®. C o m p a ­
ra n d o  estos resu ltad o s  con  (9) vem os q u e  iUda verifica ex a c tam e n te  las 
m ism as re laciones d e  con m u tac ió n  q u e  p ,̂. Su d iferen c ia , p^ —  HHdg, con­
m u ta  con  to d as  las va riab le s  d inám icas, y  p o r  ta n to  tie n e  q u e  ser u n  núm ero . 
D ich o  núm ero , q u e  es re a l n ecesa riam en te , p u es  px y ihda, son  am bos rea les, 
p u e d e  h ac e rse  ig u a l a  cero  e lig iendo  co n v e n ie n tem en te  el n ú m e ro  im a g i­
n a rio  p u ro  q u e  se p o d ía  su m a r a  d̂ . E n  ese  caso re su lta

Px =  iHdx, (69)

o sea, q u e  la componente x del momento lineal total del sistema es igual 
al operador de traslación d  ̂multiplicado por ifí.

É s te  es u n  re su lta d o  fu n d a m e n ta l q u e  d a  u n  n u ev o  sign ificado  a  los 
O peradores d e  traslación . A n á lo g am en te  llegam os a  conclu siones co rresp o n ­
d ie n tes  p a ra  y y z con los o p era d o re s  d e  traslac ió n  dy y d». L as  cond iciones 
cu án ticas  q u e  nos in d ican  q u e  p ,̂ py y p« co n m u tan  e n tre  sí p u e d e n  in te r ­
p re ta rs e  re lac io n án d o las  con el h ech o  d e  q u e  las tras lac io n es se g ú n  d ire c ­
ciones d istin tas son operac iones conm utab les .
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26. Transformaciones unitarias

S ea U u n  o p e ra d o r  lin ea l c u a lq u ie ra  q u e  te n g a  rec íp ro c o  y  consi­

derem os la  ecuac ión

a* =  U<xU-\ (70)

e n  la  q u e  a es u n  o p e ra d o r  lin ea l cu a lq u ie ra . E s ta  ecu ac ió n  p u e d e  consi­
d e ra rse  com o u n a  tran sfo rm ac ió n  q u e  a  c a d a  o p e ra d o r  lin ea l a  le  h ac e  
co rre sp o n d e r u n  o p e ra d o r  lin ea l ot*, y  e n  es te  sen tid o  t ie n e  p ro p ie d a d e s  
m u y  n o tab les . E n  p r im e r  lu g a r, to d o  a* tie n e  los m ism os au to v a lo re s  q u e



SU c o rre s p o n d ie n te  a ; p u e s  s i a ' e s  u n  a u to v a lo r  d e  «  y  !«'> e s  u n  a u to k e t 

p e r te n e c ie n te  a  é l, se  t ie n e

a\a'> =  a'|a'>
y , p o r  ta n to ,

a* í7 |a '>  =  U«U-W\<¡̂ > =  Ua\a'> =

q u e  d e m u e s tra  q u e  171«'> es u n  a u to k e t d e  a* p e r te n e c ie n te  a l m ism o 
au tovalo r i/ ;  y  an á lo g a m en te  p o d em o s v e r  q u e  to d o  au to v a lo r  d e  a*  es au to -  
valor d e  a. A dem ás, si consideram os d iversos a  q u e  e s té n  re la c io n ad o s  p o r  
ecuaciones a lg eb ra icas , y  los tran sfo rm am o s d e  a c u e rd o  con  (70), los co rres ­
p o n d ien tes  « ·  e s ta rá n  ligados p o r  las m ism as ecuac iones a lg eb ra icas . E s ta  
conclusión se b a s a  en  e l h ec h o  d e  q u e  los p rocesos a lgeb ra icos fu n d a m e n ­
tales d e  su m a y  m u ltip licac ió n  son in v a rian te s  f re n te  a  la  tra n s fo rm a ­
ción (70), se g ú n  in d ic a n  las s igu ien tes  ecuac iones:

(<x, + =  Ui<f̂  - f  ^2)17-1 ^  +  C7«  ̂U~̂  =

(«1 «2)· =  C7 «X «2 17-1 ^  Uâ = ge»«;
V eam os cu á l es la  co n d ic ió n  q u e  d eb e ríam o s im p o n e r  a  U p a r a  q u e

transfo rm ase  to d o  o p e ra d o r  a re a l e n  o tro  ta m b ié n  rea l. L a  ec u ac ió n  (70)

se p u e d e  esc rib ir
ct· [7 =  [7a. (71)

T om ando  el com plejo  con jugado  en  am bos m iem bros, d e  ac u e rd o  con  (5) 
d e  § 8 , si a  y  a*  son  rea les , se  t ie n e

Ü a "  =  aü. (72)

L a  ecuac ión  (71) d a
a « *  [7 =  ÜUa

y la  (72) d a
£7a»[7 =  aÜU.

L uego,
ÜUa = aÜU.

P or tan to , CU c o n m u ta  con  c u a lq u ie r  o p e ra d o r  lin ea l re a l y  e n  co n secu en ­
cia co im iu ta  ta m b ié n  con  cu a lq u ie r  o p e ra d o r  lineal, p u e s  to d o  o p e ra d o r
lin ea l s e  p u e d e  d esco m p o n er e n  u n o  re a l y  o tro  ta m b ié n  re a l  m u ltip lic a d o  
p o r i. L u ego , CU es im  n ú m ero . E v id e n te m e n te  es rea l, p u e s  d e  a c u e rd o  
con (5) d e  § 8, su  com plejo  co n ju g ad o  es ig u a l a  él; y  ad e m á s t ie n e  q u e  s c t  

u n  n ú m e ro  positivo , y a  q u e  p a r a  c u a lq u ie r  k e t  1P>, <P|Í7[7!P> es positivo , 
igual q u e  <P|P>. P odem os su p o n e r  q u e  es ig u a l a  u n o  s in  p é rd id a  d e  g e n e ­
ra lid ad  en  la  tran sfo rm ac ió n  (70). E n to n c es  tenem os

OU =  1. (73)

L a  e c u a c ió n  (73) es  e q u iv a le n te  a  c u a lq u ie ra  d e  é s ta s :

[7 =  Ü-\ O =  U -\ U-^Ü-  ̂ =  1 . (74)
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U n a  m a tr iz  o u n  o p e ra d o r  lin ea l U q u e  v erifique  (73) y  (74) se  d ic e  q u e  
es unitario, y  im a  tran sfo rm ac ió n  (70) con  U u n ita r io  s e  d ice  q u e  es u n a  
transformación unitaria. U n a  tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia  tran sfo rm a  o p erad o res  
lineales rea les en  o p era d o re s  lineales rea les  y  d e ja  in v a ria n te  cu a lq u ie r  
ecu ac ió n  a lg eb ra ica  e n tre  o p erad o res  lineales. P u e d e  co n s id e ra rse  q u e  ac tú a  
so b re  kets y  b ra s  seg ú n  las s ig u ien te s  ecuac iones

|P*> =  U\P>, <p*l =  <P\Ü =  <P\U-\ (75)

y  en tonces d e ja  in v a ria n te  ta m b ié n  c u a lq u ie r  ecu ac ió n  a lg e b ra ic a  e n tre  
o p erad o res  lineales, ke ts  y  b ras . T ra n sfo rm a  au to v ec to res  d e  a en  au to v ec ­
to res  d e  o*. D e  a q u í se  d e d u c e  fác ilm en te  q u e  tra n sfo rm a  o b se rv ab les  en  
o b servab les  y  q u e  d e ja  in v a ria n te  to d a  re lac ió n  fu n c io n a l e n t re  ob serv ab les  
b a s a d a  en  la  defin ición  g en e ra l d e  fu n c ió n  d a d a  en  § 11 .

L a  in v e rsa  d e  u n a  tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia  es a  su  v ez  u n a  tra n sfo rm a ­
ción u n ita r ia , p u e s  según  (74), si U es u n ita r io , U~̂  ta m b ié n  lo  es. A dem ás,
si rea lizam os dos tran sfo rm ac io n es u n ita r ia s  u n a  d e trá s  d e  o tra , el re su ltad o  
es u n a  te rc e ra  tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia , com o vam os a  v e r  se g u id am en te . 
S ean  (70) y

«t =  V a* V -i.

las dos tran sfo rm ac io n es u n ita r ias . L a  re lac ió n  e n tre  y  a, seg ú n  (42) 

d e  § 11 se rá  en to n ces
=  VUaU-W-^
=  (Vt7)of(VC7)-i (76)

P ero  VU es u n ita r ia , y a  q u e

VÜVU = ÜVVU =  Üf7 =  1,

luego , (76) es u n a  tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia .
L as transfo rm ac iones d e  tras lac ió n  d a d a s  en  la  secc ión  a n te r io r  cons­

ti tu y e n  u n  ejem plo  d e  tran sfo rm ac io n es u n ita r ias , p u e s  com o se ve, las 
ecuac iones (62) y  (63) c o rre sp o n d e n  a  (73) y  (70), y  la s  (59) y  (61) co rres­
p o n d e n  a  las ecuac iones (75).

E n  m ecán ica  c lásica p u e d e  h acerse  u n  cam bio  d e  co o rd e n ad a s  can ó ­
n icas y  p a sa r  d e  qr, pr (r =  1, . . . ,  n) a  u n  nuevo  con ju n to  d e  variab les  

9 *, P* (f =  I j ■■■, ” )> q u e  tie n e n  los m ism os P.B . e n t re  ellas q u e  las 
q y  p  , es decir, q u e  verifican  las ecu ac io n es (8 ) d e  § 21  p o n ie n d o  qr* y  p*  

e n  lu g a r  d e  las qr y Pr, y d e  ta l m odo  q u e  to d a  v a r ia b le  d in á m ic a  se p u e d e  
ex p re sa r  com o fu n c ió n  d e  las <7·  y p " ·  Se d ic e  q u e  las 9 ** y  p *  co n s tituyen  

o tro  con jun to  d e  co o rd en ad as  canón icas, y  e l cam b io  d e  co o rd e n ad a s  se 
llam a  transformación de contacto. P u e d e  co m p ro b a rse  fác ilm e n te  q u e  el 
P .B . d e  las va riab le s  «  y  ü  v ie n e  d a d o  e n  fu n c ió n  d e  las q* y p *  p o r  la 

m ism a fó rm u la  (1) d e  § 21 su s titu y e n d o  q y p p o r  q* y p “ , luego , los P.B. 

son  in v a rian te s  f re n te  a las tran sfo rm ac io n es d e  con tac to . E s to  se tra d u c e
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en  q u e  las n u ev as  co o rd en ad as  canón icas e s tán  en  p ie  d e  ig u a ld a d  con  las 
an tig u as p a ra  m u ch o s fines d e  la  te o ría  d in á m ic a  g en e ra l, si b ie n  Y Pr 
p u e d e  no  ser u n  co n ju n to  d e  co o rd e n ad a s  lag ran g ian as , sino ser funciones 
de  las co o rd en ad as  y  d e  las ve lo c id ad es lag rang ianas.

V am os a  d em o stra r  a h o ra  q u e  p a r a  u n  sis tem a d inám ico  d e  la  m e cá n ica  
c u á n tic a  q u e  te n g a  u n a  im ag en  clásica, las transformaciones unitarias de la 
teoría cuántica corresponden a las transformaciones de contacto de la teoría 
clásica. L as  tran sfo rm ac io n es u n ita r ia s  son  m ás genera les  q u e  las tra n s fo r ­
m aciones de  con tac to , p u e s  las p rim e ra s  se  p u e d e n  a p lic a r  a  sis tem as c u á n ­
ticos q u e  no te n g a n  im ag en  clásica, p e ro  p a r a  los sistem as d e  la  m e cá n ica  
cu án tica  q u e  se p u e d e n  d esc rib ir  en  fu n c ió n  d e  co o rd e n ad a s  canón icas  es 
vá lid a  la  ana log ía . P a ra  es tab lec e rla  veam os q u e  si ap licam os u n a  tra n s fo r ­
m ación  u n ita r ia  a  u n as  va riab le s  cuán tics  qr y  pr, o b ten em o s u n a s  n u ev as 
variab les q^ y p^ q u e  t ie n e n  los m ism os P.B ., p u es  los P.B . son  eq u iv a len te s  

a  las ecuac iones a lg eb ra icas  (9) d e  § 21, y  las ecuac iones a lg eb ria ca s  son 
invarian tes  f re n te  a  las tran sfo rm ac io n es u n ita rias . R e c íp ro cam en te , to d o  
con junto  d e  va riab le s  rea les  9 * y  p *  q u e  te n g a n  unos P.B . ig ua les  q u e  los 

co rrespond ien tes  a  co o rd en ad as  canón icas es tán  ligados a  las qr y pr p o r  u n a  
transfo rm ac ión  u n ita r ia , com o vam os a  v e r  a  con tinuac ión .

U tilizarem os la  re p re se n ta c ió n  d e  S ch röd inger, y  p a r a  a b re v ia r  e sc rib i­

rem os los kets básicos I9 ' · s im p lem en te  l^ ') .  C om o hem os su p u esto  

q u e  las y  p *  tien en  unos P.B . ig u a les  a  los q u e  co rre sp o n d e n  a  u n  con ­

jun to  d e  coo rd en ad as canón icas, p o d em o s e s tab lec er  p a ra  ellos u n a  r e p re ­
sen tac ión  d e  S ch rö d in g er en  la  q u e  c a d a  q^ sea d ia g o n a l y  en  la  q u e  

cad a  p ·  sea ig u a l a  — ifid/dq'^. L os kets básicos d e  es ta  s e g u n d a  re p re se n ­

tac ión  d e  S ch rö d in g er  se rán  q u e  p a ra  a b re v ia r  d e s ig n a re ­

mos In tro d u z ca m o s e l o p e ra d o r  lin ea l U defin ido  m e d ia n te  la  r e ­

lación

< q^W >  =  (77)

d o n d e  p a ra  ab rev ia r, 8(9 * ' —  9 O in d ica

8(9 -  -  q') =  8(7 · '  -  q'JHql' - q 'J . .  .Kq\' -  q'J. (78)

L a  ecuac ión  com pleja  co n ju g ad a  d e  (77) es

<9'lü|9-> ^  8(9"'-90 .
luego,^
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t  Utilizamos la notación abreviada de escribir un solo signo integral y para 
indicar una integración respecto a las variables 9?', <7?', ..., Esta abreviación se 
seguirá utilizando de aquí en adelante.



<9 ' | a i 7l7 ">  =  /  <q'\ü\q*'> dq*'<q*'\U\q">

= I  S(q> '-q')dq*'S(q*'-q")

= K q '-q "),
y p o r  tan to ,

ÜU =  1.

E n  consecuencia , 17 es u n  o p e ra d o r  un ita rio . T enem os ad e m á s q u e  

<q-'\q'U\q'> = q ^S iq - '-q ')

^ <q>'\Uqy> = B{q-'-q')q'^.

L os segundos m iem b ro s d e  am b as ecuac iones son  igua les  seg ú n  la  p ro p ie ­

d a d  (11) d e  § 15 d e  la  fu n c ió n  8, y  p o r  ta n to ,

qOU = Uq^

o b ie n
g ·  =  Uq U~K
* r * r

A dem ás, d e  (45) y  (46) re su lta

<q*'\p^U\q'> =  _ i f t ^ 8 ( 9 * ' _ 9 ' ) ,

<q*'\UprW> = m ^ 8 i q * ' - q ' ) .

L os segundos m iem bros d e  estas dos ecuac iones son e v id e n te m e n te  igua les , 
y, p o r  tan to ,

p»U = Up^

O b ie n

p · =  t/p , u-K

L u eg o , se verifican  to d a s  las cond iciones q u e  se ex igen  p a r a  q u e  la  tra n s ­
fo rm ación  sea  u n ita r ia .

P a ra  o b te n e r  u n a  tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia  in fin itesim al, tom em os U 
en  (70) d e  fo rm a  q u e  d ifie ra  d e  la  u n id a d  en  u n  infin itésim o. P ongam os

t7 =  1 +  fsF ,

d o n d e  e es u n  infin itésim o, y  su  cu a d ra d o  p u e d e  se r d esp re c ia d o . E n to n c es

=  1 — íeF .
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L a  cond ición  (73) o (74) d e  q u e  U se a  u n ita r io  ex ige q u e  F  sea  rea l. L a  
ecu ac ió n  d e  tran sfo rm ac ió n  (70) se tra d u c e  e n

a ·  =  ( l  +  te F )a ( l  —  ¿eF),

q u e  nos d a
a* —  a =  íe (F a —  qíF), (79)

E s ta  ecu ac ió n  se  p u e d e  esc rib ir  en  n o tac ió n  d e  P.B.

a * _ a  =  eft[a, F ] .  (80)

Si <x es u n a  co o rd e n a d a  canón ica , e s ta  ecuac ión  eq u iv a le  fo rm a lm e n te  a
u n a  tran sfo rm ac ió n  d e  co n tac to  in fin itesim al d e  la  m ecán ica  clásica.
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27. Ecuaciones del movimiento en imagen de Schrödinger

T o d o  n u es tro  desarro llo  d e sd e  el § 5  se  h a  lim itad o  a  co n s id e ra r  u n  solo 
in s tan te  d e  tiem po . H em os expuesto  e l e sq u em a  g en e ra l d e  las re laciones 
e n tre  estados y  v ariab les  d inám icas p a ra  u n  sis tem a d in ám ico  en  u n  in s ­
ta n te  d e  tiem po. P a ra  co m p le ta r  la  te o ría  d inám ica , hem os d e  co n s id e ra r  a 
su vez  la  conexión e n tre  d ife ren tes  in s tan te s  de  tiem po . C u a n d o  se lleva 
a  cabo  u n a  observac ión  d e l s is tem a d inám ico , su  es tad o  c a m b ia  d e  fo rm a 
im p red ic tib le , p e ro  e n tre  o b servac ión  y  observac ión  sigue h a b ie n d o  ca u sa ­

lid a d  tan to  en  m ecán ica  cu á n tic a  com o en  la  clásica, y  el s is tem a e s tá  
reg id o  p o r ecuac iones d e  m ovim ien to  q u e  h ac en  q u e  e l es tad o  en  u n  
c ierto  in s ta n te  d e te rm in e  el e s tad o  en  u n  in s ta n te  p o ste rio r. V am os a  e s tu ­
d ia r  a  co n tinuac ión  estas ecuac iones d e l m ovim ien to . Se a p lic a rá n  m ien tra»  
el sis tem a no  sea a lte ra d o  p o r  u n a  obse rv ac ió n  o u n  p roceso  análogo.*^ Su 
expresión  g en e ra l se p u e d e  d e d u c ir  d e l p r in c ip io  d e  su p e rp o sic ió n  de l 

cap ítu lo  I.
C onsiderem os u n  es tad o  d e  m o v im ien to  p a r tic u la r  d u ra n te  e l tiem p o  

e n  q u e  e l sis tem a p e rm a n e c e  in a lte rad o . E n  c a d a  in s ta n te  t e l e s tad o  co ­
r re sp o n d e rá  a  u n  c ierto  k e t q u e , en  consecuencia , d e p e n d e rá  d e  f  y  a l q u e  
p o d em o s des ig n ar lí>. C u a n d o  considerem os varios es tad o s d e  m ovim ien to , 
los d is tingu irem os unos d e  o tros añ ad ién d o les  o tros sím bolos, ta les  com o A, 
y  así escrib irem os e l k e t q u e  co rresp o n d e  a  im o d e  estos es tad o s e n  el 
tiem p o  t, \Aty. L a  ex igencia  d e  q u e  e l e s tad o  e n  u n  in s ta n te  d e te rm in e  

e l e s tad o  en  u n  in s ta n te  p o ste rio r, q u ie re  d ec ir  q u e  |A#o> d e te rm in a  |Aí> a 

m enos d e  u n  fa c to r  n um érico . E l p r in c ip io  d e  su p e rp o s id ó n  se  a p l ic a  a  d i ­
chos estados de^ m ov im ien to  d u ra n te  el tiem p o  en  q u e  e l s is tem a  p e rm a n e c e  
in a lte ra d o , y  d ic e  q u e  si tom am os u n a  re lac ió n  d e  su p e rp o sic ió n  v á lid a
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t La preparación de un estado es un proceso de este tipo. A menudo consiste en 
llevar a cato una observación y seleccionar el sistema cuando el resultado de la obser­
vación es con seguridad un cierto número prefijado.



p a ra  ciertos es tados en  e l tiem p o  to y q u e  d a  lu g a r  a  u n a  ecu ac ió n  lineal 
en tre  los co rresp o n d ien te s  kets, com o p o r  e jem plo

|Hío> =  Ci|Afo> +  C2\Bto>,

ello exige q u e  siga  s iendo  v á lid a  la  m ism a re lac ión  d e  su p e rp o sic ió n  e n tre  
los es tados d e  m ov im ien to  d u ra n te  to d o  el tiem p o  en  q u e  e l s is tem a p e rm a ­
nezca  in a lte rad o . P o r ta n to , d e b e  conduc irnos a  la  m ism a ec u ac ió n  e n tre  los 
kets co rresp o n d ien te s  a  d ichos es tados en  u n  in s ta n te  t (d en tro  d e l in te r ­
valo d e  tiem p o  en  q u e  no  h a y  a lteración), o sea, a la  ecu ac ió n

\Rt> = Ci\At> +  C2\Bt>,

siem pre q u e  e lijam o s d e  fo rm a co n v e n ie n te  los fac to re s  n u m érico s a r b i ­
tra rio s q u e  p u e d e n  n m ltip lic a r  a  estos^kets. D e  a q u í se s igue  q u e  los \Pty 
son funciones lineales d e  los |Pfo> y  q u e  c a d a  \Pt} es el re su lta d o  d e  ap lica r 

u n  c ie rto  o p e ra d o r  linea l a  |Pfo>* O  sea

\Pt> = T\Pto\ (1)

d o n d e  T  es u n  o p e ra d o r  lin ea l in d e p e n d ie n te  d e  P  y  d e p e n d ie n te  sólo 
d e  t (y to).

S upongam os ah o ra  q u e  c a d a  \Pty te n g a  la  m ism a lo n g itu d  q u e  e l co rres ­
p o n d ie n te  lFío>· N o s ie m p re  es p o sib le  escoger los fac to re s  num érico s 
a rb itra rio s  p o r  los cuales, seg ú n  hem os visto , d eb e n  ir  m u ltip lica d o s  los \Pty 
sin d es tru ir  la  d e p e n d e n c ia  lin ea l d e  los \Pty con  los |Pío>; de e s ta  fo rm a , 
la n u ev a  h ipó tesis  es d e  n a tu ra le z a  física, y  no u n a  sim p le  cu e s tió n  d e  
no tación . C o n s titu y e  u n a  g en e ra liza c ió n  de l p r in c ip io  d e  superposic ión . L a  

a rb itra r ie d a d  e n  |Fí> se co n v ierte  as í en  u n  sim ple fac to r  d e  fase  q u e , si se 

q u ie re  conservar la d e p e n d e n c ia  H neal d e  los \Pty co n  los (F ío), h a  d e  ser 
in d e p e n d ie n te  d e  F. D e  la  cond ic ión  d e  q u e  la  lo n g itu d  Ci\Pty +  C2\Qty 
sea ig u a l a  la  d e  CilFfo> +  C2\Qtoy p a ra  c u a le sq u ie ra  n ú m e ro s  com plejos 
Ci y C2, po d em o s d e d u c ir  q u e

<Qt\Pty =  <Qío|Ffo>. (2)

L a  conexión e n tre  los \Pty y los jFfo) es an á lo g a  fo rm a lm e n te  a  la  q u e  lig ab a  
los kets  tras lad ad o s  y  los n o  tra s lad a d o s  en  § 25, si b ie n  a h o ra  se  tr a ta  d e  
u n  p ro ceso  d e  tra s lac ió n  en  e l tiem p o  en  v ez  d e  e n  e l espac io . L as e c u a ­
ciones (1) y  (2) ju e g a n  e l p a p e l  d e  las ecuac iones (59) y  (60) d e  § 25. 
P odem os d esa rro lla r  las consecuenc ias d e  estas ecuac iones d e  la  m ism a 
m a n e ra  q u e  h ic im os en  § 25 y  d e d u c ir  q u e  T co n tien e  u n  fa c to r  n u m érico  
a rb itra rio  d e  m ó d u lo  u n id a d  y  verifica

TT =  1 , (3)

en  co rresp o n d en c ia  con  (62) d e  § 25; luego , T es unitario. P asam os a l caso
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in fin itesim al h ac ie n d o  í  ío y  su p o n ie n d o  p o r  c o n tin u id a d  física  q u e  existe 
e l lím ite

\Pt>-\Pto> 
l í m ----------------- ---

D ich o  lím ite  es la  d e r iv a d a  d e  lPío> re sp e c to  a  fo· S eg ú n  (1), e s to  e q u i­
v ale  a

(4)
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dto ( t ----to

ig u a l q u e  en  (64) d e  § 25, e l o p e ra d o r lím ite  q u e  a p a re c e  a q u í es u n  o p e ra ­
d o r linea l im ag inario  p u ro  y  es tá  in d e te rm in ad o  en  u n  n ú m ero  a rb itra rio  
ad itivo  im ag inario  p u ro . L lam an d o  H a  es te  o p e ra d o r lím ite  m u ltip licad o  
p o r  ih, o m ejo r H(to) y a  q u e  p u e d e  d e p e n d e r  d e  U, la  ecu ac ió n  (4) se 
transfo rm a, cu an d o  la  escrib im os p a ra  u n  t g eneral, en

d\Pt>
ih —------- =  H{t)\Pt>. (5)

dt

L a  ecuación  (5) expresa  la  ley  g en e ra l d e  v ariac ió n  con  el tiem p o  d e l ket 
co rresp o n d ien te  a l es tad o  en  u n  in s tan te  cu a lq u ie ra . E s L· ecuación del 
movimiento en imagen de Schrödinger, E n  e lla  ap a rec e  u n  o p e ra d o r  lineal 
re a l H(t), q u e  h a  d e  se r ca rac terís tico  d e l s is tem a d inám ico  e n  cuestión . 

S upondrem os q u e  U{t) es la energía total del sistema. Se p u e d e n  d a r  dos 
justificaciones d e  es ta  h ipó tesis , (i) l a  an a lo g ía  q u e  ex iste  con  la  m ecán ica  
clásica q u e  se rá  d e sa rro llad a  en  la  sección  próxim a, y  (ii) H (t) es ig u a l a  un . 
o p e ra d o r d e  tras lac ión  en  el tiem p o  m u ltip licad o  p o r  ih, sim ilar a  los o p e ­
rad o res  d e  traslac ión  en  las d irecciones x, j/, z d e  § 25, q u e  en  co rres­
p o n d en c ia  con  (69) d e  § 25 in d u c e  a  to m ar H{t) ig u a l a  la  e n e rg ía  to ta l, 
p u es  la  teo ría  d e  la  re la tiv id a d  s itú a  la  en e rg ía  en  la  m ism a re lac ió n  res ­
p e c to  a l tiem p o  q u e  el m o m en to  resp ec to  a  la  d istancia .

P o r  razones físicas, supondrem os q u e  la  en e rg ía  to ta l  d e  u n  sis tem a es 
s iem pre  u n  observab le . P a ra  u n  sistem a aislado  es tm a  co n s tan te  y  se 
p u e d e  escrib ir  H, M uchas veces, a u n q u e  n o  sea u n a  cons tan te , la  escrib i­
rem os s im p lem en te  H, so b reen ten d ien d o  su  d ep e n d en c ia  tem p o ra l. Si la 
e n e rg ía  d e p e n d e  d e  t, significa q u e  ac tú a n  fuerzas  ex ternas so b re  el sistem a. 
H a y  q u e  d is tin g u ir  e n tre  u n a  acción  d e  es te  tipo  y  u n a  a lte rac ió n  cau sad a  
p o r  u n  proceso  d e  observación , p u es  la  p r im e ra  es co m p atib le  con  la  cau sa ­
lid a d  y las ecuac iones de l m ovim ien to  y  la  seg u n d a  no.

P odem os es tab lecer u n a  re lación  e n tre  H(t) y  el T  d e  la  ecu ac ió n  (1). Así

dT
m ------- |P í,>  ::z H(t)T\Pto>.

dt



Como |Pío> puede ser un ket cualquiera, tenemos

dT
ih —  = H(t)T. (6 )

at

L a  ecu ac ió n  (5) t ien e  m u d ia  im p o rta n c ia  e n  p ro b lem as p rác tic o s , d o n d e , 
a  m a a u d o , se  u ti l iz a  u n id a  a  u n a  rep re se n ta c ió n . In tro d u c ie n d o  u n a  r e p re ­

se n tac ió n  m e d ia n te  u n  con ju n to  co m p le to  d e  ob se rv ab les  d ia g o n a le s  § 

q u e  co n m u tan , y  h a c ie n d o  <5 'lP í>  ig u a l a  ífr(5 'í), ten em o s, a l p a s a r  a  la  
n o ta c ió n  d e l k e t  s ta n d a rd ,

\pt> =

L a  ecuac ión  (5) se tran sfo rm a  en

= m m > ·  ĉ )
dt

L a  ecuación  (7) se  conoce con  e l n o m b re  d e  ecuación de onda de Schrö­
dinger, y  sus so luciones son  funciones de onda dependientes del
tiempo. C a d a  so lución  co rre sp o n d e  a  u n  e s ta d o  d e  m o v im ien to  d e l sis tem a, 
y  e l c u a d ra d o  d e  su  m ó d u lo  d a  la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  los ?  te n g a n  valo res

d e te rm in a d o s  en  u n  in s ta n te  t d ado . P a ra  los sistem as q u e  se  p u e d e n  d es ­
c r ib ir  m e d ia n te  u n  co n jun to  d e  co o rd en ad as  canón icas p o d em o s e leg ir  u n a  
rep rese n ta c ió n  d e  S ch rö d in g er  y  to m a r  en to n ces H com o u n  o p e ra d o r  d e  
de riv ac ió n  d e  ac u e rd o  con  (42) d e  § 22.
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28. Ecuaciones del movimiento en imagen de Heisenberg

E n  la  sección  p re c e d e n te  hem os es tab lec id o  u n a  im ag en  d e  los es tad o s 
d e  m ovim ien to  no  a lte rad o s , en  la  q u e  c a d a  u n o  d e  ellos co rre sp o n d ía  
a  u n  k e t  en  m ov im ien to , y  el e s tad o  en  u n  in s ta n te  c u a lq u ie ra  co rresp o n d ía  
el k e t  e n  d ich o  in s tan te . E s ta  d esc rip c ió n  se d es ig n a  imagen de Schrödinger. 
A plicarem os a  estos ke ts  la  tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia  q u e  h a c e  p a s a r  c a d a  

k e t  |a> a l
|a’ > =  T-^a>. (8 )

E s ta  tran sfo rm ac ió n  es d e  la  fo rm a  d a d a  p o r  (75) d e  § 26, con  p a r a  U, 
p e ro  depende del tiempo t, y a  q u e  T d e p e n d e  d e  t. L a  im ag en  d e  e s ta  

tran sfo rm ac ió n  es la  ap licac ió n  d e  u n  m ov im ien to  c o n tin u o  d e  to d o  e l 
espac io  d e  los kets  (q u e  consiste  en  ro tac io n es y  d efo rm ac iones un ifo rm es). 
U n  k e t  fijo in ic ia lm e n te  p a s a  a  es ta r  en  m ovim ien to , m o v im ien to  q u e  v ie n e  
d ad o  p o r  (8) con  |a> in d e p e n d ie n te  d e  t. E n  cam bio , u n  k e t  q u e  in ic ia l­
m e n te  e s ta b a  e n  m o v im ien to  s ig u ien d o  a  u n  e s tad o  d e  m ov im ien to  n o  a l te ­
rad o , o sea, m o v ién d o se  d e  a c u e rd o  con  la  ecuac ión  (1), p a s a  a  e s ta r  fijo,



y a  q u e  a l su s titu ir  |Pí> p o r  ja> e n  (8) ob ten em o s [a*> in d e p e n d ie n te  d e  t. 
De esta fo rm a, la transformación conduce al reposo los kets correspondien­
tes a los estados de movimiento no alterados.

D ebem os ap lica r  ta m b ié n  la  tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia  a  los b ra s  y  a  los 
operad o res  lineales, d e  fo rm a q u e  las ecuac iones e n tre  las d ive rsas ca n ti­
d ad e s  p e rm a n ez ca n  inv a rian te s . L a  tran sfo rm ac ió n  a p lic a d a  a  los b ra s  v iene 
d a d a  p o r  la  im ag in a ria  c o n ju g ad a  d e  (8), y  la  a p lic a d a  a  los o p erad o res  
lineales es tá  d a d a  p o r  (70) d e  § 26 con  p a ra  17, es dec ir,

a* =  T - ia T . (9)

U n o p e ra d o r  lin ea l q u e  in ic ia lm e n te  es tá  fijo se tran sfo rm a  e n  g e n e ra l en  
u n  o p e ra d o r linea l en  m ovim ien to . A hora  b ien , u n a  v a r ia b le  d in á m ic a  co­
r re sp o n d e  a  u n a  o p e ra d o r  linea l q u e  es tá  in ic ia lm en te  fijo (pues no  d e p e n d e  
d e  t d e  n in g u n a  form a), y  p o r  tan to , d espués d e  la  tran sfo rm ac ió n  le 

co rresp o n d e  u n  o p e ra d o r  lin ea l en  m ovim ien to . Así, la  tran sfo rm ac ió n  nos 
co n d u c e  a u n a  n u e v a  im ag en  d e l m ovim ien to , en  la  cu a l los es tados co rres ­
p o n d e n  a  vec to res  fijos y  las variab le s  d inám icas a  o p e ra d o re s  lineales en  
m ovim iento . E s ta  d esc rip c ió n  con s titu y e  la  imagen de Heisenberg.

L a  cond ición  física  d e l s is tem a d in ám ico  en  c u a lq u ie r  in s ta n te  im plica  
u n a  re lac ió n  e n tre  las v a riab le s  d inám icas y  el es tad o ; la  v a riac ió n  d e  la 
cond ic ión  fís ica  en  el tiem p o  p u e d e  ser a tr ib u id a  o b ie n  a  u n  ca m b io  en  el 
es tad o  m a n te n ie n d o  fijas las v a riab le s  d inám icas, q u e  nos lleva a la  im ag en  
d e  S ch röd inger, o b ie n  a  u n  cam bio  en  las variab le s  d in ám icas en  e l q u e  
p e rm a n ec en  fijos los estados, q u e  co n s titu y e  la  im ag en  d e  H e isen b e rg .

E n  la  im ag en  d e  H e ise n b e rg  h ay  ecuac iones d e  m ov im ien to  p a ra  las 
v ariab les  d inám icas. T om em os u n a  v a r ia b le  d in á m ic a  c o r r e s p o n d e n te  al 
o p e ra d o r  lin ea l fijo v en  la  im ag en  d e  S ch röd inger. E n  la  im a g e n  d e  H e ise n ­
b e rg  c o rre sp o n d e rá  a  u n  o p e ra d o r  lin ea l en  m o v im ien to  q u e  d e s ig n a re ­
m os Vt en  v ez  d e  ü* p a ra  p o n e r  d e  m anifiesto  su  d e p e n d e n c ia  d e  í, y  q u e  
v e n d rá  d ad o  p o r

ü, =  T-^vT (1 0 )
o b ie n

Tvt =  vT,

124 LAS ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

D eriv a n d o  resp e c to  a  t, ten em o s

dT dvt dT
V t+ T -—  ü-

dt dt dt 

C o n  la  a y u d a  d e  (6), re su lta

dvt
HTvt + iHT------- =  vHT

dt
o sea
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dOt
ih ------- - -  T-^vHT — T-^HTvt

dt
=  (11)

d o n d e
Ht = T-^HT. (1 2 )

L a  ecuac ión  (11) se p u e d e  e sc rib ir  en  n o ta c ió n  de P.B.

dvt
—  =  [v t ,  H t ] .  (13)
dt

L as ecuac iones (11) o (13) in d ican  cóm o v a r ía  con  el t ie m p o  c u a lq u ie r  
v a r ia b le  d in ám ica  en  la  im ag en  d e  H eisen b e rg , y  co n s titu y e n  las ecuacio­
nes del movimiento en imagen de Heisenberg. E stas  ecuac iones d e l m ov i­
m ien to  es tán  d e te rm in a d as  p o r  e l o p e ra d o r  lin ea l H q u e  a p a re c e  e n  las 
ecuac iones d e l m ov im ien to  en  im ag en  d e  S ch rö d in g er y  co rre sp o n d e  a  la  

en e rg ía  en  la  im ag en  d e  H eisen b e rg . A las va riab le s  d inám icas en  im ag en  
d e  H eisen b e rg , en  la  q u e  éstas v a ría n  con el tiem po , las den o m in arem o s 
variables dinámicas de Heisenberg, p a ra  d is tin g u irlas  d e  las v a riab le s  d in á ­
m icas fijas d e  la  im ag en  d e  S ch röd inger, q u e  llam arem os variables dinámi­
cas de Schrödinger. C a d a  v a r ia b le  d in á m ic a  d e  H e ise n b e rg  es tá  re lac io ­
n a d a  con  la  co rresp o n d ien te  v a r ia b le  d in á m ic a  d e  S ch rö d in g er a  trav és  d e  

la  ecuac ión  (10). C om o es ta  ecu ac ió n  es u n a  tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia , to d as  
las re laciones a lg eb ra icas  y  funciona les  son id én ticas  p a ra  las dos clases d e  
v ariab les  d inám icas. P a ra  t = to es T = : 1, d e  d o n d e  Vt̂  :=  ü, y  cu a lq u ie r  

v a ria b le  d in ám ica  d e  H e ise n b e rg  en  e l in s ta n te  to es ig u a l a  la  c o rre sp o n ­
d ie n te  v a ria b le  d in ám ica  d e  S ch röd inger.

L a  ecuac ión  (13) p u e d e  co m p ara rse  con la  m e cá n ica  clásica, d o n d e  ta m ­
b ié n  tenem os v ariab le s  d inám icas q u e  v a r ía n  con e l tiem po . L as ecuac iones 
d e l m ovim ien to  d e  la  m e cá n ica  c lásica se  p u e d e n  e sc rib ir  en  la  fo rm a  d e  
H am ilto n

dqr dH dpr dH

dt dpr  ̂ dt dqr *  ̂̂

d o n d e  las qr y las pr son  u n  con ju n to  d e  co o rd en ad as canón icas y  H  es la 
en e rg ía  ex p resad a  en  fu n c ió n  d e  ellas y  p o sib lem e n te  ta m b ié n  d e  t. L a  e n e r ­
g ía  ex p resad a  en  es ta  fo rm a  re c ib e  el n o m b re  d e  hamiltoniano. L as  e c u a ­
ciones (14) d an , p a ra  c u a lq u ie r  fu n c ió n  v d e  las qr y  las pr q u e  n o  co n ten g a  
exp líc itam en te  e l tie m p o  t,

dv ( dv dqr dv dpr

dt ~  dqr dt dpr dt
r dv dH dv dH \

^ P r  ^ P r  ^ 9  r j

=  [t^, H ] ,  (15)



seg ú n  la  defin ición  c lásica d e  P.B . d a d a  p o r  la  ecu ac ió n  (1) d e  § 21. E s ta  
ecu ac ió n  es d e  la  m ism a fo rm a  q u e  la  ecu ac ió n  (13) e n  la  te o ría  cu án tica . 
A sí hem os o b te n id o  u n a  an a lo g ía  en tre  las ecuac iones d e l m ov im ien to  
clásicas en  fo rm a  d e  H am ilto n  y  las ecuac iones d e l m o v im ien to  cu án ticas  
en  im ag en  d e  H eisen b e rg . E s ta  an a lo g ía  nos d a  im a  justificación  d e  la  
h ipó tesis  d e  q u e  el o p e ra d o r  lin ea l H in tro d u c id o  e n  la  secc ión  p re c e d e n te  
es la  en e rg ía  d e l sis tem a en  m e cá n ica  cuán tica .

E n  m e cá n ica  clásica, u n  s is tem a d inám ico  es tá  defin ido  m a te m á tic a ­
m e n te  cu an d o  conocem os e l  ham ilto n ian o , es d ec ir , c u a n d o  conocem os la  
en e rg ía  ex p resad a  com o fu n c ió n  d e  u n  co n jun to  d e  co o rd e n ad a s  canón icas, 
p u e s  ello es suficien te  p a r a  d e te rm in a r  las ecuac iones d e l m ov im ien to . E n  
m ecán ica  cu án tica , u n  s is tem a  d in ám ico  e s tá  defin ido  m a te m á tic a m e n te  
cu a n d o  conocem os la  e n e rg ía  ex p resad a  en  fu n c ió n  d e  v a ria b le s  d in ám icas 
cuyas re laciones d e  co n m u tac ió n  son  conocidas, p u es  ello  b a s ta  p a r a  d e te r ­
m in a r  las ecuac iones d e l m ov im ien to  ta n to  en  im ag en  d e  S ch rö d in g er  com o 
e n  im ag en  d e  H eisen b e rg . N ecesitam os ten er, o b ie n  H ex p resad o  en  

fu n c ió n  d e  las va riab le s  d e  S ch röd inger, b ie n  Ht ex p re sad o  e n  fu n c ió n  d e  
las co rresp o n d ien te s  va riab le s  d inám icas d e  H e isen b e rg , s ien d o  la  d e p e n ­
d en c ia  fu n cio n a l la  m ism a en  am bos casos. A la  en e rg ía  ex p re sa d a  e n  estos 
té rm inos la  den o m in arem o s hamiltoniano d e l s is tem a d in ám ico  e n  m ecán ica  
cuán tica , m a n ten ien d o  así la  an a lo g ía  con la  te o ría  clásica.

T o d o  s is tem a d e  la  m e cá n ica  c u á n tic a  tie n e  s ie m p re  u n  h am ilton iano , 
ta n to  sí es u n  s is tem a q u e  tie n e  aná logo  clásico y  se p u e d e  d e sc r ib ir  m e ­
d ia n te  u n  con jun to  d e  co o rd en ad as  canón icas com o si no  lo  es. P e ro  si el 
s is tem a tie n e  u n  aná logo  clásico, su  conexión con  la  m e cá n ica  c lásica  es 
p a r tic u la rm e n te  es trech a , y  p o r  lo g en e ra l se p u e d e  su p o n e r  q u e  e l h a m il­
ton ian o  es la  m ism a fu n c ió n  d e  las co o rd en ad as y  m o m en to s canón icos en  
la  te o r ía  cu á n tic a  q u e  en  la  te o ría  clásica.^ D e sd e  luego  esto  e n tra ñ a r ía  u n a  
d ificu ltad  si e l h am ilto n ian o  clásico c o m p re n d ie ra  u n  p ro d u c to  d e  fac to res  
cuyos análogos cuán ticos no  co n m u ta ran , y a  q u e  no  se  sa b r ía  en  q u é  o rd en  
p o n e r  estos fac to res en  el h am ilto n ian o  cuán tico , sin  em b arg o , es to  no  
o c u rre  p a ra  la  m ay o ría  d e  sistem as d inám icos e lem en ta les  cuyo  e s tu d io  
tie n e  im p o rta n c ia  en  fís ica  a tóm ica. E n  consecuencia , p o d em o s u tiliz a r  
am p lia m en te  el m ism o le n g u a je  p a ra  d esc rib ir  s istem as d inám icos e n  la  
te o ría  cu á n tic a  q u e  en  la  te o ría  c lásica (por ejem plo , re fe re r im o s  a  p a r t íc u ­
las con  m asas d ad a s  m o v iéndose  en  cam pos d e  fu e rz a  dados), y  d a d o  u n  
s is tem a en  m e cá n ica  clásica, en  genera l, podem os d a r  u n a  significación  d e  
‘e l m ism o’ s is tem a en  m e cá n ica  cuán tica .

L a  ecu ac ió n  (13) se verifica p a ra  cu a lq u ie r  fu n c ió n  Vt d e  las va riab le s  
d inám icas d e  H e ise n b e rg  q u e  n o  sea  fu n c ió n  ex p líc ita  d e l tiem p o , es dec ir .

t  Esta hipótesis ha tenido éxito en la práctica únicamente cuando se ha aplicado 
a coordenadas y momentos dinámicos referidos a un sistema de ejes cartesianos y no a 
coordenadas curvilíneas más generales.



p a r a  c u a lq u ie r  o p e ra d o r  lin ea l v q u e  en  lá  im ag en  d e  S ch rö d in g e r sea  
constan te . E sto  d e m u e s tra  q u e  u n a  ta l  fu n c ió n  Vt es c o n s tan te  si c o n m u ta  
con  Ht, o lo q u e  es lo  m ism o, si v co n m u ta  con  H. E n  e se  caso  ten em o s

V t =  Vt^ V ,

y dec im os q u e  Vt o v es u n a  constante del movimiento. E s  n ec esa rio  q u e  t> 
co n m u te  con H en  cu a lq u ie r  in s tan te , q u e  e n  g en e ra l sólo es p o s ib le  si H 
es co n stan te . E n  es te  caso  p o d em o s su s titu ir  H p o r  v e n  (13) y  d e d u c ir  
q u e  Ht es constante, lo cu a l d e m u e s tra  q u e  e l m ism o H es u n a  co n s tan te  
d e l  m ovim ien to . A sí p u es , si e l h am ilto n ian o  es co n s tan te  en  la  im a g e n  d e  
S chröd inger, ta m b ié n  lo es e n  la  im ag en  d e  H eisen b e rg .

P a ra  u n  s is tem a a is lad o  so b re  e l q u e  no  ac tú a n  fu erzas  ex terio res, s iem ­
p re  ex isten  a lg u n as  con s tan tes  d e l m ovim ien to . U n a  d e  e llas es la  en e rg ía  
to ta l o h am ilton iano . O tras , se  d e r iv a n  d e  la  te o ría  d e  traslac io n es d e  § 25. 
E s e v id en te  d e sd e  e l p u n to  d e  v is ta  físico, q u e  la  e n e rg ía  to ta l d e b e  p e rm a ­
n e c e r  in v a rian te  si to d as  las v a riab le s  d inám icas se tra s la d a n  d e  u n  m ism o 
m odo, y  p o r  ta n to , la  ecu ac ió n  (63) d e  § 25 d e b e  verificarse p a ra  v^ =  v =  H. 
Así pu es , D  c o n m u ta  con  H y es u n a  co n s tan te  d e l m ovim ien to . P asa n d o  
a l caso d e  u n a  tras lac ió n  in fin itesim al, vem os q u e  los o p e ra d o re s  d e  tra s la ­
ción dxy dy, dg son  constan tes  d e l m ov im ien to , y  p o r  lo  ta n to , se g ú n  (69) 
d e  § 25, el m o m en to  to ta l es u n a  co n s tan te  d e l m ovim ien to . A sim ism o, la  
en e rg ía  to ta l p e rm a n e c e rá  in v a rian te  si llevam os a  cab o  u n  g iro  d e  to d a s  
las variab le s  d inám icas. D e  ello  d ed u c irem o s en  § 35 q u e  e l m o m en to  
a n g u la r  to ta l es u n a  c o n s tan te  d e l m ovim ien to . Las leyes de conservación 
de energía, momento y momento angular son válidas también para un sis­
tema aislado en la imagen de Heisenberg en mecánica cuántica, igual que 
ocurría en mecánica clásica.

H em os d a d o  dos fo rm as d e  las ecuac iones d e l m o v im ien to  e n  m e cá n ica  

cu án tica . D e  ellas, la  d e  S ch rö d in g er es la  m ás em p le a d a  e n  p ro b lem as  
p rác tico s, p u es  d a  lu g a r  a  la s  ecuac iones m ás sencillas. L as  in có g n ita s  e n  la  
ecu ac ió n  d e  o n d a  d e  S ch rö d in g er  son  los nú m ero s q u e  co n s titu y e n  e l r e p r e ­
se n ta n te  d e  u n  k e t, m ien tra s  q u e  la  ecu ac ió n  d e l m o v im ien to  d e  H e ise n b e rg  
p a ra  u n a  v a r ia b le  d inám ica , si se  p ro y e c ta  so b re  u n a  rep rese n ta c ió n , t ie n e  
com o incógn itas los n ú m ero s q u e  co n s titu y e n  e l r e p re se n ta n te  d e  la  v a r ia b le  
d inám ica. Los ú ltim os son m u c h o  m ás num erosos y , p o r  lo  ta n to , m ás d if í ­
ciles d e  ca lcu la r q u e  las incó g n ita s  d e  S ch röd inger. E l  v a lo r  d e  las e c u a ­
ciones d e l m ovim ien to  en  im ag en  d e  H e ise n b e rg  e s tr ib a  en  q u e  nos p ro p o r ­
c ionan  u n a  an a lo g ía  in m e d ia ta  con  la  m e cá n ica  clásica , q u e  nos p e rm ite  
v e r  cóm o se p u e d e n  tra d u c ir  a  la  te o ría  cu á n tic a  las d ive rsas  c a ra c te r ís ­
ticas d e  la  te o ría  clásica, ta les com o las leyes d e  co nservac ión  a  las q u e  
hem os a lu d id o  an tes.
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29. Estados estacionarios

V am os a  co n s id era r  a q u í sistem as d inám icos cu y a  en e rg ía  p e rm a n e c e  
constan te . P a ra  es te  caso son  vá lidas  a lg u n as re lac iones esp ec ia lm en te  sen ­
cillas. Se p u e d e  in te g ra r   ̂ la  ecuac ión  (6 ), y  te n ien d o  e n  c u e n ta  la  cond ición  
in ic ia l d e  q u e  T = 1 p a r a  t = to, d a

E s te  re su lta d o  su s titu id o  en  (1) d a

\Pt> = e-̂ ^<*-̂ o)/̂ \PtQŷ  (16)

q u e  es la  in te g ra l d e  la  ecu ac ió n  d e l m ov im ien to  d e  S ch rö d in g er, y  su s titu i­
do en  (10) d a

Vt =  (17)

q u e  es la  in teg ra l d e  la  ecu ac ió n  d e l m ovim ien to  d e  H e ise n b e rg  (11), sien ­
do Ht ig u a l a  H . H em os o b te n id o  así fác ilm en te  so luciones d e  las ecu ac io ­
nes d e l  m ovim iento . S in em bargo , estas so luciones no  tie n e n  m u c h o  va lo r 
p rá c tic o  d eb id o  a  la  d ificu ltad  q u e  lleva consigo e l cá lcu lo  d e l o p e ra d o r  

a  m enos q u e  H sea p a r tic u la rm e n te  sim ple, y  g en e ra lm en te  
p a ra  ap licaciones p rác tic a s  es necesario  vo lver a co n s id era r  la  ecu ac ió n  d e  
o n d a  d e  S chröd inger.

C onsiderem os u n  estado d e  m ovim ien to  q u e  en  e l in s ta n te  to sea  u n  
au to es tad o  d e  la  energ ía . E l k e t |Fío> q u e  le  co rresp o n d e  en  d icho  in s ta n te  
se rá  u n  au to k e t d e  H. Si H' es e l au to v a lo r  al q u e  p e r te n e c e , la  ec u a ­
ción  (16) d a

\Pt> =  e-̂ '̂̂ *-̂ oUn\Pto>,

q u e  in d ica  q u e  \Pty d ifiere d e  |Ffo> ta n  sólo en  un  fac to r  d e  fase . P o r  tan to , 
e l es tad o  c o n tin ú a  s iendo  s iem p re  u n  au to es tad o  d e  la  en e rg ía , y  adem ás 
no v a r ía  con el tiem po , p u es to  q u e  la  d irecc ió n  d e  |Fí> no  v a r ía  con  el 
tiem po . E stos es tados se d en o m in an  estados estacionarios. L a  p ro b a b il id a d  
d e  o b te n e r  cu a lq u ie r  re su lta d o  p a r t ic u la r  en  u n a  o b servac ión  d e  él es in d e ­
p e n d ie n te  d e l tiem p o  en  q u e  se  llev a  a cabo  la obse rvac ión . T en ien d o  en  
c u e n ta  n u e s tra  h ip ó tesis  d e  q u e  la  en e rg ía  es u n  obse rv ab le , vem os q u e  
h a y  suficientes es tados es tac ionario s p a r a  q u e  u n  e s tad o  a rb itra r io  sea 

d e p e n d ie n te  d e  ellos.
L a  función  d e  o n d a  ^ ( 5 0  d e p e n d ie n te  d e l tiem po , q u e  re p re se n ta  u n  

es tad o  estac ionario  d e  en e rg ía  H\ v a r ia rá  con  e l tiem p o  d e  a c u e rd o  con

m )  =  (18)
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t  La integración se puede efectuar como si H fuese una variable algebraica ordi- 
ia en vez de un operador lineal, porque en la operación no hay ninguna cantidad
I T\r\. T-T

nana
que no conmute con H.



y la  ecuac ión  d e  o n d a  d e  S ch rö d in g er  (7) se re d u c e  p a ra  e lla  a

H V o> =  H ^o> . (19)

E s ta  ecuac ión  afirm a sim p lem en te  q u e  el e s tado  re p re se n ta d o  p o r  es u n  
au to es tad o  d e  H. A u n a  fu n c ió n  i/tq q u e  sa tisfaga (19) le  llam arem o s au to -  
función  d e  H p e r te n e c ie n te  al au to v a io r H'.

E n  la im agen  d e  H eisen b e rg , los es tados es tac ionario s co rresp o n d e n  a 

au tovec to res  fijos d e  la en e rg ía . P odem os es tab lec e r  u n a  re p re se n ta c ió n  en  
la cua l todos los vec to res básicos sean  au to v ec to res  d e  l a  en e rg ía  y  q u e , en 
consecuencia, c o rre sp o n d a n  a es tados estac ionarios en  la  im ag en  d e  H e ise n ­
berg . A esta  rep re se n ta c ió n  la  den o m in arem o s representación de Heisenberg. 
E l p r im e r  m ode lo  de  m ecán ica  c u á n tic a  id e a d o  p o r  H e ise n b e rg  en  1925 

es tab a  exp resado  en  u n a  rep rese n ta c ió n  d e  es te  tipo. L a  e n e rg ía  es d ia g o ­
na l en  d ich a  rep rese n ta c ió n . C u a lq u ie r  o tra  v a r ia b le  d in á m ic a  d iag o n al
d e b e  co n m u ta r  con la  en e rg ía , y p o r  tan to , es u n a  co n s tan te  d e l m ovim ien to .

E l p ro b lem a  d e  es tab lec e r  u n a  rep rese n ta c ió n  d e  H e ise n b e rg  se re d u c e  
en tonces a l p ro b le m a  d e  e n c o n tra r  u n  co n ju n to  com ple to  d e  o b se rv ab les  

q u e  co n m u tan , ca d a  u n o  d e  los cua les es u n a  co n s tan te  d e l m ov im ien to , y 
después d iag o n a liza r estos observab les . L a  en e rg ía  d e b e  se r u n a  fu n c ió n  
d e  estos ob serv ab les  según  e l te o re m a  2 d e  § 19. A lgunas veces es co n v e ­

n ie n te  to m ar la  m ism a en e rg ía  com o u n o  d e  ellos.
D esignem os con a el con ju n to  com ple to  d e  o b servab les  q u e  co n m u tan  

en u n a  rep rese n ta c ió n  d e  H e isen b e rg , con  lo q u e  los v ec to res  básicos se 
escrib irán  <a"|, (a">. L a  en e rg ía  es u n a  fu nción  d e  estos o b se rv ab les  o 

sea H =  H (a). D e  (17) o b tenem os

=  e ' < a > l a " > ,  (2 0 )

d o n d e  H' — / / ( a ')  y H" =  H (a"). E l fac to r  <a'|üla"> q u e  a p a re c e  en  el 
segundo  m iem b ro  es in d e p e n d ie n te  d e  f, y  es u n  e lem en to  d e  la  m a tr iz  
q u e  re p re se n ta  a l o p e ra d o r  lin ea l fijo v. L a  fó rm u la  (20) m u e s tra  cóm o 
varían  con el tiem p o  los e lem en tos d e  m a tr iz  d e  H e ise n b e rg  d e  c u a lq u ie r  

v a riab le  d in ám ica  de  H e isen b e rg , y  h a c e  q u e  Vt sa tis fag a  la  ecu ac ió n  del 
m ovim iento  (11), com o p u e d e  c o m p ro b a rse  fác ilm en te . L a  v ariac ió n  d a d a  
p o r (20) es s im p lem en te  p e r ió d ic a  con u n a  fre cu e n c ia

\H' — H"\/2%fi =  \H' — H'VK  (21)

q u e  sólo d e p e n d e  d e  la d ife ren c ia  d e  en e rg ías  e n tre  los dos es tad o s a  los 
q u e  se refiere el e lem en to  d e  m atriz . E s te  re su ltad o  es tá  ín t im a m e n te  lig ad o  
a la  ley  d e  com b in ac ió n  d e  la  e sp ec tro sco p ia  y  a la  con d ic ió n  d e  B o h r d e  
las frecuencias, según  la  cu a l (21) es la  fre cu e n c ia  d e  la  ra d ia c ió n  e lec tro ­
m ag n ética  em itid a  o ab so rb id a  cu a n d o  el sis tem a e fe c tú a  u n a  transic ión
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e n tre  dos es tados es tac ionario s a ' y  or", ba jo  la  in fluencia  d e  u n a  rad iac ió n , 
siendo  los au tovalo res  d e  H los n iveles de  en e rg ía  d e  B ohr. E s ta s  cuestiones 
se rán  tra ta d a s  en  S 45.
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30. La partícula libre

L a  ap licac ión  fu n d a m e n ta l m ás sencilla  d e  la  m ecán ica  cu á n tic a  consiste 
en  co n s id era r  u n  s is tem a fo rm ad o  s im p lem en te  p o r  u n a  p a r t íc u la  lib re , 
o sea, u n a  p a r tíc u la  no  so m etid a  a  n in g u n a  fuerza . U tiliza rem os com o v a ­
r iab les  d inám icas las tres  co o rd en ad as  ca rtesianas, x, y, z y sus m om en tos 
con jugados px, py, p¿. E l h am ilto n ian o  es ig u a l a la  en e rg ía  c in é tica  d e  la 
p a r tíc u la , es dec ir,

H ^  ^ ( p ^  + p  ̂+ f )  (22)
2m  ̂ ^

d e  ac u erd o  con  la  m e cá n ica  d e  N ew ton , s iendo  m la  m asa. E s ta  fó rm u la  
es v á lid a  ú n ic a m e n te  si la  v e lo c id a d  d e  la  p a r tíc u la  es p e q u e ñ a  c o m p arad a  
con c, v e lo c id a d  d e  la  luz. P a ra  u n a  p a r t íc u la  q u e  se  m u e v e  con  g ran  v e lo ­
c id ad , caso q u e  se p re se n ta  a  m e n u d o  en  la  te o ría  a tóm ica, (22) d e b e  ser 

re e m p la z a d a  p o r  la  fó rm u la  re la tiv is ta

H =  c(m2c2 +  p2 ^  p2 ^  p y .  (23)

P a ra  p eq u e ñ o s  valores d e  px, py y ps, (23) se co n v ie rte  en  (22) salvo el 
té rm in o  co n s tan te  mc  ̂ q u e  co rresp o n d e  a  la  en e rg ía  en  rep o so  d e  la  p a r-  
tíc u la  en  la  te o ría  d e  la  re la tiv id ad , y  q u e  n o  in fluye e n  la ecu ac ió n  de l 
m ovim iento . L as fó rm u las  (22) y  (23) se p u e d e n  tra d u c ir  d ire c ta m e n te  a la  
te o ría  cu án tica , so b re e n te n d ié n d o se  q u e  la  ra íz  c u a d ra d a  q u e  ap a rec e  
en  (23) es la  ra íz  c u a d ra d a  p o sitiv a  d efin ida  a l final d e  § 11. E l té rm in o  
co n s tan te  mc  ̂ en  q u e  difiere (23) d e  (22) p a r a  p e q u e ñ o s  va lo res  d e  px, py, p , 
no  p u e d e  te n e r  efec to  físico  a lguno , p u e s  e l h am ilto n ian o  en  la  te o ría  c u á n ­
tica , ta l  com o lo hem os in tro d u c id o  en  § 27, es tá  in d e te rm in a d o  en  u n a  

co n s tan te  re a l ad itiva .
A q u í em p learem os la  fó rm u la  m ás exac ta  (23). R eso lverem os en  p rim e r 

lu g a r las ecuac iones d e l m ov im ien to  d e  H e isen b e rg . S egún  las cond iciones 
cu án ticas  (9) d e  § 21, p  ̂ c o n m u ta  con  py y pz, y p o r  tan to , se g ú n  el te o re ­
m a  1 d e  § 19 ex ten d id o  a  u n  co n jun to  d e  ob serv ab les  q u e  co n m u tan , px con ­
m u ta  con  cu a lq u ie r  fu n c ió n  d e  p ,̂ py y y  p o r  ta n to , con  H . L u e g o  p ,  
es u n a  co n s tan te  d e l m ovim ien to . A n á lo g a m e n te  py y pz son  ta m b ié n  cons­
ta n te s  d e l m ovim ien to . E sto s  resu ltad o s  son los m ism os q u e  e n  la  te o ría  
clásica. P o r o tra  p a r te , la  ecuac ión  d e l m ov im ien to  p a ra  u n a  co o rd e n ad a , 
p o r  ejem plo  Xu según  (11), es



dxt
iñxt =  “  X c(m 2c2-l-p2^ p 2_^p2j j —  c(m^c -̂{-p -̂\-p -̂{-p^yx .̂

P odem os ca lcu la r el seg im do  m iem b ro  m e d ia n te  la  fó rm u la  (31) d e  § 22  
c a m b ian d o  los p ap e le s  respectivos d e  las co o rd en ad as y  d e  los m om en tos, 
d e  fo rm a  q u e  se  te n g a

qrf — fqr =  mef/dpr, (24)

siendo f  u n a  fu n c ió n  d e  las pr. E sto  d a

d ĉ pxXt - -----c(m2c2 -I- p2 _|_ p2 ^  p2)J -
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8 p ^  * » » H  ((2 5 )

ĈPy ĈPz
A n álogam en te  yt — -------, =  -------·

H H

L a  m a g n itu d  d e  la  v e lo c id a d  es

i; =  (¿2 +  1/2 +  ¿2)i =  +  P ^)V H . (26)

L as ecuac iones (25) y  (26) son ex ac tam en te  las m ism as q u e  en  la  te o ría  

clásica.
C onsiderem os u n  es tad o  q u e  sea a u to es tad o  d e  los m om en tos p e r te ­

n ec ien te  a  los au tovalo res  p ' , p ' , p ' . E s te  e s tad o  tie n e  q u e  se r im  au to -

estado  d e l h am ilto n ian o  p e r te n e c ie n te  a l au to v a io r

H' =  c(m2c2 4 - +  p'2 +  p y ,  (27)

y  será p o r  ta n to  u n  es tad o  es tac ionario . Los valores posib les d e  H' son todos 
los núm eros d e sd e  mc  ̂ a  oo, com o en  la  te o ría  clásica. L a  fu n c ió n  d e  o n d a  
^{xyz), q u e  re p re se n ta  este  e s tad o  en  u n  in s tan te  c u a lq u ie ra  en  la  r e p re ­
sen tación  d e  S ch rö d in g er, d e b e  sa tisfacer

di¡r(xyz)
py{xyz)> =  p^{xyz)y =  — ifi------ —------- >,

con ecuaciones aná logas p a ra  py y  p^. E sta s  ecuac iones in d ican  q u e  ^{xyz) 
es d e  la  fo rm a

i/f(xyz) =  (28)

donde q es in d e p e n d ie n te  d e  x, y, z. D e  (18) re su lta  q u e  la  fu n c ió n  d e  o n d a  
ip{xyzi) d e p e n d ie n te  d e l tiem p o  es d e  la  fo rm a

i¡f{xyzt) — y (29)

donde flo es in d e p e n d ie n te  d e  x, y, z y t.
L a  función  (29) áe x, y, z y t re p re se n ta  ondas p la n as  en  el espac io -



tiem po. Vem os, a la  luz  d e  es te  e jem plo , la conven iencia  d e  los té rm inos 
'lu n c ió n  d e  o n d a ' y  'ecu ac ió n  d e  o n d a .  L a  f recu en c ia  d e  las on d as es

V =  H7K (30)
y  su lo n g itu d  de  o n d a  es

X =  /i/(p '^  +  p '2 +  p y  == h/F, (31)

d o n d e  P ' es la lo n g itu d  d e l vec to r ( p ' , p ' , p ' ), y el m o v im ien to  tien e  lu g a r 

en  la  d irección  d e l v ec to r {p', p' t p ') con la  v e lo c id ad

Xv =  H 7 P ' =  cV ü ', (32)

d o n d e  v' es la  v e lo c id a d  d e  la  p a r tíc u la  co rre sp o n d ien te  a l m o m en to  
(p ' , p \  p ') d a d a  p o r  la  fó rm u la  (26). E s fác il v e r  q u e  las ecuac iones (30), 

(31) y  (32) se verifican  en  todos los sistem as d e  re fe ren c ia  d e  L o re n tz , p u es  
d e  hecho , la  expresión  d e l seg u n d o  m iem b ro  de (29) es u n  in v a ria n te  re la ­
tiv ista , siendo  p ' , p ' , p '  y  H' las co m p o n en te s  d e  u n  c u a d riv ec to r . E stas  

p ro p ie d a d e s  d e  in v a rian c ia  re la tiv is ta  c o n d u je ran  a  d e  B roglie, an tes  d e l 
d escu b rim ie n to  d e  la  m e cá n ica  cu án tica , a p o s tu la r  la  ex istencia  d e  ondas 
d e  la  fo rm a (29) asociadas a l m ov im ien to  de  cu a lq u ie r  p a r tíc u la . Se cono ­
cen  p o r  ta n to  com o ondas de de Broglie.

E n  el caso lím ite  c u a n d o  se h a c e  te n d e r  la  m asa  m a  cero, la  v e lo c id a d  
clásica  V d e  la  p a r tíc u la  se h ac e  igua l a  c, y  p o r ta n to , seg ú n  (32), la  ve lo ­
c id a d  d e  la  o n d a  ta m b ié n  se h ace  c. L as o ndas son sem ejan tes  en to n ces a  
las on d as lum inosas asoc iadas a  u n  fo tón , con la  d ife re n c ia  d e  q u e  no  con ­
t ien en  in fo rm ac ión  a lg u n a  sob re  la po la rizac ión , y  q u e  llev an  consigo  u n  
exponencia l com plejo  en  v ez  d e  senos y  cosenos. L as fó rm u las  (30) y  (31) 
s iguen  siendo  vá lidas  y  re la c io n an  la  f re cu e n c ia  d e  las on d as lum inosas 
con la  en e rg ía  d e l fo tón  y  la  lo n g itu d  de  o n d a  de las on d as lum inosas con 
el m om en to  d e l fo tón.

P a ra  el es tad o  re p re se n ta n d o  p o r  (29), la  p ro b a b il id a d  d e  e n c o n tra r  la 
p a r tíc u la  en  cu a lq u ie r  p e q u e ñ o  v o lum en  cu an d o  se  llev a  a  cab o  im a  o b se r ­
vac ión  de su posic ión  es in d e p e n d ie n te  d e l lu g a r en  q u e  se e n c u e n tra  el 
vo lum en . E sto  p ro p o rc io n a  u n  ejem plo  del p rin c ip io  d e  in c e r tid u m b re  d e  
H eisen b e rg , y a  q u e  se  tr a ta  d e  u n  es tad o  p a ra  el cua l el m o m en to  e s tá  d ad o  
con to d a  ex a c titu d  y p a ra  el cual, en  consecuencia , la  posic ión  es tá  co m p le ­
ta m e n te  in d e te rm in ad a . U n ta l e s tado  es, d e sd e  luego , u n  caso lím ite  q u e  
no o cu rre  n u n c a  en  la  p rác tic a . Los es tados q u e  c o m ú n m e n te  en co n tram o s 
en  la  p rá c tic a  son los re p re se n ta d o s  p o r p a q u e te s  d e  ondas, q u e  se p u e d e n  
co n s tru ir  p o r  la  sup e rp o sic ió n  d e  u n  con ju n to  d e  o n d as  d e l tip o  (29) p e r te ­
n ec ien tes  a  valo res lig e ra m e n te  d ife ren te s  d e  ( p ' , p ' , p ' ), com o vim os en  

§ 24. L a  fó rm u la  o rd in a r ia  en  h id ro d in á m ic a  d e  la  v e lo c id a d  d e  u n  ta l 
p a q u e te  de  ondas, es dec ir, la  velocidad de grupo d e  las ondas, es

dv
----------  (33)
d (l/X )
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que, según  (30) y  (31), d a

dH' d c2? '
=  c -------{m?ĉ  +  F'^)i ------- =  ü '. (34)

d P ' dP' H'

É sta  es p rec isam en te  la  v e lo c id ad  d e  la  p a rtícu la . E l p a q u e te  d e  o n d as  se 
m ueve en  la m ism a d irecc ión  y  con la m ism a ve lo c id ad  q u e  la  p a r tíc u la  
en  m ecán ica  clásica.

31, Movimiento de paquetes de ondas

E l ú ltim o  re su ltad o  q u e  hem os d ed u c id o  p a ra  u n a  p a r tíc u la  lib re  cons­
tituye u n  e jem plo  d e  u n  p r in c ip io  m ás general. P a ra  to d o  s is tem a con 
análogo clásico, los es tados p a ra  los q u e  la m ecán ica  c lásica  co n s titu y e  u n a  
aproxim ación  v á lid a  es tán  re p re se n ta d o s  en  m ecán ica  cu á n tic a  p o r  p a q u e ­
tes d e  ondas, p a ra  los cuales to d as las co o rd en ad as y m om en tos tien en  
ap ro x im ad am en te  valores num éricos de term in ad o s, cuyo  g rad o  d e  d e te r ­
m inación  v iene lim itad o  p o r el p rin c ip io  d e  in c e r tid u m b re  d e  H eisen b e rg . 
P ero  la  ecuac ión  d e  S ch rö d in g er  d e te rm in a  cóm o v a r ía n  con el tiem p o  
dichos p a q u e te s  d e  ondas, y  p a ra  q u e  la  m ecán ica  clásica siga  s iendo  u n a  
descripción  v á lid a  es necesario  q u e  el p a q u e te  de  o n d as conserve la fo rm a  
d e  p a q u e te  d e  ondas y  q u e  se m u ev a  según  las leyes d e  la d in á m ic a  clásica. 
V am os a  co m p ro b a r q u e  es así.

S ea u n  s is tem a d inám ico  q u e  te n g a  u n  aná logo  clásico, y  sea H{qr, pt) 
(f =  1, 2, . .. ,  n) su ham ilto n ian o . E l s is tem a d inám ico  clásico  co rre sp o n ­

d ien te  te n d rá  el h am ilto n ian o  Hc(qr, Pr) q u e  se o b tie n e  su s titu y e n d o  las 
qr y Pr d e  H{qr, pr) p o r  variab le s  a lg eb ra icas  o rd in aria s  y  h a c ie n d o  q u e  
Ä O si es q u e  in te rv ien e  en  H(qr, pr)* E s ev id en te  q u e  el h am ilto n ian o  c lá ­
sico He h a  d e  ser u n a  fu nción  re a l d e  sus variab les. G e n e ra lm e n te  es u n a  
función  c u a d rá tic a  re sp e c to  a los m om entos pr p e ro  no s iem p re  (la te o ría  
re la tiv is ta  d e  u n a  p a r tíc u la  lib re  es u n  e jem plo  de  ello). L a  d em o strac ió n  
q u e  vam os a d a r  a co n tin u ac ió n  es v á lid a  p a ra  c u a lq u ie r  fu n ció n  a lg eb ra ica  

Hf. d e  las pr.
S upondrem os que la  fu nción  d e  o n d a  d e p e n d ie n te  d e l tiem p o  en la  r e ­

p resen tac ión  d e  S ch rö d in g er  es d e  la fo rm a

i/f(qt) =  Ae^^y\ (35)

donde A y S son dos funciones rea les  d e  las qr y de t q u e  no v a r ía n  m u y  
ráp id am en te . A sí pu es , la  fu n ció n  d e  o n d a  tien e  fo rm a  d e  on d as cu y a  am ­
p litu d  y  fase son re sp e c tiv a m e n te  A y  S. L a  ecuac ión  d e  o n d a  d e  S chröd in - 
ger (7) d a

m  —  =  H(qr,
dt



O bien

------I > =  P r)A e « /« >. (36)

E v id e n te m e n te  es u n  o p e ra d o r lin ea l u n ita r io  q u e  p u es to  e n  lu g a r
d e  U en  la  ecu ac ió n  (70) d e  § 26 nos d e te rm in a  u n a  tran sfo rm ac ió n  u n ita ­
r ia . L as qr p e rm a n e c e n  in v a rian te s  e n  d ic h a  tran sfo rm ac ió n ; c a d a  pr se 
tra n sfo rm a  con  a y u d a  d e  (31) d e  § 22 e n

e-̂ SIliprQiSfh zzz Pr + dS/dqr,

y H se tran sfo rm a  en

e-^^^^H{qr,pr)e^^^  ̂ =  H(qr,Pr +eS/dqr),

p u e s to  q u e  las re laciones a lg eb ra icas  se conservan  e n  la  transfo rm ac ión . 
P o r ta n to  (36) se co n v ie rte  en
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at

Supongam os ah o ra  q u e  ii p u e d e  co n s id era rse  p e q u e ñ a , y  d esp rec iem o s los 
té rm inos en  q u e  figure ñ  en  (37). D eb em o s d esp re c ia r  en to n ces en  (37) 

las Pr q u e  figu ran  en  H, p u es  c a d a  pr e q u iv a le  a l o p e ra d o r  — íhd/dqr ap li­
cad o  a  las funciones d e  las qr q u e  figu ran  a  la  d e re ch a . L os té rm in o s re s ­

ta n te s  nos d a n

es
dt

É s ta  es u n a  ecu ac ió n  d ife ren c ia l q u e  d eb e  verificar la  fu n c ió n  d e  fase  S. 
L a  ecu ac ió n  es tá  d e te rm in a d a  p o r  la  fu n c ió n  d e  H a m ilto n  c lásica  He, y  e n  
la  d in ám ica  c lásica  se conoce con  e l n o m b re  d e  ecuación de Hamilton- 
Jacóbi. A dm ite  so luciones rea les  p a ra  S, y  p o r ta n to , la  h ipó tesis  d e  la  
fo rm a  o n d u la to ria  d e  (35) no  nos llev a  a  n in g u n a  co n trad icc ió n .

P a ra  o b te n e r  u n a  ecu ac ió n  en  q u e  figu re  A, hem os d e  co n serv ar  en  (37) 
los té rm inos lineales e n fiy  v e r  q u é  se  o b tie n e  con  ellos. E l cá lcu lo  d irec to  
d e  d ichos té rm inos en  el caso  d e  u n a  fu n c ió n  H g e n e ra l es b a s ta n te  d ifícil, 

y  p a ra  o b te n e r  e l re su ltad o  q u e  b uscam os re su lta  m ás f á d l  m u ltip lica r  
am b o s m iem bros d e  (37) p o r  e l b r a  <A/, d o n d e  /  es u n a  fu n c ió n  re a l d e  
las qr a rb itra ria . Así re su lta

dqr
A>.
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L a ecuación  com ple ja  c o n ju g ad a  d e  és ta  es

as
at

<AH qr, Pr +
dS \

R estándo las y  d iv id ien d o  p o r  iñ ob tenem os

2< A f^ >  =  <A 
8t

f .H qr,Pr (39)

T enem os q u e  ca lcu la r  el P.B.

[/, H(qr.pr + dS/dqr)l

L a  h ipó tesis  d e  q u e  ü p u e d e  se r co n s id e rad a  p e q u e ñ a  nos p e rm ite  d esa rro ­
lla r  H(qry Pr +  tS/dqi) en serie de potencias de las pr. Los términos d e  
o rd en  cero no  co n trib u y en  a l va lo r d e l P.B. L a  fo rm a  m ás cóm oda d e  ca l­
cu lar la  co n trib u c ió n  d e  los té rm in o s d e  p r im e r  o rd en  en  las pr a l va lo r 
del P.B. es u tiliz a r  la  fó rm u la  clásica  (1) d e l § 21 (d ich a  fó rm u la  es váH da 
tam b ién  en  la  te o ría  c u á n tic a  cu a n d o  u  es in d e p e n d ie n te  d e  las pr y v es 
lineal en  las pr). L a  co n trib u c ió n  to ta l es

z dqs

dHjqr, P r)

dps Pr̂ SSIdqr

d o n d e  el co rch e te  con  su b ín d ices  significa q u e  hem os d e  su stitu ir , en  la  
f unción  d e  las qr y  las pr, q u e  figu ra  d en tro , ca d a  pr p o r  dS/dqr, con  lo cual 
ob tenem os u n a  fu n c ió n  ú n ic a m e n te  d e  las qr· L os té rm in o s d e  ó rdenes 
superio res en  las pr d a n  u n a  c o n trib u c ió n  a l valo r d e l P .B . q u e  p a r a  O 
se anu la . L uego , d esp re c ia n d o  los té rm inos en  q u e  figura  ñ  en  (39), q u e  
equ iva le  a d esp re c ia r  fí“ en  (37), (39) se co n v ierte  en

dA- ^

8t

8 H , ( q r ,  P r)

8q> L dp. Vr̂ Ŝ/Hr >. (40)

Por o tro  lado  la  fó rm u la  (64) d e  § 20 nos d a  p a ra  a(q) y b(q) dos funciones 

d e  las qr cu a le sq u ie ra

de d o n d e

<a{q)b{q)> — f  a(q')dq'b(q'),

,  ,  ,  ^Hq)  ̂ . 8a(q) ,  .<a(9) —;—  > =  — < ——  Hq)>,
8qr 8qr

(41)

siem pre q u e  a{q) y b{q) v e rifiquen  u n as  cond iciones d e  co n to rn o  a d e c u a ­
das ta les com o las q u e  d iscu tim os en  §§ 22 y  23. L u eg o , (40) se p u e d e  
escrib ir
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dA-
</— > - - < / 2 w-

a//c(9 r, Pr)

dt ' ' T '  <̂7. L
P u esto  q u e  esto  es vá lido  p a ra  to d a  fu n c ió n  re a l f, se tie n e  

0A2 ^  d Í JdH ,{qr ,Pr)

>.

dt =  - Z ,---- s Â
8q> 1  -

)
dp, jfr=SS/SQr j ·

(42)

É s ta  es la  ecuac ión  q u e  d e b e  sa tisfacer la  a m p litu d  A d e  la  función  
d e  onda. P a ra  co m p re n d e r  su significado, considerem os u n  flu ido  q u e  se 
m u e v e  en  el espac io  d e  las va riab le s  qr cu y a  d en s id a d  en  cu a lq u ie r  p u n to  
d e  espacio  sea igua l a  A^ y  cu y a  v e lo c id ad  sea

dq,

dt

dH,{qr, p,) 

dp. Pr-SSIdqr (43)

E n  esta  im agen , la ecu ac ió n  (42) es p rec isam en te  la  ecu ac ió n  d e  conser* 
vac ión  del fluido. E l m ov im ien to  d e l flu ido  es tá  d e te rm in a d o  p o r  la  fu n ­

ción S q u e  verifica (38), y  p a ra  ca d a  solución  d e  (38) ex istirá  un  p o sib le  

m ovim iento .
P a ra  u n a  S d a d a  considerem os u n a  solución d e  (42) p a ra  la  cual, en 

u n  in s tan te  in ic ia l dado , la d en s id a d  sea n u la  en  todo  el espac io  ex terio r 
a u n a  p e q u e ñ a  reg ión . P odem os su p o n e r q u e  d ic h a  reg ió n  se m u e v e  si­
g u ie n d o  al fluido, es dec ir, con u n a  v e lo c id a d  d a d a  p o r  (43), y  en tonces 
la  ecuac ión  d e  conservac ión  (42) ex ig irá  q u e  la  d e n s id a d  fu e ra  d e  d ich a  
reg ió n  sea s iem p re  nu la . E x iste  u n  lím ite  in ferio r d e l ta m añ o  d e  d ic h a  r e ­

gión, q u e  v ien e  im p u esto  p o r  la ap rox im ación  q u e  hem os h ec h o  al d e s p re ­
c ia r  ñ  en  (30). D ic h a  ap rox im ación  es v á lid a  ú n ic am e n te  si

d dS
ñ -------A  < --------A,

o sea SI
dqr dqr

l dA 1 dS

A dqr fi dqr

q u e  exige q u e  al v a ria r  las qr, A no v a ríe  en  u n a  fracc ión  a p re c ia b le  d e  sí 
m ism a en  un  in tervalo  en  el q u e  S no h ay a  v a riado  en  m u ch as  veces ñ, es 
dec ir, en  un  dom inio  d e  an c h u ra  su p e rio r a m uchas lo n g itu d es d e  on d a  
d e  la  función  d e  on d a  (35). Si se verifica d ic h a  condición , la  so lución  con ­
s id e ra d a  es u n  p a q u e te  d e  ondas de l tip o  e s tu d iad o  en  § 24, y  sigue sién ­
dolo d u ra n te  todo  el tiem po.

H em os ob ten id o  así u n a  función  d e  o n d a  q u e  re p re se n ta  u n  es tado  d e  
m ovim iento  p a ra  el cua l las coo rd en ad as y  los m om entos tien en  ap ro x im a­
d am en te  valores num éricos d e te rm in ad o s d u ra n te  to d o  el tiem po . T ales



estados d e  m ovim ien to  d e  la m ecán ica  c u á n tic a  c o rre sp o n d e n  a  los es tados 
q u e  considera  la teo ría  clásica. E l m ovim ien to  del p a q u e te  d e  o n d as  es tá  
de te rm in ad o  p o r  las ecuac iones (38) y  (43). D e  ellas, defin iendo  p , igua l 

a dS/dqs, ob ten em o s

dps d dS d-S d‘̂S dqu

dt dt dq, dtdq, ~  c(¡, dt

 ̂ rr l  \  dhh{qr,pr)
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dqs \ dqr f  ~  dq^dq» dpu 

dHciqn Pr)

dqs
(44)

en  d o n d e  en  la  ú ltim a  lín ea  las qr y las pr las hem os co n s id erad o  in d e p e n ­
d ien tes an tes d e  la derivac ión  p arc ia l. L as ecuac iones (43) y (44) co inc iden  
con las ecuac iones d e  m ovim ien tos clásicas p u es tas  en  fo rm a  d e  H am ilto n  
e  in d ican  q u e  el p a q u e te  d e  ondas se m u ev e  según  las leyes d e  la  m e cá n ica  
clásica. V em os así cóm o p u e d e n  d ed u c irse  las ecuac iones d e l m o v im ien to  
clásicas com o caso lím ite  a p a r t i r  d e  la  te o ría  cuán tica .

M ed ian te  u n a  solución  m ás exacta  d e  la  ecu ac ió n  d e  o n d a  p u e d e  d em o s­
tra rse  q u e  el g rad o  d e  p rec is ión  con  q u e  p u e d e n  a trib u irse  s im u ltá n ea m en te  
valores num éricos a  las co o rd en ad as  y  m om entos no  p u e d e  p e rm a n e c e r  
co n s tan tem en te  en  el lím ite  p e rm itid o  p o r  el p rin c ip io  d e  H e ise n b e rg
—  ecuac ión  (36) de  § 24 —  y  q u e  si in ic ia lm en te  o cu rre  así, en  el tran sc u rso  
del tiem p o  irá  d ism in u y en d o  y  el p a q u e te  d e  ondas se irá  defo rm ando .^

32. El principio de acción^

L a  ecuac ión  (10) nos d ic e  q u e  las va riab le s  d inám icas d e  H e ise n b e rg  
en  el in s tan te  t, e s tán  ligadas con  sus valo res vi o v e n e l  in s ta n te  a  t r a ­

vés d e  u n a  tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia . L as v ariab les  d in ám icas  d e  H e ise n ­
b e rg  en  e l in s ta n te  t -\-U e s tán  lig ad as con  sus valo res en  e l in s ta n te  t a  

través d e  u n a  transformación u n ita r ia  in fin itesim al com o m u e s tra  la  e c u a ­
c ión  d e  m ov im ien to  (11) o (13), q u e  re la c io n a  y Vt en  la  fo rm a  (79) 
u  (80) d e  § 26 co n  Ht en  lu g a r  d e  F  y  U/h en  vez d e  e . P o r ta n to , la  v a r ia ­
ción con el tiem p o  d e  las v a riab le s  d inám icas d e  H e ise n b e rg  p u e d e  ser 
co n sid erad a  com o el desarro llo  con tinuo  d e  u n a  tran sfo rm ac ió n  im ita ría .

t Véase Kennard, Z. f. Physik, 44 (1927), 344; D arwin, Proc. Roy. Soc. A, 
117 (1927), 258.

í Esta sección puede ser omitida por el estudiante que no esté especialmente inte­
resado en dinámica superior.



E n  m ecán ica  c lásica  las v a riab le s  d in ám icas  e n  e l in s ta n te  í  +  es tán  

re lac io n ad as con  los valo res e n  e l in s ta n te  t m e d ia n te  u n a  tran sfo rm ac ió n  
d e  con tac to  in fin itesim al, y  e l m ovim ien to  g lobal p u e d e  se r co n sid erad o  
com o e l desarro llo  co n tin u o  d e  u n a  tran sfo rm ac ió n  d e  con tac to . É s te  es el 
fu n d am e n to  m a tem ático  d e  la  an a lo g ía  e n tre  las ecuac iones d e l m ovi­
m ien to  clásicas y  cu án ticas , y  po d em o s d esarro lla rlo  a  fin d e  d e sc u b rir  el 
aná logo  cu á n tic o  d e  todos los p rin c ip a le s  rasgos ca rac te rís tico s d e  la  te o ría  
clásica  d e  la  d inám ica.

Sea u n a  rep re se n ta c ió n  en  la  q u e  el con jun to  co m p le to  d e  observab les 
q u e  co n m u tan  ?  sea  d iag o n al, s iendo  p o r ta n to  los b ra s  básicos <5 '|. P o d e ­
m os in tro d u c ir  u n a  s e g u n d a  rep rese n ta c ió n  cuyos b ra s  básicos sean

<5'*1 =  (45)

L os nuevos b ras  básicos son  fu n c ió n  d e l tiem p o  t y  fo rm a n  u n a  re p re se n ­

tac ió n  m óvil a n á lo g a  a  u n  s is tem a d e  re fe re n c ia  m óvil en  u n  espac io  v ec to ­
ria l o rd inario . C o m p aran d o  (45) con  la  co n ju g ad a  im ag in a ria  d e  (8), vem os 
q u e  los nuevos vec to res  básicos son p re c isa m e n te  los tran sfo rm ad o s  en  la  
im ag en  d e  H e ise n b e rg  d e  los v ec to res  básicos o rig ina les d e  la  im ag en  d e  
S ch rö d in g er y, en  consecuenc ia , e s ta rá n  ligados a  las v a ria b le s  d inám icas 
d e  H e isen b e rg  Vt d e l m ism o m odo  q u e  los vec to res  básicos d e  p a r t id a  lo  
e s tán  a  las v a riab le s  d in ám icas d e  S ch rö d in g er  v. E n  p a r t ic u la r  c a d a  <^'*1 
h a  d e  se r u n  a u to v ec to r  d e  los p e r te n e c ie n te  a  los au to v alo res  P or 
ta n to , p o d rem o s escrib irlo  < ? '|,  so b ree n ten d ien d o  q u e  los n ú m ero s  son 

los m ism os au tovalo res  d e  los q u e  los son  d e  los 5· D e  (45) re su lta

=  <^'iri?">, (46)

q u e  nos d ice  q u e  la  fu n c ió n  d e  tran sfo rm ac ió n  co in c id e  con  e l re p re se n ta n te  

d e  T  e n  la  re p re se n ta c ió n  orig ina l.
D ife ren c ian d o  (45) con  re sp e c to  a  í  y  e m p lea n d o  (6 ), con  a y u d a  d e  (12), 

re su lta

iñ4< ^'i =  =  <H'inT =  <5'ir
di ‘ dt

M u ltip lican d o  a  la  d e re c h a  p o r  u n  k e t [a> c u a lq u ie ra  q u e  n o  sea  fu n c ió n  

d e  t, re su lta

Oft

d o n d e  p a ra  c o n c re ta r  hem os co n s id erad o  e l caso  en  q u e  los au to v a lo res  d e  
las ^  son  con tinuos. P o r o tro  lado , la  ecu ac ió n  (5) e sc rita  en  fo rm a  d e  

rep re se n ta n te s  es

= f <̂'im">d̂"<̂"IPt>. (48)
dt
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Com o es la  m ism a fu n c ió n  d e  las v a riab le s  y  q u e

es d e  las y  las ecuac iones (47) y  (48) son ex a c tam e n te  d e  la  m ism a 
fo rm a; las variab le s  d e  (47) ju e g an  el p a p e l d e  las v a ria b le s  y

d e  (48), y  la  fu n c ió n  e l d e  la  fu n c ió n  <^ 'lP í> . A sí p u es , p o d em o s

considerar (47) com o u n a  fo rm a  d e  la  ecuac ión  d e  o n d a  d e  S ch rö d in g er  
con la  fu n c ió n  d e  o n d a  d e  las variab le s  D e  e s te  m o d o  la ecua-
ción de onda de Schrödinger aparece bajo otro aspecto, como la condición 
que han de verificar los representantes de los kets fijos que corresponden 
a los estados en la imagen de Heisenberg, en la representación móvil en la 
que las variables de Heisenberg son diagonales. L a  fu n c ió n  d e b e

su variac ión  te m p o ra l a l fa c to r  d e  la  iz q u ie rd a  <^ 'J, c o n tra r ia m e n te  a  lo 

q u e  o cu rre  con  la  fu n c ió n  cuya  v ariac ión  te m p o ra l es d e b id a  al
fac to r d e  la  d e re c h a  \Pty.

P o n ien d o  |a> =  |4">  en  (47) re su lta

(49)

q u e  d em u estra  q u e  la fu n c ió n  d e  tran sfo rm ac ió n  verifica la  e c u a ­

ción de  o n d a  d e  S ch röd inger. P ero  y  p o r  ta n to

< r i r >  =  s (? ;-§ " ), (50)
0̂ ‘o

donde, igu a l q u e  en  el seg u n d o  m iem b ro  d e  (34) d e  § 16 con las v a riab les  

··, ^u, la  fu n c ió n  S d e b e  en te n d e rse  com o el p ro d u c to  d e  u n  co n jun to  
d e  fac to res, u n o  p a ra  c a d a  v a r ia b le  L u ego , la fu n c ió n  d e  tran sfo rm ac ió n  

es a q u e lla  so lución  d e  la  ecu ac ió n  d e  o n d a  d e  S ch rö d in g e r  p a r a  la 

cual en  el in s ta n te  to las ^  t ie n e n  con ce rtez a  los valo res E l c u a d ra d o  
d e  su  m ódu lo , | p , es la  p ro b a b il id a d  re la tiv a  d e  q u e  las 5  te n g a n

los valores en  e l in s ta n te  í  >  ío si en  e l in s ta n te  to te n ía n  con  c e r te z a  los

valores 5 " . P odem os esc rib ir  en  lu g a r  d e  y  co n s id era r

q u e  d e p e n d a  no  sólo d e  t sino ta m b ié n  d e  to. P a ra  h a lla r  la  d e p e n d e n c ia  
d e  to tom am os la  ecu ac ió n  com ple ja  co n ju g ad a  d e  (49) in te rc a m b ia n d o  ty to  
y las p rim as con  las segundas. A sí re su lta

/ < r i r '>  d?'/' <r'\H^ i5">. (51)
cito t to j  t Iq tr, íc ‘o »0

L a  d iscusión  p re c e d e n te  re la tiv a  a  la  fu n c ió n  d e  tran sfo rm ac ió n

es v á lid a  p a r a  cu a lq u ie r  con jun to  com pleto  d e  o b se rv ab les  q u e  

co n m u ten  H em os escrito  las ecuac iones p a r a  e l caso en  q u e  las ?  te n g a n  
au tovalo res con tinuos, p e ro  h ac ie n d o  los cam bios fo rm ales necesarios, 
d ichas ecuac iones se g u irá n  s ien d o  vá lid as  p a ra  e l caso  d e  q u e  c u a lq u ie r  
subco n ju n to  d e  las 5 te n g a  au to v alo re s  d iscretos. C o n sid erem o s ah o ra  u n
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sis tem a d inám ico  q u e  te n g a  u n  aná logo  clásico y  tom em os com o 5 las 

coo rd en ad as q. H agam os

zzz (52)

q u e  nos define la  fu n c ió n  S d e  las va riab le s  9 ' ,  9 ". D ic h a  fu n c ió n  d e p e n d e  

ta m b ié n  ex p líc itam en te  d e  f. (52) es u n a  solución  d e  la  ecu ac ió n  d e  o n d a  
d e  S ch rö d in g er y  si Ä se  p u e d e  co n s id e ra r  p e q u e ñ a , p o d em o s tra ta r la  
del m ism o m o d o  q u e  h ic im os con  (35). L a  S q u e  figu ra  en  (52) es d is tin ta  
d e  la  S d e  (35), p u es  en  (52) no  figura la  A, y  en  consecuenc ia , la  S d e  (52) 
se rá  com pleja; p e ro  la  p a r te  re a l d e  S se rá  igua l a  la  S d e  (35), y  la  p a r te  
im ag in aria  se rá  d e l o rd en  d e  H. L uego , en  el lím ite , cu an d o  Ä O, la  S 
q u e  figu ra  en  (52) se rá  ig u a l a  la  d e  (35), y  en  co n secuenc ia  h a b rá  d e  v e r i­
ficar la  ecu ac ió n  c o rre sp o n d ien te  a  (38).

-d S /d t  =  H  (9 ; ,  p;^), (53)

d o n d e
p'̂  = 8S/8q'̂ ,̂ (54)

y siendo  He el h am ilto n ian o  de l aná logo  clásico de  n u es tro  s is tem a d in á m i­
co cuán tico . P ero  (52) ta m b ié n  es so lución  d e  (51) p u e s ta  en  fu n c ió n  d e  
las q en  vez d e  las ecu ac ió n  q u e  es com pleja  co n ju g ad a  d e  la  ecuac ión  
d e  o n d a  de  S ch rö d in g er en  las variab le s  9 "  o q". P o r  ello S h a b rá  d e  
verificar  ̂ ta m b ié n  ®

dS/dt^ =  H {q'\ p ;) ,  (55)

d o n d e
p ';  =  -d S /dq ';  (56)

L a  solución d e  las ecuac iones d e  H am ilto n -Jaco b i (53), (55) es la  función  
d e  acción  d e  la  m ecán ica  clásica p a ra  el in tervalo  to a  f, es dec ir , la  in teg ra l 

re sp e c to  al tiem p o  de l lag ra n g ia n o  L,
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t
=  /  W ) d f  (57)

Luego, la S definida por (52) es el análogo cuántico de ¡a función de 
acción clásica, y en el límite O, es igual a ella. P a ra  h a lla r  el aná logo  

cu án tico  d e l la g ra n g ia n o  clásico, considerem os u n  in te rv a lo  d e  tiem po  

infin itesim al, y  p o n g am o s t =  d e  d o n d e  re su lta  q u e  \q'¡>
es el aná logo  P a ra  los fines d e  la  ana log ía , en  lu g a r  d e  co n sid e ­
ra r  L(fo) com o u n a  fu n c ió n  d e  las co o rd en ad as  y  d e  las ve lo c id ad es en  el

t Para una comparación más cuidadosa de las funciones de transformación con la 
mecánica clásica, véase Van V leck , Proc. Nat. Acad., 14, 178.



in s ta n te  to, com o se sue le  h a c e r  g en e ra lm en te , d e b e r ía  co n s id era rse  com o 
u n a  función  d e  las co o rd en ad as  q' en  el in s ta n te  to-\- y d e  las c o o rd e n a ­

das qf" e n  el in s ta n te  ío·
E l p rin c ip io  d e  m ín im a  acc ión  d e  la m e cá n ica  c lásica d ic e  q u e  la  fu n ció n  

d e  acc ión  (57) es es tac io n a ria  p a ra  p e q u e ñ a s  variaciones d e  la  tra y e c to ria  
de l sis tem a q u e  no cam b ian  los p u n to s  extrem os, es dec ir, p a ra  p e q u e ñ a s  
variaciones d e  las q en  todos los in s tan te s  in te rm ed ios e n tre  to y t q u e  
d e jen  fijas qt̂  y qt. A nalicem os q u é  es lo q u e  c o rre sp o n d e  a  d icho  p rin c ip io  

en  la  te o ría  cuán tica .
Pongam os
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exp{iS{tt,,ta)/ñ} — B{tb,ta), (58)

d o n d e  B(ti, ta) co rre sp o n d e rá  a  <</' \q\ > d e  la  te o ría  cu án tica . (A quí q' y
fh a

q' p u e d e n  d es ig n ar au tovalo res  d e  q, y qt d istin tos, p u es  as í ev itam os
a l ·

te n e r  q u e  in tro d u c ir  u n  g ran  n ú m e ro  d e  p rim as en  el análisis.) C o n s id e re ­
m os el in te rva lo  d e  tiem p o  to~->t d iv id id o  en  u n  g ran  n ú m e ro  d e  p eq u e ñ o s  
in terva lo s  to-^ti, ti-^t^, tm-i->tm, t^ -^ t,  q u e  consegu im os in tro d u ­

c iendo  u n a  sucesión  d e  in s tan te s  in te rm ed io s  ti, to, tm> E n to n c es

B(t, to) =  B(t, t„) B(t,,, ... B(t., #i) B{tu to). (59)

L a  ecuación  c u á n tic a  q u e  c o rre sp o n d e  a ésta , y q u e  se d e d u c e  d e  la  p r o ­

p ie d a d  (35) d e  16 de  los vec to res  básicos, es

<q'\q'> = i ( ¡ <.q'\q' y dq' <q' \q' > dq' ...
i O J J . t m »1 m-1 irt-1

-< 9X > dq[< qX > , (60)

d o n d e  p a ra  a b re v ia r  hem os escrito  q'̂  en  lu g a r  de  A p r im e ra  v ista  no

p a re c e  q u e  ex ista  n in g u n a  co rre sp o n d e n c ia  e s tre ch a  e n tre  (59) y  (60). Sin 
em bargo , ana licem os con  m ás cu id ad o  el significado d e  (59). C a d a  fa c to r  B 

es u n a  fu nción  d e  las q co rresp o n d ien te s  a  los dos ex trem os d e l in te rv a lo  

a q u e  h ace  re fe ren c ia . C on  ello, el seg u n d o  m iem b ro  d e  (59) es u n a  fu n c ió n  
no  sólo de  qt y d e  qt.,, sino ta m b ié n  d e  to d as  las q in te rm ed ias . L a  e c u a ­

ción (59) es v á lid a  ú n ic a m e n te  si sustitu im os las q in te rm ed ias  q u e  figu ran  

en  e l seg u n d o  m iem b ro  p o r  sus valo res en  la  tra y e c to ria  rea l, si b ie n  
p e q u e ñ a s  v ariaciones en  ellas d e jan  es tac io n a ria  a  S, y  en  consecuenc ia , 
se g ú n  (58), ta m b ié n  a  B{t, t¿). L o  q u e  co rresp o n d e  a  las in teg rac io n es  p a ra  

todos los valores d e  las q' in te rm ed ias  d e  (60) es el p ro ceso  d e  su s titu ir  estos 
valores en  las q in te rm ed ias . Así pues , el aná logo  cu á n tic o  d e l p r in c ip io  d e  
acción  q u e d a  in c lu id o  en  la  ley  d e  com posic ión  (60), y  la ex igencia  c lásica



d e  q u e  los valo res d e  las q in te rm ed ias  h a g a n  a  S e s tac io n a ria  co rresp o n d e  
a  la  cond ición  en  m e cá n ica  cu á n tic a  d e  q u e  todos los valo res in te rm ed io s 
d e  las q' t ie n e n  im p o rta n c ia  en  re lac ió n  con  su  co n trib u c ió n  a  la  in te ­

g ra l (60).
V eam os en  q u é  fo rm a  (59) p u e d e  ser co n s id e rad a  com o u n  caso  lím ite  

d e  (60) cu an d o  ñ es p e q u e ñ o . H em os d e  su p o n e r q u e  e l in te g ra n d o  d e  (60) 
es d e  la  fo rm a  d o n d e  F  es u n a  fu n c ió n  d e  g ' ,  qf', 9 ' ,  q \  9 '  q u e

c u a n d o  fi tie n d e  a cero  sigue siendo  con tin u a , y  p o r  ta n to  cu a n d o  ft 
es p e q u e ñ o , e l in te g ra n d o  es u n a  fu n c ió n  q u e  oscila  rá p id a m e n te . L a  
in te g ra l d e  u n a  fu n c ió n  q u e  oscila  rá p id a m e n te  se rá  m u y  p e q u e ñ a , 

salvo las co n trib u c io n es  q u e  p ro v en g a n  d e  u n a  reg ió n  d e l dom in io  
d e  in teg rac ió n  d o n d e  p a ra  variac iones co m p ara tiv am en te  g ran d e s  d e  las 9 '  

F  v a r íe  re la tiv a m e n te  poco . T a l reg ió n  tie n e  q u e  se r el en to rn o  d e  u n  
p u n to  en  el cu a l F  sea  es tac io n a ria  p a ra  p e q u e ñ a s  v a riac iones d e  9 ' .̂ L uego , 

la  in teg ra l (60) es tá  d e te rm in a d a  p r in c ip a lm e n te  p o r  el va lo r d e l in teg ran d o  
en  u n  p u n to  en  e l q u e  e l in te g ra n d o  es es tac ionario  p a ra  p e q u e ñ a s  v a r ia ­
ciones d e  las 9 '  in te rm ed ias , y  en  co n secu en c ia  (60) se  tran sfo rm a  en  (59).

L as  ecuac iones (54) y  (56) exp resan  q u e  las v a riab le s  9 ' ,  p '  es tán  lig a ­

das a  las 9 ", p "  p o r  u n a  tran sfo rm ac ió n  d e  con tac to , y  co n s titu y en  u n a  d e  
las fo rm as ca rac te r ís tica s  d e  esc rib ir  las ecuac iones d e  u n a  tran sfo rm ac ió n  

d e  con tac to . E x iste  im a  fo rm a  an á lo g a  d e  escrib ir  las ecuac iones d e  u n a  
tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia  en  m ecán ica  cu án tica . D e  (52), con a y u d a  d e  (45) 

d e  § 22 , o b tenem os

^ ^s(9 ;, 9 ")
<q'jpj9"> =  = : -------<qy>. (61)

A nálogam ente, con a y u d a  d e  (46) d e  § 22, resu lta

5  8 S{q', q")
= ---------- (62)

S egún  la defin ición  g en e ra l d e  fu n ció n  d e  u n  con ju n to  d e  o b se rv ab les  q u e  

con m u tan , tenem os

<q'MqM9W'> = M )s irM \q " >  (&3)

d o n d e  f{qt) y  g(q) son  funciones resp e c tiv as  d e  las qt y  d e  las 9 . Sea 

G{qt, 9 ) c u a lq u ie r  fu n c ió n  d e  las qt y  d e  las 9  d e  la  fo rm a  d e  su m a o 

in te g ra l d e  té rm inos d e l tip o  f(qt)g{q)y d e  m o d o  q u e  to d a s  las qt q u e  figuran  
en  Q es tén  a  la  iz q u ie rd a  d e  las 9 . L as funciones q u e  sa tis fag a n  es ta  con ­
d ic ión  d irem os q u e  es tán  bien ordenadas. A p licando  (63 a  c a d a  u n o  d e  los 

té rm inos d e  G  y  su m an d o  o in teg ran d o , o b tenem os

<q'\G{q„ q)\q"> = G(q¡, q")<q:\q">.
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A h o ra  supongam os q u e  c a d a  u n a  d e  las prt y d e  las pr p u e d e  se r e x p re sad a  
com o fu n c ió n  b ie n  o rd e n a d a  d e  las qt y las q, y escribam os d ich as fu n c io ­

nes prtiqt, q), Priqt, q)· Si e n  lu g a r  d e  G ponem os d ich as fu nciones, r e su h a

<q'.\Pr.\r> =  pM >  q")<q:w'y,

<q'.\PrW'> = PÁq'„ q")<q¡\q">.
C o m p aran d o  estas ecuac iones con  (61) y  (62) re sp e c tiv am e n te , vem os q u e  

dS{q'„q") dS(q',q")
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L o q u e  significa q u e

dS{qt,q) ^ eS{quq)
Prt — ----------, Pr = ------ r----- í (o4)

dqrt dqr

d o n d e  los seg u n d o s m iem bros d e  (64) h a n  d e  es ta r  exp resados com o fu n ­
ciones b ien  o rd en ad as .

E sta s  ecuac iones son d e  la  m ism a fo rm a  q u e  (54) y  (56), p e ro  se refie ­

re n  a  las va riab le s  cu án ticas  qt, q q u e  no  c o n m u tan  y  no  a  las v a ria b le s  
a lg eb ra icas  o rd in aria s  9 ' ,  q'\ E n  ellas vem os h as ta  q u é  p u n to  las c o n d i­

ciones p a ra  q u e  u n a  tran sfo rm ac ió n  e n tre  v a riab le s  cu á n tic as  sea  u n ita r ia  
son aná logas a las cond ic iones p a ra  q u e  unas variab le s  clásicas e s tén  lig a ­

das p o r  u n a  tran sfo rm ac ió n  d e  con tac to . Sin em b arg o , la  an a lo g ía  n o  es d e l 
to d o  co m p le ta  p u e s to  q u e  la  S c lásica  tie n e  q u e  se r  rea l y, en  cam bio , no  
existe n in g u n a  cond ición  sencilla  p a ra  o b lig a r  a  q u e  la  S d e  (64) ta m b ié n  
lo sea.

33. El conjunto de Gibbs

H a s ta  ah o ra  hem os su p u esto  s iem p re  q u e  n u es tro  s is tem a d in ám ico  e s tá  
en  u n  es tado  defin ido  en  c a d a  in s ta n te  d e  tiem po , o lo  q u e  es lo m ism o, 

q u e  su  m ov im ien to  e s tá  especificado  ta n  ex h a u stiv am e n te  y  con  ta n ta  p r e ­
cisión  com o ello  sea  p o sib le  sin  in frin g ir  los p rin c ip io s  g en e ra le s  d e  la  

teo ría . E n  la  te o ría  clásica  esto  significaría , d esd e  luego , q u e  c a d a  u n a  d e  
las co o rd en ad as  y  d e  los m om en tos te n d r ía  u n  v a lo r  d e te rm in a d o . A hora  

b ien , p odem os in te resa rn o s  p o r  u n  m ov im ien to  q u e  no  sea  conoc ido  con  la  
m áx im a p rec is ión  posib le . E n  e s ta  sección considerem os los m é to d o s  q u e  

d e b e n  em p lea rse  en  e s te  caso.
E n  m e cá n ica  c lásica  e l p ro ce d im ie n to  consiste  e n  in tro d u c ir  lo  q u e  se 

d en o m in a  u n  conjunto de Gibbs, cu y a  id e a  es la s ig u ien te . C o nsideram os



to d as  las co o rd en ad as y  m om en tos d inám icos com o co o rd e n ad a s  ca rtes ian as  
d e  u n  c ie rto  espac io  q u e  llam am os espacio de las fases, cu y o  n ú m e ro  d e  
d im ensiones se rá  dos veces el n ú m e ro  d e  g rados d e  lib e r ta d  de l sistem a. 

T o d o  es tado  del s is tem a p u e d e  ser re p re se n ta d o  p o r  u n  p u n to  d e  d icho  

espacio . D icho  p u n to  se m o v e rá  d e  ac u erd o  con las ecu ac io n es d e l m ov i­
m ien to  clásicas (14). P ero  supongam os ah o ra  q u e  n o  sabem os en  q u é  es tad o  

e s tá  en  c a d a  in s tan te  d e  tiem po , sino so lam en te  q u e  es tá  en  u n o  u  o tro  
d e  u n  con jun to  d e  posib les es tados d e  ac u e rd o  con u n a  ley  p ro b ab ilís tica  

conocida . P odríam os re p re se n ta rlo  m e d ia n te  u n  flu ido en  e l espac io  d e  las 
fases, p a ra  el q u e  la m asa  co n ten id a  en  u n  vo lum en  c u a lq u ie ra  d e l espac io  
d e  las fases fu e ra  igua l a la  p ro b a b il id a d  to ta l d e  q u e  el s is tem a e s tu v ie ra  

en  un  e s tad o  cuyo  p u n to  re p re se n ta tiv o  es tu v ie ra  co m p re n d id o  en  el in te ­
rio r d e  d icho  vo lum en . C a d a  p a r tíc u la  d e  flu ido  se m o v ería  d e  ac u e rd o  con 

las ecuac iones d e  m o \’jin ien to  (14). Si in troduc im os la d e n s id a d  p d e l flu ido 
en  c a d a  p u n to  com o la  p ro b a b il id a d  p o r  u n id a d  d e  v o lu m en  d e l espac io  
d e  las fases d e  q u e  el s is tem a es té  en  u n  e s ta d o  cuyo  p u n to  re p re se n ta tiv o  
es tá  en  el en to rno  del p u n to  considerado , o b te n d re m o s la  ecu ac ió n  d e  con ­
servación

3p _  y ' í  3 /  d p r
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8t  ̂ dqr \ dt I dpr\ dt

Z í d / dH \ d i  dH \|
 ̂ I dqr dpr ) d p \   ̂ dqr

=  - [ p .  H]. (65)

q u e  p u e d e  ser c o n s id e rad a  com o la ecu ac ió n  de m ovim ien to  de l fluido, pues 
d e te rm in a  la d e n s id a d  p en  cu a lq u ie r  in s ta n te  si conocem os la  d e n s id a d  p 

in ic ia lm en te  com o fu n c ió n  d e  las q y de las p . Salvo e l signo  m enos, es ta  
ecu ac ió n  es d e  la  m ism a fo rm a  q u e  la  ecu ac ió n  d e  m o v im ien to  o rd in a r ia  (15) 
p a ra  u n a  v a ria b le  d inám ica .

Al exigir q u e  la  p ro b a b il id a d  to ta l d e  q u e  el s is tem a esté  en  a lgún  

e s tad o  sea ig ua l a  u n o  o b tenem os u n a  cond ic ión  d e  n o rm alizac ió n  p a ra  p

í  I  p dqdp =  1, (66)

d o n d e  la in teg rac ió n  está  ex ten d id a  a  to d o  e l espac io  d e  las fases y  d o n d e  
dq y  dp sim bolizan  el p ro d u c to  d e  todos los dq y d e  todos los dp. Si es 

u n a  fu n ció n  c u a lq u ie ra  d e  las va riab le s  d inám icas, e l v a lo r  m e d io  d e  fi se rá

f f ?P dqdp. (67)

Si en  lu g a r d e  la  d e n s id a d  co n s id e rad a  tom am os u n a  p q u e  d ifie ra  d e  la 
a n te r io r  en  u n  fa c to r  k positivo  y  co n s tan te , la  te o ría  n o  ca m b ia  m ás q u e  d e



fo rm a triv ia l, p e ro  en  cam b io  nos fac ilita  la in te rp re tac ió n . E n  lu g a r  
de (66) ten d rem o s a h o ra
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f  f  9 = k.
C on es ta  n u e v a  d e n s id a d  la  im ag en  del flu ido p u e d e  se r  u n  co n ju n to  d e  k 
sistem as d inám icos sim ilares, c a d a  u n o  d e  los cuales se m u e v e  in d e p e n d ie n ­

tem en te  en  e l m ism o espacio , sin  n in g u n a  p e r tu rb a c ió n  o in te rac c ió n  m u tu a . 
L a d en s id ad  en  c u a lq u ie r  p u n to  se rá  igua l a l n u m ero  p ro b a b le  o p ro m ed io  
de sistem as en  el en to rn o  d e  cu a lq u ie r  es tad o  p o r  u n id a d  d e  v o lu m en  de l 

espacio d e  las fases, y  la expresión  (67) re p re se n ta rá  e l v a lo r  m ed io  to ta l 
de /3 p a ra  todos los sistem as. T a l co n ju n to  d e  sistem as d inám icos, q u e  cons­

titu y e  el llam ado  con jun to  d e  G ibbs, g en e ra lm en te  sólo se p u e d e  rea liz a r  en  
la p rác tica  com o ap rox im ac ión  g rosera , p e ro  d e  todos m odos co n s titu y e  u n a  

abstracc ión  te ó rica  m u y  ú til.

V erem os q u e  existe u n a  d e n s id a d  p co rresp o n d ien te  en  m e cá n ica  c u á n ­
tica, q u e  tien e  p ro p ie d a d e s  aná logas a  la  an terio r. F u e  in tro d u c id a  p o r  

p rim era  vez p o r  von N eu m an n . Su ex istencia  es b a s ta n te  so rp re n d e n te  si se 
tiene en  cu e n ta  q u e  el espac io  d e  las fases no tien e  n in g ú n  sign ificado  en  
m ecánica cu án tica , ya  q u e  no h ay  n in g ú n  m odo  d e  a s ig n a r s im u ltá n e a ­

m en te  valores num éricos a  las 9  y  a  las p.
C onsiderem os u n  sis tem a d in ám ico  q u e  en  u n  c ie rto  in s ta n te  es té  en  

uno u  otro d e  u n  con ju n to  d e  posib les es tados d e  ac u e rd o  con  u n a  ley  
p rob ab ilis tica  conocida . D ichos es tad o s p u e d e n  c o n s titu ir  u n  co n ju n to  d is ­
creto  o b ie n  un  con ju n to  c o n tin u o  o am b as cosas a  la  vez . P a ra  co n c re ta r  
considerarem os el caso de  u n  con jun to  d iscre to  q u e  su p o n d rem o s n u m e ­
rad o  p o r  u n  p a rá m e tro  m. S ean  ¡m} los kets n o rm alizados c o rre sp o n d ien te s  

a  dichos estados, y  P,n la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  el s is tem a es té  en  e l e s tad o  
m-ésimo. D efin im os en tonces la  d e n s id a d  c u á n tic a  p p o r

P — 2  |m >Fm <m |. (68)
m

Sea p' u n  au to v a lo r  c u a lq u ie ra  d e  p y  |p'> u n  au to k e t p e r te n e c ie n te  a d ich o  

autovalor. E n  ese caso

2  |m >F^<m |p '>  =  p]p'> =  p'lp'>
m

2  <p'lm>P„<m|p'> = p'<p'|p'>
m

2  Pm\<m\p'>\̂  ^  p '<p'lp '> .

y p o r  tan to

o sea
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P ero  com o Pm es u n a  p ro b a b il id a d  no  p u e d e  ser neg a tiv a . P or ta n to , p' no  
p u e d e  ser nega tivo . L u eg o  p no  tie n e  n in g ú n  au to v a io r  n eg a tiv o , an á lo g a ­
m e n te  a  lo q u e  o cu rre  con  la  d en s id a d  clásica  p q u e  no  es n u n c a  neg a tiv a .

H allem os la  ecu ac ió n  d e  m o v im ien to  p a ra  la  d e n s id a d  cu á n tic a  p. E n  la 
im ag en  d e  S ch rö d in g er  los ke ts  y  b ra s  d e  (68) v a r ia rá n  con  e l tiem p o  d e  
a c u e rd o  con la  ecuac ión  d e  S ch rö d in g er (5) y  su  co n ju g ad a  im ag in a ria , en  
ta n to  q u e  las Pm p e rm a n e c e rá n  constan tes, p u e s  m ien tra s  el s is tem a p erm a- 

n ez ca  in a lte ra d o  no  p u e d e  p a sa r  d e  u n  e s tad o  c o rre sp o n d ie n te  a  u n  k e t 
q u e  verifica la  ecu ac ió n  d e  S ch rö d in g e r  a  o tro  e s tad o  c o rre sp o n d ie n te  a 
otro . E n  consecuencia ,

do ( d\m> d<m\ ]
1Ä—^  i —3 — Pm<m\ +  \m>Pm—-—  [

dt ^  { dt dt )

=  H p — pH. (69)

É s ta  es la  an á lo g a  cu á n tic a  d e  la  ecu ac ió n  d e l m ov im ien to  clásica  (65). 

L a  p cu án tica , ig u a l q u e  la  clásica, es tá  d e te rm in a d a  en  to d o  in s ta n te  si se 

conoce su  v a lo r  in icial.
S egún  la  h ip ó tesis  d e  § 12, el v a lo r e sp e rad o  d e  c u a lq u ie r  o b se rv a b le  ß 

c u a n d o  el s is tem a es tá  en  e l es tad o  m es <m |^lm >. P o r ta n to , si Pm es la  ley  
d e  p ro b a b il id a d  d e  q u e  e l s is tem a es té  en  los d istin to s es tad o s m , el valo r 

esp e rad o  d e  ß se rá  ¿  Pm<.m\ß\my, In tro d u c ie n d o  u n a  re p re se n ta c ió n  q u e

te n g a  u n  co n ju n to  d e  ke ts  básicos 1̂ '>  d isc re to , esto  e q u iv a le  a 

2  Pfn<m\̂ ^y<W\ß\my =  2  <r|/3im>Pm<ml '̂>
¿/m

=  2  <ri/8 pir> =  2  <k'\9ßW>, (¡0)
r i'

siendo  e l ú ltim o  paso  fác ilm e n te  co m p ro b a b le  con la  ley  d e  m u ltip licac ió n  
d e  m atrices, ecu ac ió n  (44) d e  § 17. L as expresiones (70) son las an á lo g as d e  
la  (67) d e  la  te o ría  clásica. A llí d o n d e  en  m e cá n ica  c lásica  hay am o s d e  
m u ltip lica r  ß  p o r  p e  in te g ra r  d icho  p ro d u c to  p a ra  to d o  e l espac io  d e  las 
fases, en  la  te o ría  cu á n tic a  h ab rem o s d e  m u ltip lica r  ß  p o r  p en  cu a lq u ie r  

o rd en , y  to m a r  la  su m a d e  los e lem en tos d iagonales  + d e  d ich o  p ro d u c to  
e n  u n a  rep resen tac ió n . Si en  la  re p re se n ta c ió n  existe u n  co n ju n to  con tinuo  
d e  v ec to res básicos |^ '> , en  lu g a r  de  (70) te n d re m o s

/  <k’\ßpW> d^' = f dk\ (71)

y  en tonces en  lu g a r  d e  su m ar los e lem en tos d iagonales h ab re m o s  d e  reali-
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za r  u n  p roceso  d e  ‘in teg rac ió n  a  lo la rgo  d e  la  d ia g o n a l’. D efin irem os la
sum a d iagonal d e  fip en  el caso con tin u o  p o r  (71). Se p u e d e  c o m p ro b a r
fác ilm en te  a  p a r t i r  d e  las p ro p ie d a d e s  d e  las funciones d e  tra n sfo rm a ­
ción (56) de  § 18, q u e  la sum a d e  los elem en tos d iagonales es ig u a l e n  to d as  
las rep resen tac io n es .

D e  la  co nd ic ión  d e  q u e  los lm> es tén  no rm alizados se  d e d u c e , p a r a  e l 
caso d e  d iscre to s

2  < ? ')p ir>  =  2  < 51m > ?^< m l? '>  =  2  P,n =  1, (72)
¿r {rtn m

pues la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  el s is tem a esté  en  algún  es tad o  es ig u a l a  uno . 
E s ta  es la  ecuac ión  an á lo g a  d e  la  (66). L a  p ro b a b il id a d  d e  q u e  el s is tem a 
esté  en  el es tad o  o la p ro b a b il id a d  d e  q u e  los ob se rv ab les  ?  q u e  son 
d iagonales en  la  re p re se n ta c ió n  te n g a n  los valo res es, seg ú n  la  in te rp re ta -  

ción d e  los re p re se n ta n te s  d e  u n  k e t  (51) d e  § 18,

2  I < r im >  (73)
m

q u e  d a  significado a c a d a  u n o  d e  los té rm inos del p r im e r  m iem b ro  d e  (72). 
P a ra  continuos, el segundo  m iem b ro  de (73) d a  la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  
los 5  te n g an  valo res en  el en to rn o  d e  p o r u n id a d  d e  in te rv a lo  d e  v a r ia ­
ción d e  las

Ig u a l q u e  en  la  te o ría  clásica, podem os co n s id era r u n a  d e n s id a d  ig u a l 
a  k veces la  p q u e  hem os defin ido  y  d ec ir  q u e  re p re se n ta  u n  co n ju n to  d e  
G ibbs co nstitu ido  p o r  k sistem as d inám icos iguales, e n tre  los q u e  no  h a y  

p e r tu rb a c ió n  o in te rac c ió n  a lguna . Asi el ú ltim o  m iem b ro  d e  (72) se rá  ig u a l 
a í:, y  (70) o (71) nos d a rá n  el v a lo r e sp erad o  d e  /? p a ra  to d o s  los e lem e n to s  
de l con junto , m ien tra s  q u e  (73) re p re se n ta rá  la  p ro b a b il id a d  to ta l d e  q u e  
u n  e lem en to  d e l con jun to  te n g a  unos valo res d e  las ^ ig u a les  a o en  e l 
en to rno  d e  p o r  u n id a d  d e  in te rv a lo  d e  variación  d e  los valo res

U n a  ap licación  im p o rta n te  d e l con ju n to  d e  G ibbs es su  ap licac ión  a  u n  
s is tem a d inám ico  en  eq u ilib rio  te rm o d in àm ico  cuyo con to rno  e s tá  a  u n a  
te m p e ra tu ra  d a d a  T . G ib b s  dem o stró  q u e  d icho  sis tem a e s tá  ca rac te r iz ad o  
en  m ecán ica  clásica p o r  u n a  d en s id a d

p =  (74)

d o n d e  H es el h am ilton iano , q u e  en  este  caso es in d e p e n d ie n te  d e l tiem p o , 
k es la  co n s tan te  d e  B o ltzm ann , y  c es u n  n ú m ero  q u e  se e lig e  d e  m o d o  
q u e  se verifique la  cond ición  d e  n o rm alizac ión  (66). E s ta  fó rm u la  p u e d e  
ser to m ad a  a  su  vez  en  m ecán ica  cu á n tic a  sin  n in g u n a  m odificación . P a ra  
altas te m p e ra tu ra s , (74) se re d u c e  a  p =  c, q u e  su s titu id o  en  el seg u n d o  
m iem bro  d e  (73) d e  == c, en  el caso d e  d iscre tos. V em os pues ,
q u e  a altas temperaturas todos los estados discretos son igualmente pro- 
bab les.
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VI

APLICACIONES ELEMENTALES

S4. El oscilador armónico

U n  ejem plo  sencillo  e in te re sa n te  d e  u n  s is tem a d in á m ic o  e n  m ecán ica  
c u á n tic a  lo co n stituye  el o sc ilador arm ónico . T ie n e  im p o rta n c ia  en  la  te o ría  
g en e ra l p u es es u n  e lem en to  bás ico  en  la  te o ría  d e  la  rad iac ió n . L as ún icas  
va riab le s  d inám icas q u e  se n eces itan  p a ra  d esc rib ir  d icho  s is tem a son u n a  
c o o rd e n ad a  q y su m o m en to  canón ico  con jugado  p. E n  m e cá n ica  clásica  su 
ham ilto n ian o  es

H ^  +  (1 )
2m

d o n d e  m  es la  m asa  d e  la  p a r tíc u la  q u e  oscila, y o) es ig u a l a  2t: veces la  

f recuencia . S u pondrem os q u e  en  m e cá n ica  cu á n tic a  es vá lid o  el m ism o 
ham ilton iano . E s te  h am ilto n ian o  jun to  con la  cond ición  cu á n tic a  (10) d e  
§ 22  definen co m p le tam e n te  el sistem a.

L as ecuac iones del m ovim ien to  d e  H e ise n b e rg  son

(/, =  Iq,, H] = pt/m, i

Pt =  [pt, H] = — ma^qt. ( ^

E s conv en ien te  in tro d u c ir  la  v a ria b le  d in á m ic a  com ple ja  sin  d im ensiones

T] {2mh<ú)~̂ {p +  imtúq). (3 )

L as ecuac iones d e l m o v im ien to  (2) d a n

(2 mft(i))“i(—mtú-qt + iî pi) =i(úfjt·

E s ta  ecuac ión  se p u e d e  in te g ra r  y  re su lta

Vt =  Vo e*"*, (4)

d o n d e  t/o es u n  o p e ra d o r  lin ea l in d e p e n d ie n te  d e  t, y es ig u a l a l va lo r 
d e  rjt en  el in s ta n te  in ic ia l t = 0. L as ecuac iones an te rio res  son  id én ticas  

a  las d e  la te o ría  clásica.



P odem os ex p resar q y p en fu n c ió n  d e  ^  y  de  su  com ple ja  c o n ju g a d a  f¡, 
y p o n e r  todo  en  fu n c ió n  exc lusivam en te  d e  las va riab le s  rj y rj. T en em o s

ñ(úr]fj ~  irrnúq){p —  innúq)
=  (2m )“i [ p 2 -|_ +  im(ú{qp —  pq)]
=  H  — ¿fto) (5)

y  an á lo g a m en te
fto)̂ 77 r= H +  (6 )

Luego,

vv — l l  =  1· (7)

L a  ecuación  (5) o (6) exp resan  H en  fu n c ió n  de f] y y (7) d a  la  re lac ió n  
d e conm utac ión  e n tre  rjy fj.De (5) re su lta

ñ a ^ fj  =  fjH —

y  d e  (6)
ñufifTjT] = Ht] - f

L uego ,
fjH — Hfj =  (8)

Asimismo, la  (7) co n d u c e  p o r  in d u c c ió n  a

f¡r — r i  == (9)

p a ra  to d o  v a lo r  d e  n en te ro  y  positivo , p u es  m u ltip lica n d o  (9) p o r  ^  a  la 

iz q u ie rd a  se o b tien e  (9) con  n  +  1 en  lu g a r  d e  n.
S ea H' u n  au to v a lo r  d e  H  y  sea |í / '>  u n  au to k e t p e r te n e c ie n te  a  él. 

Según (5)

Pero  <iH'\T}fj\H'y es el cu a d ra d o  d e  la  lo n g itu d  del k e t  y  p o r  ta n to ,

<H'\vm'> > o,
siendo válido  el signo ig u a l sólo c u a n d o  ^\H'y — 0. A sim ism o, >  0.

L uego,
H' ^  ^/ÍG), (10)

siendo válido  el signo  igu a l sólo cu an d o  =  0. C om o H t ie n e  la  fo rm a  
d e  sum a d e  cu a d rad o s  (1), es d e  e sp e ra r  q u e  sus au to v a lo re s  sean  todos 

positivos o nu los (pues e l v a lo r m ed io  d e  H p a ra  c u a lq u ie r  es tad o  tien e  

qu e  ser positivo  o nulo). P ero  ad em ás ah o ra  hem os o b te n id o  u n a  co n d ic ió n  
m ás re s tr in g id a  (10).

D e  (8) re su lta

HfTlH'y =  {fjH — fi<̂ 7Í)\H'y =  {H' — ñi^)fj\H'>, ( l l )

A hora b ien , si lAco, T]\H'y es d is tin to  d e  cero, y  seg ú n  (11) es un

34. EL OSCILADOR ARMONICO 149



a u to k e t d e  H p e r te n e c ie n te  a l au to v a io r  W  —  ña). L u eg o , si H '  es cu a l­

q u ie r  au to v aio r d e  H d is tin to  d e  ¿ f to , en tonces H' —  fitú es ta m b ié n  au to - 
va lo r d e  H. P odem os re p e tir  el raz o n am ien to  y  d e d u c ir  q u e  si H' —  / i (0 ^  

en tonces ta m b ié n  H' —  2fí(ú es au to v a io r d e  H . R e ite ra n d o  el p ro ­
ced im ien to  ob ten em o s la  serie  d e  au tovalo res  H\ H ' —  fi(ú, H ' —

—  3fi(úy q u e , com o e n  v ir tu d  d e  (10) no  p u e d e  ex ten d e rse  in d e fin id a ­
m en te , h a  d e  te rm in a r  fo rzo sam en te  con  el va lo r A sim ism o d e  la
ecu ac ió n  com pleja  co n ju g ad a  d e  la  (8) re su lta

HrjlH'y ^  + ^  {IF + ,

q u e  m u e s tra  q u e  salvo en  e l caso d e  q u e  ^ 1H '>  =  O, H ' +  es o tro  
au to v a io r  d e  U u n o  d e  cuyos au to k ets  es L a  p o s ib ilid a d  d e  q u e
7j\iry — O p u e d e  ser d esech ad a , p u es  nos co n d u c ir ía  a

O =  = {H +  iño ))lH '>  =  (H ' +  i/ÍG ))lí/'> ,

en  co n trad icc ió n  con  (10). L uego , H ' +  siem p re  es o tro  a u to v a io r  d e  H 
y p o r  ta n to  ta m b ié n  lo son H ' - f  2ñ(ú, H' +  3ña), etc. P o r co n s igu ien te , los 
au tovalo res d e  II son la  sucesión  d e  núm eros

Jftíi), 5^(0, Iñtúy . . .  (12)

q u e  se ex tien d e  h as ta  infinito. É stos son los valores posib les d e  la en e rg ía  

p a ra  el o sc ilador arm ónico.
Sea 10> u n  au to k e t d e  H p e r te n e c ie n te  al m ín im o au to v a io r  ñ̂<ú; p o r  

tan to ,

^ |0 > o, (13)

y  form em os la  sucesión  d e  kets

|0>, T7|0>, 7,3|0>, . . . .  (14)

T odos ellos se rán  au to k ets  d e  H p e r te n e c ie n te s  re sp e c tiv am e n te  a la su ce ­
sión d e  au tovalo res (12). D e  (9) y  (13) se d e d u c e

7}7]̂ \0> (15)

p a ra  todo  en te ro  n no  n ega tivo . L uego , e l con jun to  d e  ke ts  (14) es ta l 

q u e  o fj ap licad o  a  c u a lq u ie r  k e t d e l con ju n to  d a  u n  k e t d e p e n d ie n te  d e l 
con jun to . A h o ra  b ien , com o to d as las v a riab le s  d in ám icas d e  n u e s tro  p ro ­
b le m a  se p u e d e  ex p resa r e n  fu n c ió n  d e  77 y  los k e ts  (14) co n s titu y en  

u n  con jun to  com ple to  (d e  no  ser así, ex istirían  o tras v a ria b le s  d inám icas). 
H a y  u n  solo k e t  d e l con jun to  p a ra  ca d a  au to v a io r (12) d e  H , luego , H cons­
ti tu y e  p o r sí solo u n  con jun to  com pleto  d e  observab les . L os kets (14) 
co rresp o n d e n  a los d is tin to s  estados estac ionarios d e l osc ilador. E l e s tad o  

es tac ionario  con  en e rg ía  (n +  ^)^<^, co rresp o n d ien te  a t]” |0 >, se d e n o m in a  
es tad o  cuán tico  d e  o rd en  n.
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E l cu a d rad o  d e  la  lo n g itu d  d e l k e t  ^ ”10> según  (15) es

Por ind u cció n  o b tenem os

<01^-7?-10> = : n! (16)

si |0> e s tab a  no rm alizad o . P o r ta n to , los kets (14) m u ltip licad o s  re sp e c tiv a ­
m en te  p o r  los coeficientes n\~̂ , con n  =  O, 1, 2, . . . ,  co n s titu y en  los kets
básicos d e  u n a  rep rese n ta c ió n , a  saber, la  rep re se n ta c ió n  en  la  q u e  H es 
d iagonal. T odo  k e t |x> se p u e d e  d esa rro lla r  en  la  fo rm a

|x> = l x n  r | o > ,  (17)
o

siendo los núm eros. P o r es te  p ro ce d im ie n to  e l k e t \xy e s tá  en  co rre sp o n ­
den c ia  con  u n a  serie  d e  p o te n c ia s  2  d e  la  v a ria b le  f¡, d o n d e  los d is ­
tin tos té rm inos c o rre sp o n d e n  a  los d istin to s es tados estac ionarios . Si ]x> 
está  no rm alizad o , define  u n  es tad o  p a ra  el q u e  la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  el 
osc ilador a rm ón ico  es té  en  e l e s tad o  cu án tico  d e  o rd en  n, o sea, d e  q u e  H 
te n g a  e l valo r (n +  i)h(ú, es

Pn ^  ni IXnP, (18)

según se  d e d u c e  del m ism o raz o n am ien to  q u e  nos condu jo  a  la  (51) d e  § 18.
E l k e t |0> p u e d e  se r co n s id erad o  com o u n  k e t s ta n d a rd  y  la  se rie  d e  

po tencias d e  rj com o u n a  fu n c ió n  d e  o n d a , p u es  to d o  k e t se  p u e d e  ex p resa r  
com o d ic h a  fu n c ió n  d e  o n d a  m u ltip lic a d a  p o r  e l k e t s ta n d a rd . A sí o b te n e ­

mos u n  tipo  d e  fu n c ió n  d e  o n d a  q u e  d ifie re  d e  las q u e  u tilizam os co rr ie n te ­

m en te, y  q u e  in trodu jim os en  (62) d e  § 20 , en  q u e  es fu n c ió n  d e  u n a  

variab le  d in ám ica  com pleja  i) y  no  d e  u n  o b servab le . E s ta  re p re se n ta c ió n  
la u tih zó  p o r  p r im e ra  v ez  p o r  V. F ock , y  la  llam arem os re p re se n ta c ió n  d e  
Fock. E n  m uchas ap licaciones es la  rep re se n ta c ió n  m ás co n v e n ie n te  p a ra  
describ ir  es tados de l o sc ilado r arm ónico . E l k e t s ta n d a rd  ]0> verifica la  
condición  (13) q u e  su s titu y e  a  las cond ic iones (43) d e  § 22 d e l k e t s ta n d a rd  
de la rep rese n ta c ió n  d e  S ch röd inger.

In tro d u zcam o s la  rep re se n ta c ió n  d e  S ch rö d in g er con  q d ia g o n a l p a ra  

o b te n e r los re p re se n ta n te s  d e  los es tad o s estacionarios. D e  (13) y  (3) re su lta

(p —  im(úq)\0> — O,

<̂q'\p —  irruúqlOy =  0 .

C on a y u d a  d e  (45) d e  § 22 , és ta  eq u iv a le  a

ñ  —  <<7'[0 > +  m(̂ q'<q'\0> =  0. (19)
8q'
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L a  solución  d e  e s ta  ecu ac ió n  d iferen c ia l es

<q'\0> =  (20)

d o n d e  hem os to m ad o  el coeficiente n u m érico  d e  m odo  q u e  |0 > es té  no rm a- 
hzado . É s te  es el re p re se n ta n te  del estado fundamental, n o m b re  q u e  se d a  
a l es tad o  d e  m e n o r en erg ía . L os re p re se n ta n te s  d e  los d em ás es tad o s  e s ta ­
cionarios se p u e d e n  d e d u c ir  a  p a r t i r  d e  éste. S egún (3) tenem os

<q'\7]”\0y — {2mfi(ú) -»^-<q'\(p +  im(úq)^\0>

~  (2 /?i/?G>) +  m6>9 ' j  <q'\0>

í”(2 /nft(o)~”/-  (m(o/7rft)i /  —  ñ — — +  ^ntúq' /2 ]̂ \
l

E s ta  expresión  se p u e d e  d esa rro lla r  fác ilm e n te  p a ra  p e q u e ñ o s  valo res d e  n. 
E l  re su ltad o  es d e  la  fo rm a  m u ltip lica d o  p o r  u n  p o linom io  d e
g rad o  n en  q\ P a ra  q u e  el re p re se n ta n te  d e l es tad o  cu á n tic o  d e  o rd en  n  

es té  no rm alizad o  tenem os q u e  a g re g a r  en  (21) el fa c to r  n\~K L os fac to res 
d e  fase  í” se p u e d e n  sup rim ir.

35. Momento angular

C onsiderem os u n a  p a r tíc u la  c a ra c te r iz a d a  p o r  sus tres  c o o rd e n ad a s  c a r ­

te s ian as X, y, z y sus tres  m om en tos con jugados Pv, Pŝ  E l m o m en to  
an g u la r  resp ec to  al o rigen  se define, ig u a l q u e  en  la  te o ría  clásica , p o r

m  ̂ = ypz — zpy m  ̂ =  zpx — xp, m, = xpv — ypx> (2 2 )

o b ie n  p o r  la  ecu ac ió n  vec to ria l

m =  X X  p.

H em os de  ca lcu la r los P. B. d e  las co m p o n en tes  del m o m en to  a n g u la r  con 
las v ariab les  d inám icas x, etc., y  consigo m ism as. E l m odo  m ás fác il d e  

h acerlo  es u tiliz a r  las reg la s  (4) y (5) d e  § 21. Así
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(23)
[m,,x] =  [xpy — ypx,x] =  — ylpx.x] ^  y,
[ m , , y ]  =  [x p y  —  y p x , y ]  =  x[p^, y ]  =  —  x,

[m,,z] [xpy — yps,z] == O, (24)

y an á lo g a m en te

[ m „ p , ]  =  p „  [ m , , p j  =  —  p „  (25)

[ m „ p , ]  ~  O, (26)



con las re laciones co rresp o n d ien te s  p a ra  y  rriy. T enem os ad em ás 

[m  ,m  ] [zp — xp ,m ] — z[p ,m ] —  [x,m ]p

=  — ^Py + yPz ^  ( (27)
[nu, rrij] ~  rtiy, [m^, iriy] ~  m-. j

Estos resu ltad o s  son los m ism os q u e  en  la  te o ría  clásica. L os signos d e  (23),
(25) y  (27) son fáciles d e  re c o rd a r  p o r  la  reg la  s igu ien te : cu a n d o  las tres
variab les d inám icas, es dec ir, las dos d e l P. B. d e  la  iz q u ie rd a  y  la  d e l 
resu ltad o  d e  la  d e re ch a  es tán  en  p e rm u tac ió n  c ircu la r d e  (xt/z), e l signo 
es positivo , y  en  caso co n tra rio  es n ega tivo . L as ecuac iones (27) se p u e d e n  
escrib ir en  n o tac ión  vec to ria l

m X  m =  iHm. (28)

S upongam os ah o ra  q u e  ex istan  varias p a rtícu la s  d e  m om en tos an g u la res  

m i, mo, ... C a d a  u n o  d e  estos m om en tos an g u lares  vec to ria les  v erificará  la  
re lación  (28), o  sea,

m^. X

y adem ás ca d a  u no  d e  ellos c o n m u ta rá  con todos los d em ás, y  en  conse ­
cuencia

m,· X  X  m r r= O (r=^s).

L u eg o  si M =  2  m r es el m o m en to  an g u la r  to ta l,
r

MX M =  2 “ rX “ í = 2 ”»rX ”*,+ 2  (™, X
rs r r<s

=  2  m ̂  iftM . (29)

E ste  re su ltad o  es d e  la  m ism a fo rm a q u e  (28), y  p o r  tan to , las co m p o n en te s  
del m om ento  an g u la r  to ta l M d e  c u a lq u ie r  n ú m e ro  d e  p a r tíc u la s  verifican  

las m ism as re lac iones d e  co n m u tac ió n  q u e  el m o m en to  a n g u la r  d e  u n a  sola 
partícu la .

S ean A ,̂ A~ las tres  co o rd en ad as  o las tres co m p o n en tes  d e l m o m en to  
d e  u n a  d e  las p a rtícu la s . L as A co n m u ta rá n  con los m o m en to s an g u la res  d e

las o tras  p a rtícu la s , luego  seg ú n  (23), (24), (25) y (26) se rá

[ M „ A ,]  =  A „  [ M „ A ,]  -  A ,, [M „ A ,]  =:= 0. (30)

Si Bx, By, Bz es u n  seg u n d o  con jun to  d e  tres ca n tid a d es  q u e  re p re se n ta n  
las tres  co o rd en ad as  o las tres  co m p o n en te s  d e l m o m en to  d e  u n a  d e  las 

partícu la s , ta m b ié n  verificarán  re lac io n es sim ilares a  (30). T en d rem o s  e n ­
tonces

[Mg, Ax Bx Ay By Az Bg]
=  [M „ Ax]Bx +  A ,[M „  Bx] +  [M „ A ,]B ,  +  A ,[M , B ,]

~  Ay Bx -f- Ax By ---  Ax By ---  Ay Bg
= 1  0.
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P or ta n to , el p ro d u c to  esca la r Bj .  A y  B y Ag  Bg c o n m u ta  con  M ,, y 
an á lo g a m en te  ta m b ié n  con y  My. C onsiderem os el p ro d u c to  v ec to ria l

A X B  == C
o sea,

A y  Bg ----  A g B y  C.7 , A a B x  ----  A:gB¡; —  C y ,  A g  By  ----  A y B g  =  Cg.

T enem os
Cjff] ~  —  Ajf  Bg Ag Bg ~  Cy

y an á lo g a m en te

[ M „ C J  .=  - C . ,  [MgyCg] =  0.

E sta s  ecuac iones son a  su  vez  d e  la  fo rm a  (30) con  C en  lu g a r  d e  A . D e  
a q u í re su lta  q u e  las ecuac iones (30) son v álidas p a ra  las co m p o n en te s  d e  
c u a lq u ie r  v ec to r  q u e  p o d am o s fo rm a r a  p a r t i r  d e  las v a riab le s  d inám icas, 
y  q u e  to d o  esca la r co n m u ta  con  M .

P odem os in tro d u c ir  o p era d o re s  lineales d e  ro tac ió n  R a lre d e d o r  d e l 
o rig en  an á lo g a m en te  a com o hic im os con los o p erad o res  d e  tra s lac ió n  D  

en  § 25. P a ra  u n a  ro tac ió n  d e  ángu lo  h<i> a lre d e d o r  d e l e je  z, co n s id eran d o  
com o un  infinitésim o, o b tenem os el o p e ra d o r  lím ite  c o rre sp o n d ien te  a 

64 d e  § 25,

lim  (R —

q u e  llam arem os operador de rotación a lre d e d o r  d e l e je  z y  d es ignarem os 
p o r  Tg, Ig u a l q u e  los o p e ra d o re s  d e  traslac ión , r* es ta m b ié n  u n  o p e ra d o r  

linea l im ag inario  p u ro  q u e  es tá  in d e te rm in a d o  en  u n  n ú m e ro  ad itivo  im ag i­
nario . E n  co rresp o n d en c ia  con (66) d e  § 25, la  va riac ió n  d e  p r im e r  o rd en  
d e  q u e  ex p e rim en ta  u n a  v a r ia b le  d in á m ic a  v a l rea liz a r  u n  g iro  d e  

án g u lo  <̂j> p e q u e ñ o  a lre d e d o r  d e l eje  z es

H{rgV —  vrg). (31)

P ero  las variaciones d e  las tres co m p o n en te s  A ^ , A y  y  A g  d e  u n  v ec to r, d e ­
b id a s  a  un  g iro  d e  todos los ap a ra to s  d e  m e d id a  en  u n  án g u lo  (hacia 
la  derech a ) a lre d e d o r  d e l e je  z, son resp e c tiv am e n te  8</>Ay, — 8</>Aa, y  O, 
m ien tras  q u e  los esca lares  p e rm a n e c e n  in v a rian te s  en  el giro. Ig u a la n d o  

estos cam bios a (31), re su lta

TgAx —  Aa>Tg =  A y ,  v A y  —  Ayrg  =  — A x,

rgAg — Agrg ~  O,

y  q u e  tg co n m u ta  con c u a lq u ie r  escalar. C o m p aran d o  estos re su ltad o s  con 

(30), vem os q u e  ifirg verifica  las m ism as re lac iones d e  co n m u tac ió n  q u e  tlg. 
L u ego , su  d ife ren c ia  Mg —  iftrg t ie n e  q u e  c o n m u ta r  con  to d a s  las variab les  

d inám icas, y  p o r  tan to , es u n  n ú m ero . D ich o  n ú m ero , q u e  n e c esa r iam en te  
h a  d e  ser real, p u e s  Mg y  ihrg son  am bos rea les , p u e d e  h a c e rse  ig u a l a  cero
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elig iendo  co n v e n ie n tem en te  e l n ú m e ro  im ag inario  p u ro  a rb itra r io  q u e  se 
p o d ía  sum ar a E n to n ces  re su lta rá

M, = ifir,. (32)

P ara  Ms y My te n d re m o s las ecuac iones co rresp o n d ien tes . E s ta s  ecu ac io n es 
son aná logas a  (69) d e  § 25. L uego , el momento angular total está asociado 
con los operadores de rotación del mismo modo en que el momento total 
está asociado con los operadores de traslación. E s ta  conc lu sión  es v á lid a  

to m an d o  el o rigen  en  c u a lq u ie r  p u n to .

L os razo n am ien to s an te r io res  son válidos p a ra  los m om en tos an g u la re s  
deb id o s a l m ov im ien to  d e  las p a rtícu la s , q u e  p a ra  c a d a  p a r t íc u la  v ie n en  
d ad o s p o r  (22). E n  la  te o ría  a tó m ic a  in te rv ien e  o tra  clase  d e  m o m en to  
angu lar, q u e  es el momento angular de spin. Al p rim ero  se le  llam a  momen­
to angular orbital p a ra  d ife ren c ia rlo  d e l segundo . E l m o m en to  a n g u la r  d e  
spin  d e b e  a trib u irse  a a lg ú n  m o v im ien to  in te rn o  d e  la  p a r tíc u la , p u e s  e s tá  
asociado  a  g rad o s d e  lib e r ta d  d is tin to s  d e  los q u e  in te rv ien e n  e n  la  d e s ­
cripc ión  d e l m ov im ien to  d e  la  p a r tíc u la  com o u n  todo , y  p o r  ta n to , las 
variab les d inám icas q u e  re p re se n ta n  el sp in  tien en  q u e  c o n m u ta r  con  x, !/, 

Px, Pv y  Pz· E s tr ic ta m e n te , e l sp in  no  tien e  co rresp o n d ien te  e n  m e cá n ica  
clásica, y en co n secu en c ia  el m é to d o  d e  an a lo g ía  c lásica  no  es co n v en ien te  
p a ra  su estud io . Sin em bargo , po d em o s co n s tru ir  u n a  te o ría  d e l sp in  p o s tu ­

lando  s im p lem en te  q u e  las co m p o n en tes  del m om en to  a n g u la r  d e  sp in  es tén  
re lac ionadas con o p e ra d o re s  d e  ro tac ió n  del m ism o m o d o  q u e  los m om en tos 
an g u la res  o rb ita les. E s  dec ir, p o s tu lan d o  q u e  la  ec u ac ió n  (32) ta m b ié n  sea 

v á lid a  p a ra  ig u a l a  la  co m p o n en te  z d e l m om en to  a n g u la r  d e  sp in  d e  
u n a  p a r tíc u la  y  rs ig u a l a l o p e ra d o r  d e  ro tac ió n  a lre d e d o r  d e l eje  z re la tiv o  
a los es tados d e  sp in  d e  la  p a r tíc u la . C o n  es ta  h ipó tesis , las re lac io n es d e  

co nm utac ión  d e  las co m p o n en te s  d e l m o m en to  an g u la r  d e  sp in  M  con  c u a l­

q u ie r  vec to r A  re la tiv o  al sp in  h a n  d e  ser d e  la  fo rm a  (30), y  en  conse ­
cuencia , to m an d o  A  com o el p ro p io  m o m en to  a n g u la r  d e  sp in  se  o b tie n e  
la  ecuac ión  (29) p a ra  el sp in . Así p u es , (29) es v á lid a  en  g en e ra l p a r a  c u a l­
q u ie r  sum a d e  m om en tos an g u la re s  o rb ita les  y  de  sp in , y  a n á lo g a m e n te  (30) 

ta m b ié n  se rá  v á lid a  p a ra  M  ig u a l al m o m en to  a n g u la r  to ta l o rb ita l  y  d e  

sp in  y  A  u n a  v a r ia b le  d in á m ic a  v ec to ria l cu a lq u ie ra . A sim ism o la  re la c ió n  
« i t r e  m om entos an g u la re s  y  ro tac io n es  tien e  ta m b ié n  v a lid ez  gen e ra l.

C om o consecuenc ia  in m e d ia ta  d e  e s ta  re lac ión  p o d em o s d e d u c ir  la  ley 
de conservación del momento angular. P a ra  u n  s is tem a a islado , e l h a m il­

ton iano  d eb e  ser in v a ria n te  f re n te  a  las ro tac iones en  to rn o  a l o rigen , o lo 
q u e  es lo m ism o, h a  d e  se r u n  esca lar; p o r  ta n to , t ien e  q u e  c o n m u ta r  con  el 
m om en to  a n g u la r  a lre d e d o r  d e l o rigen . L u ego , el m o m en to  a n g u la r  es u n a  
co nstan te  d e l m ovim ien to . E n  este  raz o n am ien to  el o rig en  p u e d e  se r c u a l­
q u ie r  pu n to .

C om o seg u n d a  consecuenc ia  in m ed ia ta  podem os v e r  q u e  un estado con
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momento angular total nulo tiene simetría esférica. D ich o  es tad o  co rres­

p o n d e rá  a u n  k e t  |S> q u e  verificará

M ,|S>  =  My\S> == M,\S> =  O,
y, p o r  tan to ,

TylS} zzz r.:S> =  0.

E sto  in d ica  q u e  el k e t |S> es in v a ria n te  f re n te  a  las ro tac io n es infin itesim ales, 

y  en  co nsecuenc ia  ta m b ié n  f re n te  a  ro tac iones finitas, y a  q u e  éstas se  p u e ­
d e n  co n s tru ir  a  p a r t i r  d e  las p rim eras. L uego , el es tad o  tie n e  sim etría  
esférica . E l te o re m a  rec íp ro co  d e  q u e  un estado con simetría esférica tiene 
momento angular total nulo, ta m b ié n  es cierto , si b ie n  la  d em o strac ió n  ya 
no es ta n  sencilla. U n  e s tad o  con  sim etría  esfé rica  co rre sp o n d e  a u n  k e t 

|S> cu y a  d irecc ió n  no  se m odifica p o r  u n a  ro tac ión . L u eg o , la  variac ió n  
d e  \Sy a l ap lica rle  u n  o p e ra d o r  r .̂, fy o tie n e  q u e  ser u n  m ú ltip lo  n u m é ­

rico  d e  |S>, p o r  e jem plo ,

rjsy =  c^)S>, fylS> =  rjs> “  cJS>,

d o n d e  los c son núm eros. A sí o b tenem os

Mj;\sy — ificjsy, My|S> =  ifícyisy,
M,\sy ^  iñc,\sy, (3.3)

E sta s  ecuac iones es tán  en  co n trad icc ió n  con  las re lac iones d e  co n m u ta ­
ción (29) e n tre  M  r, My y salvo si Cx = Cy = Cz~ O, en  cuyo  caso el 
e s tad o  tien e  m o m en to  a n g u la r  to ta l nu lo . (33) c o n s titu y e  u n  e jem p lo  de  

a u to k e t com ún  a  los tres  o p e ra d o re s  lineales M ,̂ My y Mg q u e  no co n m u tan  
en tre  sí, y ello sólo es p o s ib le  si los tre s  au tovalo res co rre sp o n d ien te s  son 
cero .
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36. Propiedades del momento angular

H ay  algunas p ro p ie d a d e s  d e l m om en to  an g u la r  q u e  se p u e d e n  d ed u c ir  
sin m ás de las re lac iones d e  co n m u tac ió n  e n tre  las tre s  com p o n en te s . Tales 
p ro p ie d a d e s  son vá lidas  ta n to  p a ra  el m o m en to  an g u la r  o rb ita l com o p ara  

e l d e  spin. S ean  mar, my y m  ̂ las tres co m p o n en tes  d e  un  m o m en to  angular, 
e in tro d u zcam o s la  c a n tid a d  fi d efin ida  p o r  la  ecuac ión

/3 =  ml +  m‘l  +  m-̂ .

C om o J3 es u n  esca la r  h a  d e  co n m u ta r  con mx, my y m̂ . S ea  u n  sistem a 
d inám ico  cuyas ún icas v a riab le s  d inám icas sean  m ,̂ my y m¡¡. E n  ese caso 
fi co n m u ta  con todos los o p e ra d o re s  y, p o r  tan to , h a  d e  se r u n  núm ero . 

P odem os e s tu d ia r  es te  sis tem a d inám ico  d e  fo rm a p a re c id a  a  cóm o hicim os 
con el o sc ilador arm ónico  en § 34.



P ongam os
íTig —  iniy =  T¡,

A p a r t i r  d e  las re laciones d e  co n m u tac ió n  (27) ded u c im o s

jfr} — (m̂. +  ímy)(m̂  — iruy) =: — i{mj.my —

=  fi —  nis + fimg (34)

y  an á lo g a m en te

7]fj — p —  — híJig, (35)

L uego , resu lta
f¡r¡ — T]f¡ — 2ñing. (36)

A sim ism o
V —  =  iñniy —  fíirij; =  —  /ir;, (37)

S upondrem os q u e  las co m p o n en tes  d e l m o m en to  a n g u la r  son  o b se rv ab les  

y que , p o r  ta n to , rrig t ie n e  au tovalo res. S ea m'̂  u n o  d e  ellos y  sea |m '>  u n  

a u to k e t p e r te n e c ie n te  a  d icho  au tovalo r. S egún  (34)

E l p r im e r  m iem b ro  d e  e s ta  ecu ac ió n  es el cu a d rad o  d e  la lo n g itu d  d e l k e t

y> p o r  tan to , es m ay o r o ig u a l q u e  cero. E l caso d e  ig u a ld a d  se

te n d rá  si y sólo si r]\m'y — 0. L uego ,

f i— mr  ̂+  nm: ^  o,
o bien

+  ( m ' - ^ í i ) 2. (38)

Por tanto,

Si definim os el n ú m e ro  k p o r

k + ^ n =  {(i +  =  (m^ +  (39)

con  lo cua l A: ^  —  ^/i, la  d es ig u a ld a d  (38) se co n v ierte  en

fc +  ift ^  Im '- if i l
o bien

k + n ^  m ' ^  — fc. (40)

E l caso d e  ig u a ld a d  se te n d rá  si y sólo si 7j|m ' > =  0. A n álo g am en te , d e  (35)

=  (fi — m' 2  — /im')<m'|m'>,

lo q u e  d em u es tra  q u e
—ftm' ^  O
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O bien
k ^  m' ^  — k —  ñy

z

verificándose u n a  ig u a ld a d  si y  sólo si — 0. E s ta  cond ic ión  jun to

con  (40) nos m u e s tra  q u e  k '^ 0  y q u e

(41)

siendo  m' = k  si fj\in'} — O, y m' =  —  k si 7]\m' > =  0.

D e  (37)

m n l m ' >  =  (T]m — ñi])\m'y =  (m' — h)f¡\m''>.
2 2 ^ S 2 Z

Si m ' =7̂  —  fc, r¡\m' > es d is tin to  d e  cero  y  p o r ta n to  es u n  a u to k e t d e  rn., 

p e r te n e c ie n te  al au to v a io r  m '— ñ. A nálogam en te , si m ' — — 2R 

ta m b ié n  es au to v a io r  d e  m~, y  así sucesivam en te . Así o b ten em o s la  suce­

sión  d e  au tovalo res m[, m ' — fí, m' — 2fí, . . .  q u e  en  v ir tu d  d e  (41) h a

d e  ac a b a r  fo rzosam en te , y sólo p u e d e  a c a b a r  con el va lo r —  h A su vez,

la  ecuac ión  com ple ja  co n ju g ad a  de  (37)

111 |m '>  =  ( f j m  -|- t íf j ) jm '> =  (m'  -f- f í)fj  |m ' >,

d e m u e s tra  q u e  m' -\-fí es ta m b ié n  au to v a io r d e  salvo si > =  O, en

cuyo  caso m ' zn k. R e ite ra n d o  el p ro ce d im ie n to  o b ten em o s o tra  sucesión 

d e  au to v a lo re s  m ',  mf -}-fí,m '-\- 2fi, q u e  en v ir tu d  d e  (41) t ie n e  q u e  

te rm in a r  fo rzosam en te , y  sólo p u e d e  te rm in a r  con e l v a lo r k. P odem os con­
c lu ir  q u e  2k tie n e  q u e  ser u n  m ú ltip lo  en te ro  de  fi y  q u e  los au tovalo res 
d e  rrig son

Jt, k — ñ, k — 2fí, . ,„— k + fi, — L· (42)

P o r sim etría , los au tovalo res  d e  y  rriy h a n  d e  se r los m ism os. T odos 
estos au tovalo res son m ú ltip lo s  en tero s o b ie n  m ú ltip lo s  im p ares  sem iente- 
ros d e  fí, según  q u e  2k sea  u n  m ú tip lo  p a r  o im p ar de  fí.

S ea [max> u n  a u to k e t d e  p e r te n e c ie n te  al au to v a io r  m áxim o k, con 
lo  q u e

77lmax> =  O, (43)

y  form em os la  sucesión  d e  kets

|max>, 7]í|max>, T^^lmax), 7¡p*/^|max>. (44)

T odos estos kets son au to k ets  d e  nig p e r te n e c ie n te s  re sp e c tiv a m e n te  a  la 
sucesión  d e  au tovalo res  (42). E l con jun to  d e  kets  (44) es ta l  q u e  a l ap lica r 
el o p e ra d o r  rj a  c u a lq u ie ra  d e  ellos se o b tien e  u n  k e t d e p e n d ie n te  del 
co n ju n to  (?/ ap lica d o  a l ú ltim o  d a  cero) y  según  (36) y  (43) vem os q u e  al
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a p lic a r  rj a  u n o  cu a lq u ie ra  d e  ellos ob ten em o s ta m b ié n  un  k e t q u e  d e p e n d e  
d e l con jun to . T odas las va riab le s  d inám icas del sis tem a q u e  estam os co n ­
s id e ran d o  se  p u e d e n  ex p resa r en  fu n c ió n  d e  ^  y d e  y  p o r  tan to , el 

co n jun to  d e  ke ts  (44) es u n  co n ju n to  com pleto . H ay  u n  solo k e t p e r te n e ­
c ien te  a  ca d a  au to v a lo r  (42) d e  rriz, p o r  lo ta n to  m. co n s titu y e  p o r  sí solo 
u n  con jun to  com pleto  d e  observab les .

E s co n v en ien te  defin ir el m ó d u lo  d e l vec to r m o m en to  a n g u la r  m ig ua l 
a  k defin ido p o r  (39) y  no ig u a l a  y a  q u e  los valores posib les  de k son

O, (45)

h a s ta  infinito, m ien tras  q u e  los d e  con stitu y en  u n  co n jun to  de  n ú m ero s 
m ás com phcado .

P a ra  un  sis tem a d in ám ico  q u e  te n g a  o tras v a riab le s  d in ám icas  a d e ­
m ás d e  mar, rriy y  rriz p u e d e n  ex istir v a riab le s  q u e  no co n m u ten  con p. E n  ese  

caso  fi y a  n o  se rá  u n  n ú m ero  sino u n  o p e ra d o r  lineal. P a ra  to d o  m o m en to  
an g u la r  o rb ita l (22) o c u rr irá  esto , p u es  x, t/, z, px, py y  no  c o n m u tan  
con fi. S upondrem os q u e  fi es s iem p re  u n  observab le , y q u e  p o r  ta n to , se 
p u e d e  defin ir (39), u tiliz an d o  la  fu n c ió n  ra íz  c u a d ra d a  p ositiva , q u e  ta m b ié n  
se rá  u n  observab le . D irem os q u e  el k así defin ido es la m a g n itu d  d e l v ec to r  
m o m en to  a n g u la r  en  el caso genera l. E l análisis an te r io r  q u e  em pleam os 

p a ra  o b te n e r  los au tovalo res  d e  sigue siendo  válido  en  e s te  caso si 
sustitu im os ]m '>  p o r u n  au to k e t jfc'wO com ún  a los o b se rv ab les  q u e  

co n m u tan  k y  m^, re su lta n d o  q u e  los au tovalo res posib les d e  k son los 
nú m ero s (45), y q u e  p a r a  ca d a  au to v a lo r  /c' d e  k los au to v alo res  d e  niz son 

los n ú m ero s  (42) su s titu y e n d o  k p o r  k'. H e  a q u í u n  e jem plo  d e  u n  fen ó m en o  
con  e l q u e  no  nos h ab íam o s en c o n trad o  an te rio rm en te , a  sab er, q u e  p a ra  

dos observab les  q u e  con m u tan , los au tovalo res  d e l u n o  d e p e n d e n  d e  q u é  

au to v a lo r  d e l o tro  considerem os. E s te  fen ó m en o  se p u e d e  in te rp re ta r  com o 
q u e  am bos o b servab les  n o  son co m p le tam e n te  in d e p en d ie n te s , sino q u e  
p a rc ia lm en te  son fu n c ió n  uno  d e  o tro . E l n ú m ero  d e  au to k e ts  in d e p e n d ie n ­
tes com unes a k y q u e  p e r te n e c e n  a  los au tovalo res k' y m ' n o  h a  d e  

d e p e n d e r  d e  p u es  p a ra  c a d a  in d e p e n d ie n te  p o d em o s o b te n e r

u n  {k'mf'y ta m b ié n  in d e p e n d ie n te  con  cu a lq u ie r  va lo r d e  m '' d e  la  su c e ­

sión (42), sin  m ás q u e  m u ltip lica r  [fc 'm ') p o r  u n a  p o te n c ia  a d e c u a d a  d e  

77 o d e  77.
C om o ejem plo  considerem os u n  s is tem a d inám ico  q u e  p o se a  dos m o ­

m en tos an g u la res  ni] y  m 2, q u e  c o n m u tan  e n tre  sí. Si no  ex iste  n in g u n a  o tra  
v a ria b le  d inám ica, to d as  las v a riab le s  d inám icas c o n m u ta rá n  con las ca n ­

tid a d e s  ki y k2 de m i y  m 2, luego , ta n to  ki com o ^2 son  n úm eros. Sin 
em bargo , la m a g n itu d  k del m o m en to  an g u la r  re su lta n te  M  =  m i +  HI2 no  
es u n  nú m ero  (ya q u e  no  c o n m u ta  con  las com ponen tes  d e  m i y  d e  012) 
y  re su lta  in te re sa n te  ca lcu la r los au tovalo res  de K. E l m o d o  m ás sencillo  
d e  h ac e rlo  se b asa  en  u n  p ro ce d im ie n to  d e  co n ta r k e ts  in d e p e n d ie n te s .
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H a y  u n  solo au to k e t in d e p e n d ie n te  co m ú n  a  rriu y q u e  p e r te n e z c a  a u n  
au to v a io r p a ra  ca d a  u n o  d e  los valo res fci, ¿ i  —  ñ, ki —  2  , — ki
y  a  u n  au to v a io r p a ra  c a d a  u n o  d e  los valo res k —  ti, k̂  —  2/i, 

— koy y d icho  k e t es ta m b ié n  a u to k e t d e  Mg p e r te n e c ie n te  a l au to v a io r  

M\ ^  m ' - f  m'^ . Los va lo res  posib les d e  A i' se rán , p o r  ta n to , ki +  fe , 

ki +  fe  —  ñ, fci +  fe  —  2/i, . . —  kí —  fe, y  e l n ú m e ro  d e  veces q u e  o c u ­
r r irá  c a d a  uno  d e  ellos v ien e  d ad o  p o r el s ig u ien te  esq u em a  (p ara  co n c re ta r  

su p o n d rem o s ki ^  fe),

ki +  fe, ki +  fe—ñy ki +  k¿—2 /i,..,, ki —fe, ki—fe—ñ , ...
1 2  3 ...  2k,+ l 2k,+ l  . ..  ^

...  - k ,+ k , , - k ,+ h - t i , . . . , - k ,~ k ,   ̂ ’

. ..  2 ^ 2 + 1  2k.> . . .  1 ,1

A liora b ien , p a ra  cad a  a u to v a io r  K' d e  K, Mg te n d rá  los au to v alo res  K ', 
K' —  ñ, K —  2fi, —  K! y p a ra  ca d a  p a r  d e  au tovalo res  de K y Mg exis­
t irá  e l m ism o n ú m e ro  d e  au to k e ts  in d e p e n d ie n te s  com unes a K  y  a Mg, 
E l n ú m e ro  to ta l d e  au to k e ts  d e  Mg in d e p e n d ie n te s  q u e  p e r te n e c e n  a im  

au to v a io r  M ' t ien e  q u e  se r el m ism o ta n to  si los eleg im os e n tre  los a u to ­

ke ts  com unes a  y ruo^ com o si los eleg im os e n tre  los au to k e ts  com unes

a  K  y  Mgy luego , en  am bos casos v ie n e  d a d o  p o r  el e sq u e m a  (46). D e  aq u í 

se d e d u c e  q u e  los au tovalo res  d e  K son

ki +  fe, ki-\~L· —  ti, ki + ko —  2fi, . . fci —  fe , (47)

y  q u e  p a ra  c a d a  uno  d e  estos au to v alo re s  d e  K  y  u n  au to v a io r  d e  Mg com ­
p a tib le  con  él ex iste  un  ún ico  au to k e t in d e p e n d ie n te  com ún  a K y  a  M¿.

H em os d e  co n s id era r  la  acc ión  d e  las ro tac iones so b re  los au to k e ts  d e  

las variab le s  d e  m o m en to  an g u la r. S ea | M ' >  u n  a u to k e t c u a lq u ie ra  d e  la  

co m p o n en te  z d e l m o m en to  an g u la r  to ta l d e  un  s is tem a  d in ám ico  genera l, 
y ap liq u ém o sle  u n  p e q u e ñ o  g iro  d e  ángu lo  en  to rn o  a l e je  z. S egún  (32) 
se tran sfo rm ará  en

(1 - f  8<#>f J  I M ' > =  (1 — i8</>Aíy*)lM ;>

E sto  eq u iv a le  a

(1 —  2í ^ m ' / í / )  |m :>  =  ^

p a ra  el p rim er o rd en  en  B<t>, L u eg o  q u e d a  m u ltip lica d o  p o r  e l fac to r  

nu m érico  , A p lican d o  su cesiv am en te  p eq u e ñ o s  g iros re su lta  q u e
u n a  ro tac ió n  d e  áng u lo  <t> a lre d e d o r  d e l eje  2 tra n sfo rm a  a  \M'y en  sí 

m ism o m u ltip lica d o  p o r  T o m a n d o  =  2tc re su lta  q u e  u n  g iro
d e  2 tc a lre d ed o r  del eje  s  d e ja  in v a ria n te  a  |M ' > c u a n d o  e l a u to v a io r  

es m ú ltip lo  en te ro  d e  y  le  ca m b ia  el signo  si es m ú ltip lo  im p a r  sem i- 

en te ro  d e  h. A hora  considerem os u n  a u to k e t |K'> d e  la  m a g n itu d  d e l m o ­

m en to  a n g u la r  to ta l K. Si el a u to v a io r  K ' es un  m ú ltip lo  en te ro  d e  fi, los
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au tovalo res  posib les d e  se rán  todos m ú ltip lo s  en tero s d e  Ä, y  u n  g iro  
d e  2x a lre d e d o r  del e je  z d e ja rá  in v a ria n te  a  |K '>. P o r el con tra rio , si K ' es 
u n  m ú ltip lo  im p a r  sem ien tero , los au tovalo res  posib les d e  Mg se rán  todos 
m ú ltip lo s im p ares  sem ien tero s d e  Ä, y  u n  g iro  d e  2x en  to m o  al eje  z c a m ­

b ia rá  e l signo d e  [K'>. P o r sim etría , u n  g iro d e  2% en  to rn o  a  c u a lq u ie r  eje  
te n d rá  los m ism os efectos so b re  \K'> q u e  u n  g iro d e  2x en  to m o  a l e je  z. 

Así llegam os a la  conclusión  g en e ra l d e  q u e  un giro de 2x alrededor de 
cualquier e\e deja invariante a un ket o bien le cambia el signo, según 
que pertenezca a autovalores de la magnitud del momento angular total que 
sean múltiplos enteros o múltiplos impares semienteros de ñ. D e sd e  luego , 

el es tad o  no ca m b ia  con  el g iro  d e  2^, p u es  u n  es tado  s ig u e  siendo  el m ism o 

a u n q u e  cam biem os e l signo  d e l k e t q u e  lo rep rese n ta .
U n  k e t d e  u n  sis tem a d in ám ico  q u e  sólo p o sea  m o m en to s an g u la res  

o rb ita les , tie n e  q u e  se r in v a rian te  f re n te  a  u n  giro d e  2% en  to m o  d e  u n  
eje cu a lq u ie ra , p u es  p a ra  d ich o  s is tem a podem os co n s id e ra r  la  r e p re se n ta ­

c ión  d e  S ch rö d in g er en  la  q u e  las co o rd en ad as  d e  to d as  las p a r tíc u la s  son 
d ia g ra a le s , y  en  e lla  el r e p re se n ta n te  d e  u n  k e t  se tra n sfo rm a  en  sí m ism o 
en  d icho  giro. E n  consecuenc ia , los autovalores de la magnitud de un 
momento angular orbital son siempre múltiplos enteros de Ä. A sim ism o los 
au tovalo res d e  las co m p o n en te s  d e  u n  m o m en to  a n g u la r  o rb ita l se rán  

ta m b ié n  m ú ltip lo s  en tero s d e  fi siem pre. P a ra  los m om en tos an g u la re s  d e  
sp in  no existe u n a  rep re se n ta c ió n  d e  S ch rö d in g er y, p o r  ta n to , p u e d e n  

ex istir am bos tipos d e  au tovalo res.
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Los e lec trones así com o ta m b ié n  o tras p a r tíc u la s  fu n d a m e n ta le s  (p ro to ­

nes, n eu tro n es) tien en  u n  sp in  cuyo m ódu lo  va le  E s te  v a lo r  se en co n tró  

exp e rim en ta lm en te , p e ro  ad em ás ex isten  razones teó ricas  q u e  nos in d ican  

q u e  ta l va lo r d e l sp in  es e l inás e lem en ta l, incluso  m ás q u e  e l v a lo r cero
(véase cap ítu lo  X I). Así pu es , el e s tu d io  d e  es te  sp in  p a r t ic u la r  es d e  g ra n
im p o rtan c ia .

P a ra  t ra ta r  con im  m o m en to  a n g u la r  cuyo  m ó d u lo  v a le  ^fi, es co n v e ­

n ie n te  p o n e r
m =  fí^a. (48)

S egún  (27), las co m p o n en tes  d e l v ec to r  a verifican

Cy(Ig —  <Sg<7y =  2 i<7g, j

= 2 í(Ty, ( (4 9 )
(Jx Cy-- Qy (5x =  2pJg.

Los au tovalo res  d e  m̂  son Iñ y —  luego  los d e  se rá n  1 y  —  1, y



no  te n d rá  m ás q u e  un  ú n ico  au to v a io r  q u e  se rá  e l 1. P o r tan to , h a  d e  

ser ig u a l a  1 y  an á lo g a m en te  h a  d e  o cu rr ir  con y

ct2 =  ^  <72 ^  1. (50)X y z ' ^
P odem os sim plificar las ecuac iones (49) y  (50) u tiliz an d o  artificios d e l á lg e ­
b ra  no  co n m u ta tiv a  a la  q u e  ob ed ecen . S egún  (50) ten em o s

2 2 _ ^Qy — U
o b ie n

<Ty(<Iy — ẑ ŷ) +  {̂V ~  ẑ̂ y)̂ y ~  O

q u e , con la ay u d a  d e  la  p r im e ra  d e  las ecuac iones (49), se co n v ierte  en

+  CTa? O-y =  0 .

E sto  q u ie re  d e c ir  q u e  jj. =  —  <Xy D os variab le s  d in ám icas o dos o p e ra ­

dores lineales com o éstos q u e  salvo el signo n ega tivo  verifican  la  p ro p ie d a d  
co n m u ta tiv a  d e  la  m u ltip licac ió n  se d ice  q u e  anticonmutan. Así dec im os 
q u e  <Jx a i ^ o n m u t a  con  Cy. P o r s im etr ía  c a d a  u n a  d e  las tres  variab le s  

d inám icas cr̂ ?, <Sy y  a n tic o n m u ta rá  con  las dem ás. L as ecuac iones (49) se 

p u e d e n  escrib ir

(Jy (Jff t(Jx ffar ̂ yy \(Tjff, =  i<j„ =  —  > (51)
(Tx (Jy ~  i^z —  -- Cy O'j, J

y asim ism o d e  (50)
<Ta.<T|fTe =  i. (52)

L as ecuac iones (50), (51) y  (52) son las ecuac iones fu n d a m e n ta le s  p a ra  las 

va riab le s  de  sp in  or q u e  re p re se n ta n  u n  sp in  cuyo m ó d u lo  es

E stab lezcam o s u n a  rep rese n ta c ió n  m a tr ic ia l p a r a  las v a ria b le s  a en  la  

q u e  (Jz sea d iagonal. Si no  ex iste  n in g u n a  o tra  v a r ia b le  d in á m ic a  in d e p e n ­
d ie n te  en  n u es tro  sis tem a d inám ico  m ás q u e  las m  o las cr, Cz co n s titu y e  p o r  
sí sola u n  con jun to  com ple to  d e  observab les , p u es d e  la  fo rm a  d e  las e c u a ­
ciones (50) y  (51) in ferim os la  im p o sib ilid ad  d e  co n s tru ir  n in g u n a  v a ria b le  
d in ám ica  n u e v a  a  p a r t i r  d e  (Sx, ay y  q u e  co n m u te  con  'a.. C om o  los e le ­

m en tos d e  m a tr iz  d iag o n a le s  d e  la rep re se n ta c ió n  m a tr ic ia l d e  h a n  d e  ser 
sus au tovalo res 1 y  —  1, la  m a tr iz  se rá
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Sea
<  ̂(i J)

Ü2 \
 ̂ 3̂ 4̂ /

la  m a tr iz  q u e  re p re se n ta  a D ich a  m a tr iz  h a  d e  se r h e rm ític a  y, p o r



tan to , fli y  h a n  d e  ser reales, y y h a n  de se r n ú m ero s  com plejos 

conjugados. L a  ecuación  a« o·« nos d a
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/ ^2 \  (di —fl2 \
« 3  —«4/ ~\fl3 —«4/

luego r:= fl4 =  0. P o r lo ta n to , la rep rese n ta c ió n  m a tric ia l d e  Jj. se rá  

d e  fo rm a

/O fl2 \
U s  O /

L a ecuación  <¡1 = 1  nos d ic e  q u e  — 1. P o r ta n to , com o y Qz son 

núm eros com plejos con jugados, h a n  d e  ser d e  la  fo rm a  y re sp e c ­
tivam ente , s iendo  a  u n  n ú m e ro  rea l. Así p u es , (¡x e s ta rá  re p re se n ta d a  p o r 

u n a  m a tr iz  d e  la  fo rm a

( . · -  : )
A nálogam ente  veríam os q u e  ta m b ié n  h a  d e  es ta r  re p re se n ta d a  p o r  u n a  

m atriz  de  es ta  fo rm a. E lig ien d o  co n v e n ie n tem en te  los fac to re s  d e  fase  

que no  es tán  u n ív o c am e n te  d e te rm in a d o s  p o r  la  sim ple  co n d ic ió n  d e  q u e  

Qz sea d iagonal, po d em o s h a c e r  q u e  e s té  re p re se n ta d a  p o r  la  m a tr iz

O 1 \
U oj

E l re p re se n ta n te  d e  cr̂  v ie n e  así d e te rm in a d o  p o r  la  ecuac ión  =  íctj. 
O btenem os fina lm en te  las tres  m atrices

j ) .

que rep rese n ta n  re sp e c tiv a m e n te  a  tjy y y  q u e  verifican  to d a s  las
relaciones a lg eb ra icas  d a d a s  p o r  (49), (50), (51) y  (52). L a  c o m p o n e n te  de l

vector <J en  u n a  d irecc ió n  c u a lq u ie ra  d a d a  p o r  los cosenos d irec to res  l, m, 
n, o sea hj, +  +  n a . e s ta rá  re p re se n ta d a  p o r

í " (54)( l + i m  — n

E l re p re se n ta n te  d e  u n  k e t  constará d e  dos núm eros, q u e  c o rre sp o n d e rá n  

a los dos valores +  1 y  —  1 p a r  d e  nú m ero s co n s titu y en  u n a

función fff (d') cuyo d om in io  d e  defin ición  es tá  co n s titu id o  ú n ic am e n te  

del p a r  d e  p u n to s  +  1 y  —  1. E l e s tad o  en  q u e  tien e  e l v a lo r  u n o

estará rep re se n ta d o  p o r  la  fu n c ió n  cuyos valores se rá n  1, O, y  e l e s ­

tado  en q u e  cr̂  tie n e  el v a lo r  —  1 v e n d rá  re p re se n ta d o  p o r  la  fu n c ió n



ffi (<y') cuyos valores se rá n  O, 1. C u a lq u ie r  p a r  d e  n ú m ero s  se p u e d e  ex p re ­

sar com o com binac ión  lin ea l d e  los dos an terio res. Así pu es , todo estado 
se puede obtener por superposición de los dos estados para los que o*, 

toina respectivamente los valores +  1 y  —  1. P o r e jem plo , e l e s ta d o  e n  el 
cu a l la  co m p o n en te  d e  a« en  la  d irecc ió n  l, m , n, re p re se n ta d a  p o r  la  
m a tr iz  (54), tie n e  el v a lo r +  1 es ta rá  ca rac te r iz ad o  p o r  e l p a r  d e  n ú m ero s 
a y b q u e  verifiquen .
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o b ie n

P or tanto ,

( n I —  i m \ / a \  / a\
l + im ~ n  j U j "  U j

na (í —  im)b =  a,

(l +  ím)a —  nb — b,

a l —  im 1 +  n

b 1 —  n  l im

E s te  es tad o  p u e d e  ser co n s id erad o  com o la  su p e rp o sic ió n  d e  los dos estados 
en  los cuales d, es ig u a l a  +  1 y  a  —  1, cuyos pesos re la tiv o s e n  la  su p e r ­
posic ión  serán

| a P :  |fcp \ l - im\-:  {I — n f = 1 + n : l — n. (55)

P a ra  la descrip c ió n  com p le ta  d e  u n  e lec tró n  (u o tra  p a r t íc u la  e lem en ta l 

d e  sp in  ^fí) n eces itam os las variab le s  d inám icas d e  sp in  (j, re la c io n ad a s  

con el m om en to  a n g u la r  d e  sp in  a  trav és  d e  (48), ju n to  con  las co o rd e n ad a s  

ca rtesianas x, y, z y los m om en tos py, p .. L as v aria b le s  d in ám icas d e  

sp in  co n m u tan  con d ichas co o rd en ad as  y  m om entos. P o r  ta n to , u n  co n jun to  

com ple to  d e  observab les  q u e  c o n m u tan  p a ra  u n  sis tem a co n s titu id o  p o r  u n  
ú n ico  e lec trón  p u e d e  se r x, y, z y E n  u n a  rep rese n ta c ió n  en  la  q u e  todos 

ellos sean  d iagonales , el re p re se n ta n te  de  cu a lq u ie r  e s tad o  se rá  u n a  función  
d e  las cu a tro  v a riab le s  x\ y\ z' C om o <y' no p u e d e  to m a r  m ás q u e  los 

dos valores 1 y  —  1, la  fu n c ió n  d e  cu a tro  variab les  es e q u iv a le n te  a  dos 

funciones d e  tres  variab les .

y\ z\ +  1 |>, < x y z '|> -  =  <x', y ', z ', — 1|>. (56)

Así pu es , la presencia del spin se puede considerar o bien introduciendo 
una nueva variable en el representante de un estado o bien dando dos com­
ponentes al representante.



38. Movimiento en un campo de fuerzas centrai

U n àtom o es tà  co n stitu id o  p o r  u n  nùcleo  de g ran  m asa, ca rg ad o  p o siti­
vam ente , y  u n  con jun to  d e  e lec tro n es q u e  se m u e v en  a lre d e d o r  d e  él bajo  

la in fluencia d e  las fu e rzas  d e  a tracc ió n  d e l núc leo  y  las rep u ls io n es  m u tu as  

en tre  ellos. E l es tu d io  exacto  d e  es te  sis tem a d in ám ico  es u n  p ro b le m a  
m atem ático  m u y  d ifícil. Sin em b arg o , se p u e d e  o b te n e r  a lg u n a  lu z  sob re  el 

co m p o rtam ien to  g en e ra l d e  to d o  e l s is tem a h ac ien d o  u n a  ap rox im ac ión  
g rosera  q u e  consiste  en  co n s id era r  q u e  c a d a  e lec trón  se m u e v e  in d e p e n ­
d ie n tem en te  en  u n  c ie rto  cam p o  d e  fuerzas  central a l q u e  se su p e rp o n e  u n  

cierto  valo r m ed io  d e  las fu erzas  e je rc idas p o r los d em ás e lec trones. Así 
pues, el p ro b lem a  d e l m ovim ien to  de  u n a  p a r tíc u la  en  u n  cam po  d e  fu erzas  

cen tra l, q u e  vam os a  e s tu d ia r  ahora , co n stituye  u n  e lem en to  fu n d a m e n ta l 
en la teo ría  del/^ átom o.

S ean  x, t/, z las co o rd e n ad a s  ca rtes ian as  d e  la  p a r tíc u la  re fe r id a s  a u n  
sistem a d e  ejes cuyo  o rig en  es el ce n tro  d e  fu erzas , y  p ,̂ py, pz las co m p o ­
n en tes  del m o m en to  co rresp o n d ien te s . D esp rec ia n d o  la  ap rox im ac ión  re la ­
tiv ista , el h am ilto n ian o  se rá  d e  la  fo rm a

H ^  l/2m  ■ (pl +  pl + pi) + V, (57)

siendo  la  en e rg ía  p o te n c ia l V fu n ció n  ú n ic am e n te  d e  (x̂  +  í/^ +  ẑ ). P a ra  
desarro lla r la  teo ría  es co n v en ien te  in tro d u c ir  v a riab les  d in ám icas po lares. 
E n  p r im e r  lu g a r, in tro d u c im o s el rad io  r m e d ia n te  la ra íz  c u a d ra d a  p ositiva

r ^  (x̂  + y  ̂+ ẑ )K

Sus au tovalo res  v an  d e sd e  O h a s ta  oo. Si ca lcu lam os sus P .B .  con  p̂ y pp, 
y Pz m e d ia n te  la  fó rm u la  (32) d e  § 22 ob tenem os

[r,pA =  ^  =  ‘7 ’ =  7 · ’ -  7 .

q u e  son los m ism os q u e  se  o b tie n e n  en  la  teo ría  clásica. A sim ism o, in tro d u ­
cimos ta m b ié n  la  v a r ia b le  d in á m ic a  pr m e d ia n te

Pr =  r-\xp^ 4- yPv +  zpz)· (58)
Su P. B. con  r v ie n e  d a d o  p o r

r[r,pr] =  [T,rpr] =  [r, xps +  yp , +  zp,]

=  x[r, P*] +  y[r, Pv] +  z[r, p.]
z= x x/r +  y y/r + z z/r =  r.

L uego,
[r,pr] =  1

o b ien ,

rpr —  prf = ifi·
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L a  re lac ión  d e  co n m u tac ió n  e n tre  f  y  Pr es p re c isa m e n te  la  q u e  co­
r re sp o n d e  a  u n  p a r  d e  v a riab le s  canón icas con jugadas, es dec ir , la  ecu ac ió n  
(10) d e  § 22. L uego , p r h a c e  las veces d e  m om en to  canón ico  con jugado  
d e  la  c o o rd e n ad a  r. P ero  no  es ex a c tam e n te  ig u a l a  él, p u es  no  es real; 

su  com plejo  con jugado  es

pr = -l· Pvy + PzZ)r-̂  = (xp, + ypy+zp, — 3ih}r-^
=  (rpr —  3 í/i)r”  ̂ = : Pr —  2 íftr“^  (59)

P o r  tan to , p r  —  í/ ir“  ̂ es re a l y  es el v e rd a d e ro  m om en to  canón ico  co n ju g a ­

do  d e  r.
E l m om en to  a n g u la r  m  d e  la  p a r tíc u la  a lre d e d o r  d e l o rig en  v ie n e  d a d o  

p o r  (22) y  su  m a g n itu d  k p o r  (39). P u es to  q u e  r y pr son  esca lares , co n m u ­

ta n  con  m y  p o r  ta n to  ta m b ié n  con k. P odem os exp resar e l h am ilto n ian o  en  

fu n c ió n  d e  r, pr y k. Si significa sum a resp ec to  a  las p e rm u tac io n es
x y z

cíclicas d e  los su b ín d ices  x, j/, z, tenem os 

/c(fc+/i) = 2  mi = 2  {̂ py—yp .f
x y z  x yz

=  2 (xpyxpv+ypxypx—^p»yp>—yp^pi>)
x y z

x y z

=  (x^-f!/"+z")(p",+P^+P^)-
—(xpx+ypy+zp,){pxx+p^y+p,z+2iñ)

=  ^(P^+P^+Pf)—'? ,(P /+ 2 «ft)

=  ^(Pl+Pl+PV-^P^r^· 

según  (59). L u eg o
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JÍ =  ^ ( i p ; r  +  í ! ^ ) + V .  
2m  V r  ^ /

(60)

E s ta  fo rm a d e  H es ta l q u e  k co n m u ta  no  sólo con H com o d e b ie ra  o cu rrir  
p o r  ser k u n a  co n s tan te  d e l m ovim iento , sino ta m b ié n  con  to d as  las v a r ia ­

b les d inám icas q u e  a p a re c e n  en  H, a  sab er, r, p r  y V, s iendo  e s ta  ú ltim a, 
fu n c ió n  de r. P o r tan to , el p ro b le m a  se  resu e lv e  fác ilm en te , p u e s  p odem os 

co n sid erar u n  a u to es tad o  d e  k p e r te n e c ie n te  al au to v a io r  fc' y  su s titu ir  k 
p o r  k' en (60) re su ltan d o  con  ello  u n  p ro b lem a  con  u n  solo g rad o  d e  li­

b e r ta d  r.

In tro d u zcam o s la  rep rese n ta c ió n  d e  S ch rö d in g er con  x, y, z d iagonales. 

E n to n c es  p ,̂ py y pz son eq u iv a len te s  a  los o p erad o res  — iñd/dXy — ihd/dy 
y — íhd/dz re sp ec tiv am en te . Los es tados v e n d rá n  re p re se n ta d o s  p o r  u n a



fu n c ió n  d e  o n d a  ¡lf{xyzt) q u e  verifique la  ecu ac ió n  d e  o n d as d e  S ch rö d in g er  

(7) d e  § 27, q u e  e n  e s te  caso con  H d a d o  p o r  (57) se rá

m J ±  = í - ^ ( - ^  + ^  + ^ ) + v L ·  (61)
dt \ 2m \ dH ^  d^y ^  dH /  j  ^

P odem os p a sa r  d e  las co o rd en ad as  ca rtesian as x, y, z 3l las c o o rd e n ad a s  
po la res r, $, <f>, m e d ia n te  las ecuac iones

X = : r  sen  O eos 0, ^
y ^  r sen O sen  <f>, (62)
z r= r  eos 6y j

y  ex p resa r la fu n ció n  d e  on d as en  fu n c ió n  d e  las co o rd e n ad a s  p o la re s  en  

la  fo rm a  i¡f{rO<l>t). D e  las ecuac iones (62) re su lta  la  s ig u ien te  ecu ac ió n  e n tre  

o p erado res

d dx d du d dz d x d if d z d
___ __ __________ L _____I_________^ __________ L· JL_______j_________^

dr dr dx dr dy dr dz r dx r dy r dz'

q u e  co m p arad a  con (58) nos d ice  q u e  pr =  — iHd/dr. Así, pues, la  e c u a ­
ción d e  ondas d e  S ch röd inger con el ham ilton iano  en  la  fo rm a  (60) es la  

s igu ien te

dt I  2m  \  rdr^  I"*" j

A quí k es u n  c ie rto  o p e ra d o r  linea l q u e  com o co n m u ta  co n  r  y  d/dr sólo 

p u e d e  d e p e n d e r  d e  6, <f>, d/dO y  d/d<l>. A p a r ti r  d e  la  fó rm u la

k(k + fi) = m l+ m l + m^, (64)

q ue  se d ed u c e  d e  (39), y d e  la  fó rm u la  (62), podem os ca lcu la r la expresión 

k{k 4 - ñ) q u e  resu lta  ser

k(k + h) I d  ^d  1 02

Ä2 — sen e de dO sen^e d<t>̂  ̂ ^

E s te  o p e ra d o r es muy conocido  en  física m a tem ática . Sus au to fu n c io n es son 
los llam ados armónicos esféricos, y sus au tovalo res son n (n  - f - 1) siendo  n 

un  núm ero  en tero . A sí pues, la  teo ría  d e  los arm ónicos esféricos co n s titu y e  
o tra  p ru e b a  d e  q u e  los au tovalo res d e  k son m últip los en teros d e  ñ.

L a  función  d e  ondas p a ra  u n  au to es tad o  d e  k p e r te n e c ie n te  al au to - 
valor nfi (n es u n  en tero  no  negativo) será  d e  la  fo rm a

^  (66) 

d onde  Sn(0</>) verificará la  ecuac ión

k(k + ñ)Sn(6<i>) =  n(n +  (67)
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y  se g ú n  (65) se rá  u n  arm ón ico  esférico  d e  o rd en  n. E l  fa c to r  r~̂  d e  (66) lo 
hem os p u es to  p o r  conven iencia . S u stitu y en d o  (66) en  (63) re su lta  la  si­
g u ie n te  ecuac ión  p a ra  x

^ d x  ( / ¿2 n(n + l)\ )
Si el e s tado  es u n  es tad o  es tac ionario  p e r te n e c ie n te  a l v a lo r  d e  la  en e rg ía  H\ 
X se rá  d e  la  fo rm a

X(rt) =
y  (6S) se re d u c irá  a

í h- d? n(n  +  l ) \  )

E s ta  ecuac ión  se p u e d e  u ti l iz a r  p a ra  d e te rm in a r  los n ive les d e  e n e rg ía  H' 
de l sistem a. P a ra  c a d a  so lución  xo d e  (69) c o rre sp o n d ien te  a  un  d e te rm i­
n ad o  n, ex istirán  2n +  1 estados in d e p en d ie n te s , p u e s  ex isten  2n ~\~ l v a lo ­

res d istin tos q u e  p u e d e  to m ar u n a  d e  las com ponen tes  de l m o m en to  a n ­
gu la r, p o r  e jem p lo  m..

L a  p ro b a b il id a d  d e  q u e  la p a r tíc u la  es té  en u n  e lem e n to  d e  vo lum en  
dxdydz es p ro p o rc io n a l a  \iff\̂ dxdydz. P o n ien d o  ijf en  la  fo n n a  (66) esto  

eq u iv a le  a r~~\x\̂ \Sn\̂ dxdydz. L a  p ro b a b il id a d  d e  q u e  la  p a r t íc u la  es té  

co m p re n d id a  en tre  las dos esferas d e  rad io s r y r dr se rá  p ro p o rc io n a l 
a Ixl̂ dr. Así re su lta  ev id e n te  q u e  al reso lver la ecu ac ió n  (68) o la  (69) hem os 

d e  im p o n er u n a  co nd ic ión  d e  con to rno  a la  función  x p a ra  r  =  O, y  q u e  
la  in teg ra l í |x p d r  converja  en  to rn o  al o rigen . Si la  in te g ra l en  cuestión  

no  fu e ra  co n v ergen te , la fu n ció n  d e  ondas re p re se n ta ría  u n  e s tad o  p a ra  

el q u e  h a b r ía  u n a  p ro b a b il id a d  in fin ita  d e  q u e  las p a r tíc u la s  e s tu v ie ran  
en  el o rigen , lo  q u e  es in ad m is ib le  d esd e  e l p u n to  d e  v is ta  físico.

Sin em bargo , la  cond ición  o b te n id a  p a ra  r  =  O m e d ia n te  la  co n s id e ra ­
ción del significado p ro b ab ilis tico  no  es su fic ien tem en te  res tr ic tiv a . Al exi­
g ir  q u e  la  fu n c ió n  d e  o n d a  q u e  se o b tie n e  reso lv ien d o  el p ro b le m a  en 
co o rd en ad as p o la re s  (63) sea  rea lm e n te  so lución  d e  la  ec u ac ió n  d e  ondas 
en  co o rd en ad as ca rtes ian as (61), o b ten em o s u n a  cond ic ión  m ás res tric tiva . 

C onsiderem os e l caso V  =  O, q u e  co n s titu y e  el p ro b le m a  d e  la  p a r tíc u la  

lib re . L a  ecuación  (61) a p lic a d a  a  u n  e s ta d o  es tac ionario  d e  en e rg ía  H ' =  O 

es ah o ra
=  O, (70)
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d o n d e  re p re se n ta  el o p e ra d o r  la p lac ian o  o^/dx- +  d^/dy- +  y
la  (63) es

( t



p a ra  /: =  0, ^  =r es u n a  so lución  p a r tic u la r  d e  (71). Sin em b arg o , es ta  

función  no  es so lución  d e  (70), p u es  a u n q u e  se an u la  p a ra  to d o  va lo r
finito d e  r, su  in te g ra i e x ten d id a  a  u n  vo lum en  q u e  co n ten g a  e l o rig en  
vale  —  4t: (com o p u e d e  verse  tran sfo rm an d o  d ic h a  in teg ra l d e  v o lu m en  en  

u n a  in teg ra l d e  superfic ie  m e d ia n te  el teo rem a de G auss), y, p o r  ta n to ,

V ^r-i —  4 t:8 ( x)% )8 (z). (72)

L u ego , no  to d a  so luc ión  d e  (71) es so lución  d e  (70), y m ás en gen e ra l, no  
to d a  solución d e  (63) es so luc ión  d e  (61). P a ra  q u e  a l su s titu ir  u n a  so luc ión  

d e  (63), no a p a re z c a  u n a  fu n ció n  S en  el seg u n d o  m iem b ro  d e  (61), ta l com o 

o cu rre  en el seg u n d o  m iem b ro  d e  (72), hem os d e  im p o n er la  con d ic ió n  d e  
q u e  las so luciones d e  (63) no  tie n d a n  a  infinito  con la m ism a ra p id e z  q u e  

cu an d o  r  0. L a  ecuac ión  (63) sólo es eq u iv a le n te  a la (61) cu an d o  se 
le  a ñ a d e  esta  cond ición  su p le m e n ta ria . Así ob tenem os la  co nd ic ión  d e  co n ­

to rno  ->  O o X ->  O cu a n d o  r  ->  O,

T am b ién  hem os d e  im p o n er cond iciones d e  con to rno  a la  fu n c ió n  d e  
ondas p a ra  r =  oo. Si so lam en te  nos in te resa n  los es tados ‘lig ad o s’, es dec ir, 
los estados en  q u e  la  p a r tíc u la  no  p u e d a  a lcan zar el infinito, hem os d e  lim i­
ta rnos a  co n s id era r el caso en  q u e  la  in teg ra l J \x{r)\-dr sea co n v e rg en te  
en  el infinito. Sin em bargo , los estados ligados no  son los ún icos es tad o s 

q u e  p u e d e n  ex istir d esd e  el p u n to  d e  v ista  físico, p u es  ta m b ié n  p o d em o s 

co n s id era r casos en  los q u e  la  p a r tíc u la  v en g a  d esd e  el infinito , sea d isp e r ­
sad a  (sca tte red ) p o r  e l cam po  d e  fuerzas  cen tra l, y  se  d ir ija  d esp u és n u e v a ­
m e n te  al infinito. P a ra  ta les es tad o s la  fu n c ió n  d e  on d as p u e d e  ser fin ita 

p a ra  r  oo. E stos es tados se rán  e s tu d ia d o s  en  e l c a p ítu lo  V IH  cu a n d o  
considerem os los p ro b lem as d e  colisión. Pero , en  c u a lq u ie r  caso, la  fu n c ió n  
d e  o n d a  no d e b e  te n d e r  a  infin ito  p a ra  r - »  oo, p u es  re p re se n ta ría  u n  e s tad o  
sin n in g ú n  significado físico.

39. NIVELES DE ENERGIA DEL ATOMO DE HIDRÓGENO 169

39. Niveles de energía del átomo de hidrógeno

E l análisis an te r io r  se p u e d e  ap lica r  a l p ro b lem a  d e l á tom o  d e  h id ró ­
geno  d esp re c ia n d o  la  m ecán ica  re la tiv is ta  y  e l sp in  d e l e lec trón . L a  en e rg ía  
p o te n c ió n  V  en  e s te  caso vale  » —  e^ /r, y  la  ecu ac ió n  (69) se co n v ie rte  e n

{ í/2 n(n+ l) 2me- 1] 2mH'
(73)

E l es tu d io  co m p le to  d e  e s ta  ecu ac ió n  fu e  hecho  p o r  S chrödinger.^  A q u í 
o b ten d rem o s sus au tovalo res  H' p o r  u n  razo n am ien to  e lem en ta l.

t  Aquí e representa la carga del electrón con signo contrario, y no debe confun­
dirse con el número e utilizando como base en las exponenciales. 

t ScHRODiNGER, Afiíi. d. Phystk, 79 (1926), 361.



E s co n v en ien te  p o n e r

(74)

e  in tro d u c ir  la  n u e v a  fu n c ió n  /( f ) ,  siendo  el coeficien te o ig u a l a  u n a  d e  las 
dos ra íces  c u a d rad a s

a  =  ±  V ( — ^ V 2 m H ') .  (75)

L a  ecuac ión  (73) e sc rita  en  fu n c ió n  d e  f{r) es

( 2  d  n {n  + 1) 2 m e^  1 )

I - s r - T * ------- ^ + — T p )  = » ■

B usquem os u n a  solución d e  la ecuac ión  d e  la  fo rm a  d e  u n a  se rie  d e  
p o ten c ia s

=  (77)
a

en la  q u e  los valores d e  s consecu tivos d ifie ran  en  u n a  u n id a d , a u n q u e  no  
exigim os q u e  h ay a n  d e  ser en teros. S u stitu y en d o  (77) en  (76) re su lta

2  cAs(s —  ly -^  —  (25/fl)f^-i —  n(n  +  l ) f -2 +  =  O,
9

q u e  a l ig u a la r  a  cero  el coeficiente d e  d a  la  s ig u ien te  re la c ió n  e n tre  lós 

coeficientes Cg consecu tivos

c«[5(5 —  1) —  n(n  +  1)] =  Cs-i[2{$ —  l)/a  —  2me^/fí^]. (78)

E n  la  sección an te r io r  vim os q u e  ú n ic am e n te  deb íam os co n s id era r  a u to fu n ­

ciones X q u e  te n d ie ra n  a  cero  con  r y, p o r  tan to , se g ú n  (74), f{r) tie n e  q u e  

te n d e r  a  cero  con r. L uego , la se rie  (77) t ie n e  q u e  te rm in a rse  p o r  e l lado  
d e  las s p e q u e ñ as , y el m ín im o  va lo r d e  s h a  de  ser m a y o r  q u e  cero. P ero  

los ún icos valores m ín im os d e  5 posib les son los q u e  a n u la n  el coeficien te 
d e  Cg en  (78), es dec ir, n  +  1 y —  n, el segundo  d e  los cua les es n eg a tivo  

o nu lo . E n  consecuencia , e l m ín im o  v a lo r d e  s h a  d e  se r n  +  1* P u esto  q u e  
11 es s iem pre  en tero , los valores d e  s h a b rá n  d e  ser ta m b ié n  en teros. E n  g e ­
nera l, la  serie  (77) no  tie n e  p o r  q u é  te rm in a rse  p a ra  va lo res  g ran d e s  d e  s. 
P a ra  g ran d es  valores d e  s, la  re lac ión  e n tre  té rm inos consecu tivos será, 

según  (78),

r —  —

Cs-i sa

P o r ta n to , la  serie  (77) co n v e rg erá  s iem pre, p u es la  re lac ió n  e n tre  té rm inos 

consecutivos p a ra  valo res g ran d e s  d e  s es la  m ism a q u e  la  d e  la  se rie
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q u e  converge  h ac ia



A h o ra  hem os d e  in v es tig a r  el com p o rtam ien to  d e  la  so luc ión  p a ra  
valores g ran d es  d e  r. H em os d e  d is tin g u ir  e n tre  valo res d e  H' positivos y 
valores d e  H' n egativos, el n ú m e ro  a d e  (75) se rá  real. T om em os, p o r  e jem ­
plo , e l valo r positivo  p a r a  a. E n to n c es  p a ra  r  ->  oo la  su m a d e  la  se rie  (77) 

te n d e rá  a  infinito según  la  m ism a ley  q u e  la  serie  (79), o sea, com o 
P o r tan to , según  (74), te n d e r ía  a infinito  según  la  ley  no  re p re se n ­
ta n d o  n in g ú n  es tad o  con sen tid o  físico. L u eg o , p a ra  H' n eg a tiv o  no  hay , en  

genera l, so lución d e  (73). Sin em b arg o , existe  u n a  excepción  y  es cu a n d o  
la  serie  (77) se te rm in a  p a r a  valores g ran d es  d e  s, e n  cuyo  caso se verifican  
todas las ecuac iones d e  con to rno . L a  cond ic ión  p a ra  q u e  o c u rra  eso es q u e  

se an u le  el coeficien te d e  c ,-i en  (78) p a ra  a lg ú n  va lo r d e l su b ín d ice  s —  1 

q u e  no sea m en o r q u e  su  v a lo r  n  +  1, lo  q u e  eq u iv a le  a  la  co nd ic ión
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me>2

p a ra  a lgún  v a lo r  d e  s no  in fe rio r  a  n  1· C on  a y u d a  d e  (75) e s ta  co nd ic ión  
se tran sfo rm a  en

H ' = = ---------------, (80)
2ŝ n̂

q u e  es u n a  cond ición  p a r a  los n ive les d e  en e rg ía  f í ' .  P u es to  q u e  5 p u e d e  

ser cu a lq u ie r  n ú m e ro  en te ro  positivo , la  fó rm u la  (80) d a  u n  con jun to  
d isc re to  d e  p o sib les  n ive les d e  en e rg ía  n eg a tiv a  en  el á to m o  d e  h id ró g en o . 
D ichos n iveles es tán  d e  ac u e rd o  con  la  experienc ia . P a ra  ca d a  n ive l (excepto  

p a ra  e l m ás b a jo  « m i )  ex isten  varios es tados in d e p e n d ie n te s  co rresp o n ­

d ien tes  a  los d iversos valores posib les d e  n, q u e  p u e d e n  ser igua l a  c u a l­

q u ie r  n ú m e ro  en te ro  positivo  o nu lo  m e n o r  q u e  s. E s ta  m u ltip lic id a d  d e  
estados p e rte n ec ie n te s  a u n  m ism o va lo r d e  la  en e rg ía  h ay  q u e  a ñ a d ir la  a 
la  e s tu d ia d a  en  la  sección an terio r, d e b id a  a  los d iversos valo res posib les  

de  u n a  co m p o n en te  del m o m en to  an g u la r  q u e  existe en  c u a lq u ie r  cam po  
d e  fuerzas cen tra l. L a  m u ltip lic id a d  d e b id a  a n  tie n e  lu g a r  ú n ic a m e n te  con 

u n a  ley  de  fu e rza  del inverso  d e l c u a d ra d o  d e  la  d is tan c ia , e inc lu so  en  
es te  caso d e sa p a re c e  al te n e r  en  cu e n ta  la  m ecán ica  re la tiv is ta , com o v e ­
rem os en  el ca p ítu lo  X I. L a  so lución  d e  (73) p a ra  valo res H ' d e  (80) tie n d e  
a cero  ex p o n en c ia lm en te  p a ra  r  oo y, p o r  tan to , re p re s e n ta  u n  e s tad o  

ligado  (que co rre sp o n d e  a  las ó rb ita s  e líp ticas d e  la  te o ría  d e  Bohr).

P a ra  valores d e  H' positivos, e l n ú m e ro  a d e  (75) se rá  im ag in a rio  pu ro . 
E n  ta l caso, la  su m a d e  la serie  (77), q u e  p a ra  valores g ran d e s  d e  r es an á lo ­
ga  a  la serie  (79), conservará  u n  va lo r finito cu an d o  r  oo y, en  conse ­

cuencia, se rá  u n a  solución  p o sib le  d e  (73), a la  q u e  c o rre sp o n d e rá  u n a  

fu n ció n  d e  o n d a  ijf q u e  t ie n d e  a  cero  p a r a  r  oo seg ú n  la  ley  Así p u es , 

adem ás d e  los n iveles d iscre to s d e  en e rg ía  n e g a tiv a  (80) son posib les 
todos los n iveles d e  en e rg ía  positiva . Los estados d e  en e rg ía  p o sitiv a  n o



CO
son  es tados ligados, p u es  p a ra  ellos la  in teg ra l í\xo\̂ dr no  co n v e rg e  en  e l 

infinito. (Estos es tados co rresp o n d en  a  las ó rb itas  h ip e rb ó lica s  d e  la  te o ría  
d e  Bohr.)

40. Reglas de selección

U n sis tem a d inám ico  ab a n d o n a d o  en  u n  e s tad o  es tac ionario , p e rm a n e ­
ce rá  en  d icho  e s tad o  m ien tra s  no a c tú e n  sob re  él fu e rzas  ex terio res. Sin 
em bargo , en  la  p rác tic a , so b re  u n  s is tem a atóm ico  c u a lq u ie ra  a c tú a n  f re ­
cu e n te m e n te  cam pos e lec tro m ag n é tico s externos, ba jo  c u y a  acción  p u e d e  
p a sa r  el sis tem a d e  u n  e s tad o  es tac ionario  a  otro. L a  te o ría  d e  estas tra n s i­
ciones será d e sa rro llad a  en  los §§ 45 y  46. U n a  co n secu en c ia  d e  es ta  te o ría  
es q u e , con g ra n  ap rox im ación , no  p u e d e n  o cu rrir  transic iones e n tre  dos 

es tados p o r in fluencia  d e  u n a  rad iac ió n  e lec tro m ag n é tica , si en  u n a  r e p re ­

sen tac ió n  d e  H e isen b e rg  en  la  q u e  d icho  p a r  de  es tados son dos estados 

básicos, el e lem en to  d e  m a tr iz  d e l d esp laz am ien to  e léc trico  to ta l D d e l sis­
te m a  re la tiv o  a d ich o  p a r  d e  es tados es nu lo . P ero  o cu rre  q u e  p a ra  m uchos 
sistem as atóm icos la  m a y o ría  d e  los e lem en tos de  m a tr iz  d e  D en  u n a  re p re ­
sen tac ió n  d e  H e isen b e rg  son nu los y, p o r ta n to , ex isten  severas lim itaciones 
d e  las po sib ilid ad es d e  transic ión . L as reg las  q u e  ex p resan  d ic h as  lim ita ­

ciones se d en o m in an  reglas de selección.
L a  id e a  d e  las reg las d e  se lección  se p u e d e  p ro fu n d iz a r  m e d ia n te  la  

ap licac ión  m ás d e ta lla d a  d e  la  te o ría  d e  §§ 44 y  45, y  seg ú n  e lla  los e lem en ­
tos d e  m a tr iz  d e  las d is tin ta s  co m p o n en te s  ca rtesian as d e l v ec to r D es tán  
asociadas con los d istin to s es tados d e  p o la riza c ió n  d e  la  rad ia c ió n  e lec tro ­
m agnética . L a  n a tu ra le z a  d e  d ic h a  asociación  es ta l  q u e  si considerásem os 

los e lem en tos d e  m a tr iz  o, m ejo r d icho , sus p a rte s  rea les  com o am p litu d es  

d e  osc iladores arm ónicos q u e  in te racc io n an  con e l cam p o  d e  ra d ia c ió n  d e  
ac u e rd o  con las leyes d e  la  e lec tro d in ám ica  clásica, o b te n d ríam o s  e l m ism o 
resu ltado .

H a y  u n  p ro ce d im ie n to  g en e ra l p a ra  o b te n e r  to d as  las reg la s  d e  se lec­
ción, q u e  es e l s igu ien te . L lam em os a a  las constan tes  d e l m o v im ien to  d ia g o ­
nales en  la  re p re se n ta c ió n  d e  H eisen b e rg , y  sea  D  u n a  d e  las com ponen tes 

ca rtesian as d e  D. H em os d e  o b te n e r  u n a  ecuac ión  a lg e b ra ic a  q u e  re la ­

c ione D  y las constan tes  a  en  la  q u e  no  in te rv en g a  n in g u n a  o tra  v a ria b le  
d in á m ic a  m ás q u e  la  D  y  las a y q u e  sea  linea l re sp e c to  a D . T a l ec u a ­
ción será d e  la  fo rm a

rzO, (81)
r

en  la q u e  las fr y  las gr son funciones ú n ic a m e n te  d e  las a. Si expresam os 
e s ta  ecuac ión  en  fu n c ió n  d e  los re p re se n ta n te s  re su lta

2 « « 0 « |D l a " > g . ( a " )  =  O,
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O bien
<«'lDla"> X f r (< f W ')  =  O,

r
q u e  nos d ice  q u e  < a '|D |a">  m  O a no  se r q u e

2/.(a')g.(«") =  0. (82)
r

E s ta  ú ltim a  ecu ac ió n  q u e  d a  la  re lac ió n  q u e  tien e  q u e  ex istir e n tre  a ' y  o"
p a ra  q u e  < a '|D |a">  no sea nu lo , co n stituye  la  re g la  d e  se lección  co rres ­

p o n d ie n te  a  la  co m p o n en te  D d e  D.
E l es tu d io  de l o sc ilado r a rm ónico  h ech o  en  § 34 nos p ro p o rc io n a  u n  

e jem p lo  d e  re g la  d e  selección. L a  ecuac ión  (8) es d e  la  fo rm a  (81) con  t] en  

lu g a r  d e  D, y  d o n d e  H ju e g a  e l p a p e l d e  las a; d e  e lla  se  d e d u c e  q u e  
todos los e lem en tos d e  m a tr iz  <(H'\7¡\H''y d e  fj son nu los excep to  aq u e llo s  

p a ra  los q u e  —  H ' f to . E l re su ltad o  com plejo  co n ju g ad o  d e  é s te  

es q u e  los e lem en tos d e  m a triz  < H '1t7|H ">  d e  r¡ son  todos n u los  ex cep to  

aq u e llo s  p a ra  los q u e  se verifica H" —  H'=  —  C om o q es ig u a l a  
ij —  77 m u ltip licad o  p o r  u n  fac to r  n um érico , sus e lem en to s d e  m a tr iz  
< // 'l9 |H ">  serán  todos nulos a  excepción  de los co rre sp o n d ien te s  a  H" —

—  H' = dz Si el o sc ilado r arm ón ico  tien e  ca rg a  e léc trica , su d e sp la ­
za m ie n to  e léc trico  D se rá  p ro p o rc io n a l a  q. Así re su lta  q u e  la  re g la  d e  

se lección  p e rm ite  ú n ic a m e n te  transic iones en  las q u e  la  e n e rg ía  H c a m b ie  
en  u n  solo c u a n to  /ico.

A hora  vam os a  o b te n e r  las reg las  d e  selección de nizy k p a ra  u n  e lec tró n  
q u e  se m u e v a  en  u n  cam p o  d e  fu erzas  cen tra l. L as  co m p o n en te s  d e l d e s ­
p lazam ien to  e léc trico  ah o ra  son p ro p o rc io n a les  a  las c o o rd e n ad a s  c a rte s ia ­
nas X, y, z. T om em os p rim e ro  m. q u e , com o sabem os, c o n m u ta  con  z

m^z — zm« =  0.

E s ta  ecuac ión  es d e l tip o  ex ig ido  (81), y  nos d a  la  re g la  d e  se lección

m  ; — m ;' =r O

p a ra  la  co m p o n en te  z d e l desp lazam ien to . A dem ás, a  p a r t i r  d e  las e c u a ­
ciones (23) re su lta

[m^A^zyX]] =  [m,,y] = — x
o b ien ,

m^x —  2m , x m , +  =  O,

q u e  ta m b ié n  es d e l tip o  (81), y  q u e  nos d a  la  re g la  d e  se lecc ión

— m ';2 — *2  — q

o bien, 
(m; —m'; —ft)(m; —mr +  ft) =  O

para la  co m p o n en te  x d e l d esp lazam ien to . L a  re g la  d e  se lecc ión  para la  
co m p o n en te  y se rá  la  m ism a. P o r ta n to , las reg las d e  se lección  p a r a  m , son
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las sigu ien tes: en las transiciones asociadas a una radiación cuya polari­
zación corresponde a un dipolo eléctrico orientado según el eje z, 
w ' no puede cambiar, mientras que en las transiciones asociadas a una 
polarización correspondiente a un dipolo eléctrico orientado según la di­
rección del eje x o según la dirección del eje y, m ' tiene que cambiar 
en ±fi.

P odem os d e te rm in a r  con  m ás p rec is ió n  e l es tado  d e  p o la riza c ió n  d e  la 

rad ia c ió n  aso c iad a  a  u n a  tran sic ió n  en  la  q u e  m'̂  cam b ie  en  ± ñ, te n ien d o  

en  cu e n ta  la  cond ición  p a ra  q u e  los e lem en tos d e  m a tr iz  d e  x - f  i y  y  d e  

X —  i y  no  sean  nulos. T enem os

[m„ x + iy] = y — ix = — i(x +  iy)
o sea,

m~{x +  iij) —  (x +  iy)(m, +  ñ )  =  O, 

q u e  ta m b ié n  es u n a  ecu ac ió n  d e l tip o  (81). D e  ella  ded u c im o s la  cond ición

— ñ =  O

q u e  d e b e  verificarse p a ra  q u e  <m'|a: +  iy\m"y no  sea  nulo . A n álo g am en te  

ob tenem os
m'̂ — m'' + ñ = O 

com o cond ición  p a ra  q u e  —  iy\m"y no  sea nu lo . L u eg o

<m'Jx —  iy\m'̂  —  #i> =  O

o sea
— fi> i<,m'Jy\m'^ —  1íy =  (a +  ib)e‘“‘

en d o n d e  a,hy  son rea les . L a  ecuac ión  com pleja  co n ju g ad a  d e  és ta  es

<m '— h\x\m'.y ---- — í<m '— 1i\y\m'.y =  {a — ibye ''"*

P o r tan to , e l v ec to r  H < m 'lD |m '— #i> +  < m' — q u e  d e te rm in a

el e s tad o  d e  po la rizac ió n  d e  la  rad ia c ió n  aso c iad a  a  las transic iones en  las 
q u e  m'' =  m ' —  ñ, tien e  las tres  co m p o n en tes  s igu ien tes
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i{<.7n'Jx\m'. — ñy  +  <m '— fi\x\m '.y}

—  ̂[{aib)e*“* ( a  —  ib)e~'“‘*} = a eos tút — h sen <út, 
^{<m'Jy¡m'^ —  -hy +  <m'. — h\y\m ',y)

=  — ( a i b ) e ' “‘* { a  —  i6 ) e '“"'} =  a sen  w í + f e  eos u í,

i{<m'.\z\m'̂ — ñy + <tn', —  ñ\z\m'̂ y} =  0 .

(83)

P o r la  fo rm a d e  estas com ponen tes  vem os q u e  la  rad ia c ió n  aso c iad a  q u e  
se p ro p a g a  en  la  d irección  d e l eje z e s ta rá  p o la riz a d a  c ircu la rm en te , la 
q u e  se  p ro p a g a  en  u n a  d irecc ión  cu a lq u ie ra  del p la n o  xy lo e s ta rá  re c tilí ­



n e a m e n te  en  d icho  p lan o , y  las q u e  se p ro p a g a n  en  d irecc iones in te rm ed ias  
lo es ta rán  e líp ticam en te . E l sen tid o  d e  la  po la rizac ió n  c irc u la r  d e  la  r a d ia ­
ción q u e  se m u ev e  en  la  d irecc ión  d e l eje z d e p e n d e rá  d e  si <o es positivo  o 
n egativo , q u e  d ep e n d e rá , a  su vez, d e  cuá l d e  los dos es tados o m '' =  

=  m ' —  te n g a  m a y o r energ ía .

V am os a  d e te rm in a r  a h o ra  la  re g la  d e  se lección p a ra  k. Tenemos

[k(k + ñ).z] =  [m |, +
=  — t/nij, — m̂pj/ +  xniy +  m^x 
= 2(myX —  niay +  ifiz)
=  2{myX — ymx) =  2{xviy — m^y).
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A n álo g am en te

y
[k(k-\-ñ),x] = 2(ym, — myZ) 

[fc(fc 4- )̂> y] = 2{nixZ — xnij).
Luego,
[k{k + ñ), [kik + ñ),z]]

= 2[k(k-{- h), niyX —  m^y +  ihz]
= 2m„[k(k +  ñ), x ] - 2m,[k(k +  ñ), y] + 2ih[k(k +  h), z]
= 4my{ym  ̂— ■ m.yZ) —  4mJmj,z —  xm«) +  2{k(k 1i)z —  zk(k +  ^ ) )  

=  4(m^.x +  m^y + m^z)m. —  4(ml +  +
+ 2{k(% + ñ )z-zk (k  + ñ)}.

D e (22) deduc im os
mj;X +  ntyy +  m^z =  O (84)

luego
[k{k +  /i), [k{k +  ft), ^ ]]  =  _  2 {k{k +  fi)z +  zk{k +  H)},

q u e  d a

*2(fc +  nyz — 2k{k +  ñ)zk{k + fi) + zk \k  +  h f  —

—  21í?{k{k +  fi)z +  zk{k +  fi)} =  0. (85)

P a ra  x e y  re su lta n  ecuac iones sim ilares. D ichas ecuac iones son d e l tip o  
exigido (81) y  d e  ellas d ed u c im o s la  re g la  d e  se lección

+  f i f  —  2W{kf + fi)k" (k" + fí) + (fe" +  h f  —
— 2/i2fe'(fe' + /i) —2ft2fe"(/c" + /i) = O,

q u e  se  re d u c e  a

(k' +  fe" - f  2ñ){k'+ fe")(fe' —  fe" +  ft)(fe' —  k" —  /i) =  0 .

Ú n ica m e n te  p u e d e  te n e r  lu g a r  u n a  tran sic ió n  e n tre  dos es tad o s fe' y  fe" si 

se a n u la  a lguno  d e  estos cu a tro  fac to res.

A hora  b ien , el p r im e ro  d e  d ichos fac to res  (fe' -|- fe" -f- 2h) no  se  p u e d e  
an u la r  n u n ca  y a  q u e  los au tovalo res  d e  fe son todos positivos o nu los. E l se­
g u n d o  (fe' +  fe") sólo se  p u e d e  a n u la r  si fe' r= O y fe" — 0. P ero  no  p u e d e n  
o cu rr ir  transic iones e n tre  es tados con d ich o  va lo r d e  fe d e b id o  a  o tras  reg las



d e  selección, com o p o d em o s v e r  con  e l s ig u ien te  a rg u m e n to . Si dos es tados 
q u e  (designam os re sp e c tiv am e n te  con  u n a  y  dos p rim as) son  ta les  q u e  
/c' =  O y k" =  O, en tonces según  (41) y  los resu ltad o s  co rresp o n d ien te s  

p a ra  m y m d e b e  ser m ' =  m ' — m ' =  O y  m "  m "  =  m "  0.
JT X ■' y  X y  z  J X  y

L a  re g la  d e  se lección  p a ra  vx̂  nos d ic e  q u e  c u a n d o  el v a lo r d e  iriz no  ca m ­
b ia  en  la  transic ión , los e lem en tos d e  m a tr iz  d e  x y  d e  y  co rresp o n d ien te s  
a  los dos estados son nu los y  d e  la  re g la  d e  se lección  c o rre sp o n d ien te  p a ra  

^3  y rriy d ed u c iríam o s q u e  e l e lem en to  d e  m a tr iz  d e  z ta m b ié n  es nu lo . 
P o r tan to , no  p u e d e n  o c u rr ir  transic iones e n tre  ta les  estados. A sí la  reg la  
d e  selección p a ra  k se re d u c e  a

— ft) =  O,

q u e  m u e s tra  q u e  k tiene que cambiar en ±fí. D ic h a  re g la  d e  se lección  se 

p u e d e  escrib ir  en  la  fo rm a

k'- — =  o,

y com o ésta  es la  cond ición  p a ra  q u e  e l e lem en to  de  m a tr iz  no  sea

nulo, re su lta  la  ecuac ión

kH — 2kzk + zk  ̂— 1iH O,

o sea
[k,[k,z]] =  - z ,  (86)

re su ltad o  q u e  no  es p o s ib le  o b te n e r  fác ilm en te  p o r  u n  p ro ce d im ie n to  m ás 

d irec to .

C om o e jem plo  final vam os a  o b te n e r  la  reg la  d e  se lección  p a r a  la  m a g ­
n itu d  K d e l m o m en to  a n g u la r  to ta l M  d e  u n  s is tem a a tóm ico  general. 

S ean  x, [/, z las co o rd en ad as  d e  u n o  d e  los e lec trones. H em o s d e  o b te n e r  la
cond ic ión  p a ra  q u e  los e lem en tos d e  m a triz  (K\ K") d e  jc, t/, z n o  sean  nulos.

E s ev id en te  q u e  d ic h a  cond ic ión  eq u iv a le  a  la  co nd ic ión  d e  q u e  los ele ­

m en tos de  m a tr iz  {K\ K") d e  Xi, X2 y  X3 no  sean  nu los, d o n d e  Xi, Xo y  X3 
son  tres  funciones lineales d e  x, y, 2; in d e p e n d ie n te s  con  coeficientes n u m é ri­

cos o, m ás en  g en e ra l, con coeficientes cu a le sq u ie ra  con  ta l  d e  q u e  conm u ­
te n  con  K y qu e , p o r  tan to , e s tén  rep rese n ta d o s  p o r  m a tr ice s  d iagonales 

resp ec to  a  K. Sea
Xq =  AíxX M^y
X  ̂ ~  MyZ —  M^y —  ilix,
Xy =  M x̂ — MxZ — í%,
X. == M^y — MyX — ifiZ,

S eg ú n  (29), tenem os

ay»

=  2  {UMy — MyU,— \m ,)z  =  o  (87)
ayx
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P o r lo  tan to , Xy y  X;̂  no  son fu n cio n es d e  x, y , z lin e a lm e n te  in d e p e n ­
d ien tes . S in em b arg o , dos d e  ellas c u a le sq u ie ra  ju n to  con  X© sí son  tre s  
funciones d e  x, t/, z lin ea lm en te  in d e p e n d ie n te s  y  q u e , p o r  ta n to , se  p u e d e n  

to m ar com o las an te r io res  Xi, X2 y  X3, p u e s  los coeficientes Aía,, My y  

c o n m u tan  todos ellos con  K. N u estro  p ro b lem a  se re d u c e , p o r  consig u ien te , 
a h a lla r  la  cond ic ión  p a ra  q u e  los elem en tos d e  m a tr iz  (K ', K ") d e  Xo, X ,̂ 

^̂ 1/ y  n o  sean  nulos. E l sign ificado  físico  d e  las X es el s ig u ien te ; Xo es 
p ro p o rc io n a l a  la  co m p o n en te  d e l v ec to r  (x, t/, z) e n  la  d irecc ió n  d e l v e c ­
to r M , y  Xa-, Xy y  X- son p ro p o rc io n ales  a las co m p o n en tes  ca rtes ian as  d e  

la co m p o n en te  d e  (x, i/, z) p e rp e n d ic u la r  a  M .
C om o Xo es u n  e sca la r  tie n e  q u e  c o n m u ta r  con K. R esu lta , p u es , q u e  

ú n ic am e n te  p u e d e n  se r d is tin to s  d e  cero  los e lem en tos d e  Xo d iagonales , 
es dec ir, < K '|X o |íC '> ,  luego , la  reg la  d e  se lección  co n c e rn ie n te  a  Xo es q u e  K  
no p u e d e  ca m b ia r  en  la transic ión . A p lic an d o  (30) a l v ec to r  Xy, X,, 
tenem os

[m : , x, ]  ^  x „  [M „X y] =  - X , ,  [A Í„X ,] =  0.

E stas re laciones e n tre  Aí^ y  Xy, son ex a c tam e n te  d e  la  m ism a fo rm a  
q u e  las re lac iones (23) y  (24) e n tre  y  x, y, z, y as im ism o (87) es ta m b ié n  
d e  la m ism a fo rm a  q u e  (84). P o r  ta n to , las v a riab le s  d in ám icas X̂ ,, Xy y  X̂ , 
tien en  las m ism as p ro p ie d a d e s  re sp e c to  a l m o m en to  a n g u la r  M  q u e  te n ía n  
las X, y, z  re sp e c to  a  m . E n  consecuencia , la  d ed u cc ió n  d e  la  re g la  d e  

selección p a ra  fc cu a n d o  el d esp laz am ien to  e léc trico  es p ro p o rc io n a l a  
(x, y, z) p u e d e  rep e tirse  p a ra  h a lla r  la  reg la  d e  se lección  p a r a  K  cu a n d o  

el desp lazam ien to  es p ro p o rc io n a l a  (X̂ ;, Xy, X )̂. D e  este  m o d o  en co n tram o s 
q u e  en  lo q u e  con c ie rn e  a  X̂ ,, Xy y  X;̂ , la  re g la  d e  se lección  p a r a  K es q u e  

en  la  transic ión  h a  d e  ca m b ia r  en  ± / i .

R e u n ien d o  los resu ltad o s , ob ten em o s la  reg la  d e  se lección  p a r a  K  seg ú n  

la cu a l tie n e  q u e  c a m b ia r  en  O o e n  H em os co n s id erad o  ú n ic a m e n te  el 
d esp lazam ien to  e léc trico  p ro d u c id o  p o r  u n  solo e lec trón , p e ro  e s ta  m ism a 
reg la  d e  se lección  h a  d e  ser v á lid a  p a ra  c a d a  e lec tró n  y  en  co n secu en c ia  
h a  d e  va ler ta m b ié n  p a ra  el d esp laz am ien to  e léc trico  to ta l.
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41. El efecto Zeeman en el átomo de hidrógeno

A h o ra  vam os a  co n s id e ra r  el s is tem a co nstitu ido  p o r  u n  á to m o  d e  h id ró ­

geno  som etido  a  la  acción  d e  u n  cam po  m ag n é tico  un ifo rm e. E l h a m ilto ­
n iano  (57) con  V =  — ê /̂r q u e  ca rac te riz a  al á tom o  d e  h id ró g e n o  en  

au sen c ia  d e  cam po  ex tem o , v e n d rá  m odificado  p o r  el cam p o  m agnético . 
E n  m ecán ica  clásica, la  m odificación  consiste  en  su s titu ir  las co m p o n en te s  

d e l m o m en to  pa?, ]>y y  Ipz p o r  px-^-e/C' A^, py -|- e/c · Ay, +  ^/c · A^, en  
d o n d e  Aj ,̂ Ay y  son las co m p o n en tes  d e l v ec to r  p o te n c ia l q u e  ca rac te riz a



al cam po. E n  u n  cam po  u n ifo rm e  d e  m a g n itu d  según  la  d irecc ió n  d e l 

e je  z, podem os to m ar A ,̂ =  —  ~  =  0. E l h am ilto n ian o

clásico  se ría  en tonces

l i /  \  e \2 / \ e \2 I c-
"  =  ■ s r i ( ’’' “ 2 'T '* '» ) + ( '’’ + T T ·* * )  + p ; r y ·

E s te  h am ilto n ian o  p u e d e  to m arse  ta m b ié n  en  la  te o ría  cu á n tic a  a ñ a d ié n d o le  

el té rm ino  q u e  d a  el e fecto  d e l sp in  d e l elec trón . S eg ú n  la  ev id en c ia  ex p e ­
r im e n ta l y  seg ú n  la  te o ría  d e l ca p ítu lo  X I, el e lec tró n  tien e  u n  m o ­
m e n to  m ag n ético  ig u a l a  —  eh/Ime · a ,  d o n d e  a  es el v ec to r  d e  sp in  d e  

§ 37. L a  en e rg ía  d e  este  m o m en to  m a g n é tico  en  e l cam p o  m a g n é tico  será  
ehJ^/2mc · 7̂ . L uego , el h am ilto n ian o  cu án tico  to ta l se rá

E n  r ig o r  d eb e ríam o s a ñ a d ir  o tros té rm inos en es te  h am ilto n ian o  q u e  d ie ­
sen  la  in te rac c ió n  d e l m o m en to  m ag n é tico  d e l e lec tró n  con  e l ca m p o  e léc ­
tr ico  d e l n úc leo  atóm ico; p e ro  d ich o  e fe c to  es p eq u e ñ o , d e l m ism o o rd en  
d e  m a g n itu d  q u e  la  co rrección  q u e  re su lta  al te n e r  en  c u e n ta  la  m ecán ica  

re la tiv is ta , y  p o r  ah o ra  no  lo considerarem os. Ya lo  ten d re m o s  en  cu e n ta  

m ás a d e la n te  cu an d o  es tud iem os la te o ría  re la tiv is ta  d e l e lec tró n  e n  el 
ca p ítu lo  X I.

Si el cam po m ag n é tico  no  es m u y  g ran d e , p odem os d esp re c ia r  los té r ­
m inos en  y con ello  el h am ilto n ian o  (88 ) se re d u c e  a
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II =
e- eJ=f ehJ=f

Ir. +  p “ +  p : '  -  7  +  2—  ( « p , -  .v p ,) +  »12m

2m (K + K  + p") - y

L os té rm inos ex tras deb id o s a l cam po  m agnético  son ah o ra  eJf/2mc · (m^ - f  
hdz). P ero  d ichos té rm inos co n m u tan  con e l ham ilto n ian o  to ta l y, en  co n ­

secuencia , son constan tes  d e l m ovim ien to . E s to  h a c e  q u e  el p ro b le m a  sea 
m u y  sencillo. L os estados estac ionarios d e l sistem a, es dec ir, lo s au to es tad o s  

d e l ham ilto n ian o  (89) se rán  los m ism os q u e  c u a n d o  no  h a b ía  cam p o  m a g ­
nético  alguno , o sea los au to es tad o s  com unes a los ob se rv ab les  y  o 

c u a n d o  m enos al o b se rv ab le  +  hâ , y los n iveles d e  e n e rg ía  d e l s is tem a 
se rán  los m ism os q u e  en  au sen c ia  d e l cam po , d ad o s  p o r  (80) si co n s id e ­
ram os ú n ic am e n te  es tados ligados a los q u e  h a b rá  q u e  a ñ a d ir  u n  au to v a io r 
d e  e^/2m c  · (m̂  ̂+  L uego , los es tados es tac ionario s d e l s is tem a en 
au sen c ia  d e  cam p o  p a ra  los q u e  te n ía  e l va lo r n u m é rico  m ' m ú ltip lo



en te ro  d e  /i, y  cr̂  o a  su vez el valo r nu m érico  c ' =  ±  1 , s e g u irá n  s iendo

estac ionarios cu a n d o  ap liq u em o s el cam po . Su en e rg ía  v e n d rá  a u m e n ta d a  
en  u n a  c a n tid a d  q u e  es la  su m a d e  dos parte s; u n a  p a r te  eJé/2mc m '

q u e  p ro v ien e  d e l m o m en to  an g u la r  o rb ita l y q u e  se p u e d e  co n s id e ­
ra r  d e b id a  a u n  m o m en to  m a g n é tico  o rb ita l — em' / 2mc, y  o tra  p a r te

eJ¥/2mc fia[ q u e  es d e b id a  a l spin. L a  re lación  en tre  el m o m en to  m a g ­

né tico  o rb ita l y  el m o m en to  an g u la r  o rb ita l m[ vale  — e/2mc, q u e  es la

m itad  d e  lo q u e  vale la re lación  e n tre  el m om en to  m ag n é tico  d e  sp in  y el 
m om en to  a n g u la r  d e  spin. A veces se h ace  re fe ren c ia  a es te  h ech o  com o 
anom alía  del spin.

C om o los n iveles d e  en e rg ía  d e p e n d e n  ah o ra  d e  nî , la  re g la  d e  se lec­
ción o b te n id a  en  la  sección  a n te r io r  p a ra  se p u e d e  c o n fro n ta r  d ire c ta ­
m e n te  con la  experienc ia . T om em os u n a  rep rese n ta c ió n  d e  H e ise n b e rg  e n  

la  q u e  e n tre  o tras  constan tes  del m ovim ien to , y  sean  d iagonales. L a  

reg la  d e  se lección  p a ra  exige en  este  caso  q u e  cam b ie  en  fi. O, o
—  fi, m ien tras  q u e  p o r  co n m u ta r  con el d esp lazam ien to  e léc trico  no  
d e b e rá  cam bia r. L uego , la variac ión  d e  en e rg ía  en  la  tran s ic ió n  e n tre  los 
dos estados d ife r irá  del va lo r en  ausenc ia  d e  cam po  e lec tro m ag n é tico  en  
u n a  c a n tid a d  igua l a  efi^/2m c. O, o —  efiJé/2mc. P o r tan to , según  la  co n d i­
ción d e  B ohr p a ra  las frecuencias , la  fre cu e n c ia  d e  la  rad ia c ió n  e lec tro ­

m a g n é tica  aso c iad a  d ife rirá  d e  la co rre sp o n d ien te  a la  au sen c ia  d e  cam po  
m ag n ético  en  O, o — eJ /̂á'Ktnc. E sto  significa q u e  ca d a  u n a  d e
las líneas esp ec tra le s  q u e  a p a re c ía  en  ausenc ia  d e  cam p o  m a g n é tico  se 
desd o b la rá  en  tres  com ponen tes. Si consideram os la  ra d ia c ió n  q u e  se em ite  
en  la  d irección  d e l eje z, según  (83), las dos co m p o n en te s  ex trem as e s ta rán  
po la rizad as c ircu la rm en te , m ien tra s  q u e  la lín ea  ce n tra l no  d e sp la z a d a  se rá  
d e  in ten s id a d  nu la . E stos resu ltad o s  están  d e  ac u erd o  con  la ex perienc ia  
y  ta m b ié n  con la te o ría  c lásica del efecto  Z eem an.
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VII

TEORIA DE PERTURBACIONES

E n  la  sección  an te r io r  hem os e s tu d ia d o  r ig u ro sam e n te  a lg u n o s sis te ­

m as sencillos d e  la  te o ría  cu á n tic a . Sin em b arg o , la  m a y o ría  d e  los p ro ­
b lem as q u e  se p la n te a n  e n  es ta  te o ría  no  se p u e d e n  reso lv e r  ex a c tam e n te  
con  los recinrsos m a tem ático s  ac tua les , p u e s  co n d u c en  a  ecu ac io n es cuyas 
so luciones n o  se  p u e d e n  ex p resa r m e d ia n te  u n  n ú m e ro  finito d e  té rm in o s 
con  las funciones o rd in aria s  d e l análisis. P a ra  d ichos p ro b lem as  p u e d e  
u tilizarse , con  frecu en c ia , u n  m é to d o  d e  p e rtu rb ac io n e s . D ich o  m é to d o  con ­

siste  e n  se p a ra r  el h am ilto n ian o  en  dos p a r te s , d e  las cua les  im a  h a  d e  ser 

senc illa  y  la  o tra  p e q u e ñ a . L a  p r im e ra  d e  ellas p u e d e  se r co n s id e ra d a  com o 
e l h am ilto n ian o  de u n  s is tem a sim plificado  o no  p e r tu rb a d o  q u e  se p u e d e  

e s tu d ia r  con to d o  r igo r, m ien tra s  q u e  la  ad ic ió n  d e  la  s e g u n d a  n o  in tro ­
d u c irá  m ás q u e  p e q u e ñ a s  co rrecciones d e  la  n a tu ra le z a  d e  u n a  p e r tu rb a c ió n  

en  la  so lución  d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o . L a  ex igenc ia  d e  q u e  la  p r im e ra  
p a r te  sea  sencilla  im p h ca  en  la  p rá c tic a  q u e  no  sea fu n c ió n  ex p líc ita  de l 

tiem po . Si la  se g u n d a  p a r te  co n tien e  u n  p e q u e ñ o  fa c to r  n u m é rico  e, p o d e ­
m os o b te n e r  la  so lución  d e  las ecuac iones d e l s is tem a p e r tu rb a d o  en  la  
fo rm a  d e  u n a  serie  d e  p o te n c ia s  d e  s, q u e  si co n v e rg e  nos d a rá  la  so lución  
d e l p ro b le m a  con ta n ta  ap rox im ac ión  com o qu eram o s. In c lu so  c u a n d o  d ic h a  
se rie  no  converge, o c u rre  m u ch as  veces q u e  la  p r im e ra  ap ro x im ac ió n  o b te ­

n id a  con  e lla  es b a s ta n te  p rec isa .
E n  la  te o ría  d e  p e r tu rb a c io n e s  h ay  dos m étodos. E n  u n o  se co n sid era  

q u e  la  p e r tu rb a c ió n  p ro v o ca  una modificación de los estados de movimiento 
del s is tem a no  p e r tu rb a d o . E n  el o tro  en  vez  d e  co n s id era r  u n a  m odificac ión  

d e  los estados d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o , se su p o n e  q u e  e l sis tem a  p e r tu r ­

b a d o  e n  lu g a r  d e  p e rm a n e c e r  s ie m p re  en  u n o  d e  d ichos es tados, cam b ia  
c o n s tan tem e n te  d e  u n o  a  o tro , o sea, se  co n s id era  q u e  ba jo  la  in flu en cia  
d e  la  p e r tu rb a c ió n  se  producen transiciones. E l m é to d o  q u e  d e b e  em p lea rse  

en  c a d a  caso p a r tic u la r  d e p e n d e  d e  la  n a tu ra le z a  d e l p ro b le m a  q u e  h a  d e  
reso lverse. E l p r im e r  m é to d o , p o r  lo  gen e ra l, sólo tie n e  u ti l id a d  c u a n d o  la 
en e rg ía  d e  la  p e r tu rb a c ió n  (es dec ir, la  co rrecc ión  q u e  d e b e  a ñ a d irse  al
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ham ilto n ian o  d e l s is tem a n o  p e r tu rb a d o ) , no  es fu n c ió n  ex p líc ita  d e l tiem p o , 
en  cuyo caso se ap lica  a  los es tados estacionarios. T a m b ié n  se  p u e d e  u ti li ­
za r  p a ra  ca lcu la r  resu ltad o s  q u e  no  se refieren  a  u n  in s ta n te  d e  tie m p o  
pa rticu la r, ta les  com o n iveles d e  en e rg ía  o estados es tac ionario s  d e l s is tem a 

p e r tu rb a d o , y  en  los p ro b lem as d e  colisión, p a ra  ca lc u la r  la  p ro b a b il id a d  
de q u e  las p a r tíc u la s  sean  d isp e rsad a s  b a jo  u n  cierto  ángu lo . E n  cam bio , 

en  todos los p ro b lem as en  q u e  e n tra  e n  co n s iderac ión  e l tiem p o , com o los 
q u e  h ac en  re fe re n c ia  a  los fenóm enos transito rio s  q u e  se  p ro d u c e n  c u a n d o  
se ap lica  re p e n tin a m e n te  u n a  p e r tu rb a c ió n , o en  g en e ra l to d o s  aq u e llo s  

p rob lem as en  los q u e  la p e r tu rb a c ió n  v a r ía  d e  a lg u n a  m a n e ra  con  e l t ie m ­

po (es dec ir, c u a n d o  la  e n e rg ía  d e  la  p e r tu rb a c ió n  es fu n c ió n  ex p líc ita  d e l 
tiem po), tenem os q u e  em p lea r  el se g u n d o  m étodo . A sim ism o hem os d e  
em p lea r e l seg u n d o  m é to d o  en  los p ro b lem as d e  colisión  p a r a  ca lc u la r  
las p ro b a b ih d a d e s  d e  ab so rc ió n  y  d e  em isión  a u n q u e  la  en e rg ía  d e  p e r ­

tu rb ac ió n  no  sea  fu n c ió n  ex p líc ita  d e l tiem p o , p u es  c o n tra r ia m e n te  a  lo  
q u e  o cu rre  con las p ro b a b il id a d e s  d e  d ispersión , es tas p ro b a b il id a d e s  no  
se p u e d e n  defin ir sin  h a c e r  re fe re n c ia  a  u n  e s tad o  d e  cosas q u e  v a r ía  con  

el tiem po .

P odem os re su m ir  los rasgos ca rac terís tico s  d e  am bos m é to d o s d e  la  
sigu ien te  fo rm a: en  el p r im e r  m é to d o  com param os los es tad o s es tac ionario s  

del s istem a p e r tu rb a d o  con los d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o , y  en  el se g u n d o  

m étodo  se co n s id era  u n  e s tad o  es tac ionario  del s is tem a no  p e r tu rb a d o  
y se e s tu d ia  cóm o v a r ía  ba jo  la  in fluencia  d e  la  p e r tu rb a c ió n .
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43. Variación de los niveles de energía producida por una perturbación

V am os a  a p lic a r  e l p r im e ro  d e  los dos m éto d o s m e n c io n a d o s  p a r a  
ca lcu lar las variac iones d e  los n ive les d e  e n e rg ía  d e  u n  sis tem a  p ro d u c id a s  
p o r u n a  p e r tu rb a c ió n . S up o n d rem o s q u e  la  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n , a l 

igual q u e  el h a m ilto n ian o  d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o , n o  es fu n c ió n  ex p lí­
cita d e l tiem po . D e sd e  luego , n u e s tro  p ro b le m a  sólo tie n e  sen tid o  si los 
n iveles d e  en e rg ía  son d iscre tos, y  si las d ife ren c ia s  e n tre  ellos son  g ra n ­

des en  com p arac ió n  con  los cam bios q u e  la  p e r tu rb a c ió n  in tro d u c e  en  ellos. 

E s te  h ech o  h a c e  q u e  e l p la n te a m ie n to  d e  los p ro b lem as  d e  p e r tu rb a c ió n  
po r e l p r im e r  m é to d o  sea  d is tin to  cu a n d o  los n ive les d e  e n e rg ía  d e l s is tem a 
no p e r tu rb a d o  son d isc re to s  y  c u a n d o  son con tinuos.

Sea
H  =  E - f V ,  (1)

el ham ilto n ian o  d e l s is tem a p e r tu rb a d o , en  d o n d e  E re p re se n ta  e l h a in il-  

ton iano  de l s is tem a no  p e r tu rb a d o  y  V  la  p e q u e ñ a  e n e rg ía  d e  p e r tu r b a ­
ción. P o r h ipó tesis , c a d a  au to v a lo r  H' d e  H e s tá  m u y  p róx im o  a  u n o  y  sólo 
un  au tovalo r E ' d e  E, U tiliza rem os e l m ism o n ú m e ro  d e  p r im a s  p a r a  d e ­



s ig n a r u n  a u to v a io r  de  H  y  el au to v a io r  d e  E q u e  e s tá  m u y  p róx im o a  él. 
P o r  tan to , H" d ife r irá  d e  £ "  e n  u n a  p e q u e ñ a  c a n tid a d  d e  o rd e n  V y, en  
cam bio , d ife r irá  d e  £ '  en  u n a  c a n tid a d  q u e  no  es p e q u e ñ a  salvo si E ' =  E'\ 
D eb erem o s u ti liz a r  s ie m p re  c u id ad o sa m e n te  d is tin to  n ú m e ro  d e  p rim a s  p a ra  

d es ig n a r  au tovalo res  d e  H  y  d e  £  q u e  n o  nos in te re se  h a c e r  co n s ta r  q u e  
e s tán  m u y  próxim os.

P a ra  o b te n e r  los au to v alo res  d e  H h em os d e  reso lv er la  ecu ac ió n

H\H'> =
o b ie n

( / / '  — £ ) |H '>  = : V\H'>. (2)

S ea 10> u n  a u to k e t d e  £  p e r te n e c ie n te  a l au to v a io r  £ '  y  su p o n g am o s q u e  
los 1H'> y  H' q u e  verifican  (2) difieren  d e  ¡O) y E ' en  p e q u e ñ a s  ca n tid a d es  

q u e  p o d em o s ex p resa r así

|H'> =  |0> +  11> +  12> +  .··, )

/ / ' =  £ ' -j* +  2̂ +  · · · > j  ̂ ^
siendo  jl>  y  üi infin itésim os d e  p r im e r  o rd e n  (es dec ir, d e l m ism o o rd en
q u e  V), |2> y  ü2 d e  se g u n d o  o rd en , etc . S u stitu y e n d o  estas expresiones en  (2)

r e su lta

{ £ ' - £ + « i  +  «2 +  ...}{ |0>  + |1 >  +  |2> +  ...}  =  V{|0> +  |1 > .. ,} .

Si ah o ra  separam os los té rm in o s d e  o rd en  cero, los d e  p r im e r  o rd en , los d e  

se g u n d o  y así sucesivam en te , re su lta n  las s igu ien tes  ecuac iones

( £ '  — £ )|0 >  =  O,

( £ ' - £ ) | l >  +  «i|0> =  V|0>, .
( £ '  — £ ) 1 2 > + a i | l > + f l o |0 >  =  V ll> ,
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L a  p r im e ra  d e  estas ecuac iones no  nos d ice  m ás q u e  lo q u e  h ab íam o s su ­
p u e s to  p rev ia m e n te , o sea q u e  ]0 > es un  au to k e t d e  £  p e r te n e c ie n te  a l 
au to v a io r  £ ' .  L as  o tras  nos p e rm ite n  ca lcu la r  las d is tin ta s  co rrecc iones |1>, 

|2 >, y  fli, ün, . . .

P a ra  segu ir  d isc u tie n d o  estas ecuac iones es co n v e n ie n te  in tro d u c ir  u n a  
rep re se n ta c ió n  en  la  q u e  £  sea d iagonal, es dec ir, u n a  re p re se n ta c ió n  d e  

H e isen b e rg  p a ra  el s is tem a no  p e r tu rb a d o  con  £  com o u n o  d e  los o b se r ­

vab les  con cuyos au tovalo res  se d es ig n an  los rep re se n ta n te s . R e p re se n te ­

m os p o r  los d em ás o b se rv ab les  en  e l caso d e  q u e  sean  necesarios, com o 

o c u rre  cu a n d o  ex iste  m ás d e  u n  au to es tad o  d e  £  p e r te n e c ie n te  a  u n  m ism o 
au tovaio r. Así los b ra s  básicos se rán  <£";9"|. C om o |0> es u n  a u to k e t d e  £  
p e r te n e c ie n te  a l au to v a io r £ ' ,  tenem os

<£" "̂10> =  (5̂



siendo  fifi") u n a  c ie r ta  fu n c ió n  d e  las v a riab le s  fi". C o n  a y u d a  d e  es te  re su l­
tad o , la  se g u n d a  d e  las ecuac iones (4) escrita  en  fo rm a  d e  re p re se n ta n te s  
será

( £ '-  £")<£"/3"|1> +  ^  I  <E"fî '\V\E'fi'>f(fir (6)
0'

H ac ien d o  E" =  q u e d a

a ifin  -  2  <E'fi"\V\E'fi'>f{0 '). (7)
0'

E n  lo q u e  concierne a  las va riab le s  fi\ la  ecuac ión  (7) es d e l t ip o  clásico
en  la  teo ría  d e  au tovalo res. E n  e lla  vem os q u e  los d iversos valo res posib les
d e  ai son  los au to v a lo re s  d e  la m a tr iz  <̂E fi"\V\E'fi'y. E s ta  m a tr iz  es u n a  

p a r te  del re p re se n ta n te  d e  la  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  en  la  re p re se n ta c ió n  

d e  H e isen b e rg  de l sis tem a n o  p e r tu rb a d o , a  saber, la  p a r te  d e  m a tr iz  

(jue co rresp o n d e  a  los e lem en tos q u e  h ac en  re fe ren c ia  a l n iv e l d e  e n e rg ía  
E' ta n to  resp e c to  a  filas com o re sp e c to  a  co lum nas. C a d a  u n o  d e  estos 
valores d e  â  d a  im  n ive l d e  e n e rg ía  d e l sis tem a p e r tu rb a d o  p róx im o  al 
n ive l d e  en e rg ía  E' d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o   ̂ en  la  ap ro x im ac ió n  d e  

p r im e r  o rden . P o r tan to , p u e d e n  ex istir d istin to s n ive les d e  e n e rg ía  d e l 
s is tem a no  p e r tu rb a d o  in d e p e n d ie n te s  q u e  p e r te n e z c a n  al n iv e l d e  e n e r ­
g ía  £ ' .  L a  p e r tu rb a c ió n  p u e d e  p ro d u c ir  u n  d esd o b lam ien to  to ta l o p a rc ia l 

d e  los n iveles d e  e n e rg ía  q u e  p a ra  el sis tem a no p e r tu rb a d o  tie n e n  todos 

el m ism o valo r E\
L a  ecuac ión  (7) d e te rm in a  asim ism o los re p re se n ta n te s  <E")3"|0> d e  los 

es tados es tac ionario s  de l s is tem a p e r tu rb a d o  p e r te n e c ie n te s  a  los n ive les 
d e  en e rg ía  próx im os a E ', en la  ap rox im ac ión  d e  o rd en  cero , y a  q u e  c a d a  
solución  f(fi') d e  (7) su s titu id a  en  (5) co n s titu y e  un o  d e  d ichos re p re se n ­

tan tes . C a d a  u n o  de d ichos estados es tac ionario s d e l s is tem a  p e r tu rb a d o  
e s tá  p róxim o a  u n  es tad o  estac io n a rio  de l sistem a n o  p e r tu rb a d o , p e ro  el 
rec íp ro c o  q u e  consis tiría  en  q u e  ca d a  e s tad o  es tac ionario  d e l s is tem a no  
p e r tu rb a d o  es tu v ie ra  p róx im o  a  u n  e s tad o  estac io n a rio  d e l s is tem a p e r tu r ­
b a d o  n o  es c ierto , y a  q u e  el e s tad o  estac io n a rio  g e n e ra l d e l s is tem a no  

p e r tu rb a d o  p e r te n e c ie n te  al n ive l d e  en e rg ía  E' e s tá  re p re se n ta d o  p o r  el 

se g u n d o  m iem b ro  d e  (5) en  d o n d e  f{fi") es u n a  fu n c ió n  a rb itra r ia . E l p ro ­
b le m a  d e  h a lla r  los es tados es tac ionario s d e l sis tem a no  p e r tu rb a d o  q u e  
ap rox im an  a  es tados es tac ionario s  d e l sis tem a p e r tu rb a d o , o sea, e l p ro b le ­

m a  d e  h a lla r  las func iones f(fi') d e  la  ecu ac ió n  (7) co rre sp o n d e  a l cá lcu lo  
d e  las 'p e r tu rb a c io n e s  secu la re s’ d e  la m ecán ica  clásica. O b serv em o s q u e
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t  Para distinguir los niveles de energía que así resultan necesitaríamos una nota­
ción más elaborada, ya que de acuerdo con nuestra actual notación todos ellos tendrían 
que tener un número de primas igual al que sirve para designar el nivel de energía 
del sistema no perturbado dcl que derivan. Sin embargo, para nuestros propósitos no 
será necesaria tal notación.



los resultados anteriores no dependen de los valores de los elementos 
de matriz de la energía de perturbación que hacen referencia a dos nive­
les de energía distintos del sistema no perturbado.

Veamos cómo se simplifican los resultados establecidos aquí en el caso 
particularmente sencillo de que no exista más que un único estado esta­
cionario del sistema no perturbado perteneciente a cada nivel de energía.t 
En este caso E determina la representación por sí sólo, y no se precisa 
ningún fi. La suma de (7) se reduce ahora a un único término, y así 
resulta

ai =  <E'|V|E'>. (8)

No existe más que un único nivel de energía del sistema perturbado 
próximo a cada nivel de energía del sistema no perturbado, y la variación 
de energía en la aproximación de primer orden es igual al correspondiente 
elemento diagonal de la energía de perturbación en la representación de 
Heisenberg del sistema no perturbado, o sea, ál valor medio de la energía 
de perturbación en el correspondiente estado no peHurbado, La última 
formulación del resultado es la misma que en mecánica clásica cuando el 
sistema no perturbado es múltiplemente periódico.

Vamos a calcular la corrección de segundo orden ai de los niveles de 
energía en el caso de que el sistema no perturbado no sea degenerado. 
La ecuación (5) se convierte en este caso en

<£"I0> =

prescindiendo de un factor numérico sin importancia, y la ecuación (6) es 
ahora

De ella podemos despejar el valor de <E"|1> cuando E"¥^E',

<E"|VIE'>

La tercera de las ecuaciones (4) escrita en forma de representantes es 

(E'-E")<E"|2>+fli<E'11> +  fl,8^„ .̂, ^  2  <E"|V|E'"><£'"|1>.

Y haciendo E" =  E' queda

ar<miy+ao ^  2  <E'1V|E'"><E'"!1>,
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t Los sistemas con un único estado estacionario para cada nivel de energía 
denominan a menudo sistemas no degenerados, y los que poseen dos o más estados 

estacionarios pertenecientes al mismo nivel de enercía, sistemas degenerados; sin em­
bargo, esta nomenclatura no es muy apropiada desde el punto de vista moderno.
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q u e  con  a y u d a  d e  (8 ) se  re d u c e  a

S  <E'¡V¡E"><E"¡1>.

S u stitu y en d o  e l v a lo r  < £" |1>  d a d o  p o r  (9) re su lta  f ina lm en te

<£'ÍV1E"X£"|V|£'>

E' — W

q u e  d a  com o co rrecc ión  to ta l p a r a  la  en e rg ía  en  s e g u n d a  ap ro x im ac ió n  el 

v a lo r

^  < £ '|V |£ " X £ " 1 V 1 £ '>  
fli +  ^  <£'1V1F> +  2  ------ ------W'--------

E s te  m é to d o  se p u e d e  d esa rro lla r  p a ra  ca lc u la r  ap rox im ac iones d e  

ó rd en e s  superio res  si fu e ra  n ecesario . B om , H e ise n b e rg  y  J o rd á n ^  h a n  
es tab lec id o  fó n n u la s  d e  re c u rre n c ia  genera les  q u e  d a n  la  co rrecc ión  co ­
r re sp o n d ie n te  a  la  ap rox im ac ión  d e  o rd en  n  en  fu n c ió n  d e  las co rrecc iones 

d e  o rd en  in ferio r.

44, ha perturbación considerada como causa de transiciones

V am os a  co n s id e ra r  ah o ra  el seg u n d o  m é to d o  d e  ca lc u la r  p e r tu rb a c io ­

n es q u e  m en c io n áb am o s en  § 42. S upongam os com o an tes  q u e  ten em o s 

u n  sis tem a no  p e r tu rb a d o  ca rac te riz ad o  p o r  u n  h am ilto n ian o  £  q u e  n o  es 

función  exp líc ita  d e l tiem po , y  u n a  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  V  q u e  a h o ra  

p u e d e  se r u n a  fu n c ió n  c u a lq u ie ra  d e l tiem po . E l h am ilto n ian o  d e l s is tem a 

p e r tu rb a d o  se rá  com o an tes  H =  £  +  V. P a ra  e s te  m é to d o  no  significa 
n in g u n a  d ife ren c ia  esenc ia l el h ech o  d e  q u e  los n iveles d e  e n e rg ía  d e l sis­
te m a  no  p e r tu rb a d o , es d ec ir , los au to v a lo re s  d e  £ ,  c o n s titu y a n  u n  co n ju n to  

d isc re to  o con tinuo . P ero  p a ra  co n c re ta r  tom arem os e l caso en  q u e  los n iv e ­
les d e  en e rg ía  son d iscre tos. T a m b ié n  a h o ra  trab a ja re m o s en  im a  r e p r e ­

sen tac ión  d e  H e ise n b e rg  d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o , p e ro  com o a h o ra  no  
re p re se n ta  n in g u n a  v e n ta ja  e leg ir  £  com o u n o  d e  los o b se rv ab les  cuyos 
au tovalo res  sirven  p a ra  d es ig n a r los rep re se n ta n te s , to m arem o s u n  co n ju n to  

d e  (X g eneral.

S upongam os q u e  en  el in s ta n te  in icia l t̂  el s is tem a e s tá  en  u n  e s tad o  
en  e l q u e  las a tie n e n  c ie r ta m en te  los valores a'. E l  k e t  co rre sp o n d ie n te  a 

d icho  es tad o  es el k e t bás ico  |a '> . Si no  h u b ie se  n in g u n a  p e r tu rb a c ió n , es 
dec ir, si el h am ilto n ian o  fu ese  £ ,  d ich o  es tad o  se ría  es tac ionario . L a  p e r tu r ­

bac ión  h ac e  q u e  el es tad o  cam bie . E n  el in s ta n te  t el k e t  q u e  co rre sp o n d e

t Z. f. Physik, 35 (1925), 565.



al e s tad o  en la im agen  d e  S ch rö d in g er se rá  T |a '> , seg ú n  la  ecu ac ió n  (1) 
d e  § 27. L a p ro b a b il id a d  d e  q u e  los a te n g a n  los valores a "  se rá

F (a 'a " )  = : I < a" |T |a '>  1̂ . (11)

P a ra  a "  ¥= a ', F (a 'a " )  es la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  h a y a  u n a  tran s ic ió n  d e sd e  
el es tad o  a ' al e s tad o  a"  d u ra n te  el in te rv a lo  d e  tiem p o  d e  fo a  f, m ien tra s  
q u e  F (a 'a ')  es la p ro b a b il id a d  d e  q u e  no  h a y a  n in g u n a  transic ión . L a  sum a 
d e  F (a 'a " )  p a ra  to d o  a", com o siem pre, es ig ua l a  uno .

A hora  su pongam os q u e  el s is tem a en  lu g a r  d e  e s ta r  in ic ia lm e n te  en  el 
e s tado  a ' con  ce rteza , es té  en  uno  y  o tro  d e  los d is tin to s  es tados a '

con la  p ro b a b il id a d  F^^. L a  d e n s id a d  d e  G ibbs q u e  co rre sp o n d e  a d ic h a

d istribuc ión , según  (68) d e  § 33 es

P =  2  (12)
a'

E n  el in s tan te  #, ca d a  k e t |a'>  h a b rá  p a sa d o  a  T\ae''> y c a d a  b r a  W\ a  

W \T, con  lo q u e  p se h a b rá  tran sfo rm ad o  en

= l  T |a '> P ^ ,< a '|f .  (13)
a'

S egún  (73) d e  § 33, la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  los a te n g a n  los valo res a "  se rá  

en tonces
<a"\p,\a"> =  2  <a'’\T\a'>P,.<a'\T\ci">

=  2  Pa-Pî 'a") (14)
a'

ti-as ap lica r  (11). E s te  re su lta d o  in d ica  q u e  la p ro b a b il id a d  d e  q u e  el sis­
te m a  es té  e n  el es tad o  a "  en  el in s tan te  t es ig ua l a la su m a d e  las p ro b a ­
b ilid ad e s  d e  q u e  en el in s ta n te  in ic ia l e s tu v ie ra  en  u n  e s tad o  c u a lq u ie ra  

a "  y h ay a  h ec h o  u n a  tran s ic ió n  d esd e  d icho  e s tad o  oc' a l e s tad o  a", 

m ás la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  el sis tem a es tu v ie ra  in ic ia lm en te  en  el es tad o  a "  
y  no  h ay a  hech o  n in g u n a  transic ión . P o r ta n to , las d iversas p ro b a b il id a d e s  

d e  transic ión  son in d e p e n d ie n te s  unas d e  o tras, d e  a c u e rd o  con las leyes 

o rd in aria s  d e  las p ro b ab ilid ad e s .

A sí pues, el p ro b le m a  d e  ca lcu la r  las transic iones se r e d u c e  a  la  d e te r ­

m inac ión  d e  las am p litu d es  d e  p ro b a b il id a d  <(z"lT|a'>. É s ta s  se p u e d e n  
e s tu d ia r  a  p a r t i r  de  la  ecuac ión  d ife ren c ia l en  T, (6 ) d e  § 27

ifí dT/dt =  H T  =  (E  +  V)T. (15)

P a ra  sim plificar el cá lcu lo  in tro d u c im o s el o p e ra d o r

r* =  (16)
T enem os

ifídT*/dt =  E T + í ñ d r M )
_  e^E(t~t̂ )/hVT =  V*T*, (17)
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e n  d o n d e

y *  rz: (18)

es dec ir, V* es el re su ltad o  d e  ap lica r  u n a  c ie r ta  tran sfo rm ac ió n  u n ita r ia  

a  V. L a  ecu ac ió n  (17) es m ás a p ta  p a ra  el cá lcu lo  q u e  (15), p u es  e n  (17) 
la  variación  d e  T* d e p e n d e  e n te ra m e n te  d e  la p e r tu rb a c ió n  V, y  p a ra  

y  =  O, T* conserva el va lo r in ic ia l d e  T* q u e  es igu a l a la  u n id a d . S egún
(16) tenem os

o sea,

P (a V ')  =  |< a " lT * la '>  P, (19)

p o r  lo q u e  T* y  T  son ig u a lm e n te  ú tiles p a r a  d e te rm in a r  las p ro b a b il id a d e s  
d e  transic ión .

H a s ta  a q u í to d o  el e s tu d io  rea lizad o  es exacto. A h o ra  vam os a  su p o n e r  

q u e  V es u n  infin itésim o d e  p r im e r  o rd en  y expresarem os T* en  la  fo rm a

T* =  iJ^T* + TI + ...y (20)

d o n d e  T* se rá  de  p r im e r  o rd en , T* d e  segundo , etc. S u stitu y e n d o  (20) en

(17) e  ig u a lan d o  los té rm inos d e l m ism o o rd en  re su lta

ifi(lT*/dt = V*. ^
iñdT*/dt =  I  (21)

D e  la p rim e ra  d e  estas ecuac iones ob ten em o s

t
T* í  V*(t')df. (22)

y  d e  la  se g u n d a  re su lta
t t'

T* =  f V*(t')df f  V*(t")df: (23)
'o

y  así sucesivam en te . P a ra  m uchos p ro b lem as  p rác tico s  , es su fic ien te  co n ­

se rv a r  e l té rm in o  T*, q u e  nos d a  u n  v a lo r  d e  la  p ro b a b il id a d  d e  tran s ic ió n

P(cc'a") con a " ^ a '

P (a V ')  rrr <9"l I  V*(f) dt'¡a'> 

t

f  <a")V*(OI«'> df= ñ-^

Así ob tenem os la  p ro b a b il id a d  d e  tran s ic ió n  en  se g u n d o  o rd en  d e  ap roxí-

(24)



macíón. El resultado sólo depende del elemento de matriz <a"|V*(í')|a'> 
de relativo a los dos estados en cuestión, en el tiempo f  que media
entre to y t. Como V* es real igual que V, tenemos
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luego,
P(aV') =  P(a"«') (25)

para el segundo orden de aproximación.
Algunas veces nos interesan transiciones a' -> a" para las que el elemento 

<a"|V'|a'> es nulo o bien es pequeño comparado con los otros elementos 
de la matriz de V*. En estos casos es necesario trabajar con un orden de 
aproximación mayor. Si solamente conservamos los términos T* y T*, para 
a" ^  a' resulta

P(a'a") =  ñ-'

t r

— í/i-i 2  f  <<x"\v*{t')\<x'"> d t ' f  <9'"\V*{e')\<»'> dt'‘
a"

(26)

Los términos correspondientes a a'" =  (jc' y a'" =  a" los hemos omitido 
en la suma porque teniendo en cuenta que <a"lV*|a'> es pequeño, resultan 
pequeños comparados con los demás de la suma. A fin de interpretar el 
resultado (26) podemos suponer que el término

t
f  <«"|V *(O I« '>  d f  (27)
'o

da cuenta de una transición directa desde el estado a' al estado a", mien­
tras que el término

t V
— j  <a"IV*(r)|a"'> di' f <(x'"\V*(r)\q:'> dt" (28)

da cuenta de una transición desde el estado a' al estado a'" seguida de una 
transición desde dicho estado a'" al estado a". En esta interpretación el 
estado a'" se denomina estado intermedio. Tenemos que sumar el térmi­
no (27) con los diversos términos (28) correspondientes a los distintos asta­
dos intermedios, y tomar el cuadrado del módulo de dicha suma, lo que nos 
dice que hay interferencia entre los distintos procedimientos de transición
— la transición directa y todas las que se verifican a través de estados 
intermedios— y por tanto, no podemos asignar ningún significado a la



p ro b a b il id a d  d e  q u e  o c u rra  c a d a  u n o  d e  d ichos sucesos p o r  se p arad o . S in 

em bargo , ex iste  u n a  a m p litu d  d e  p ro b a b ih d a d  p a r a  c a d a  u n o  d e  ellos. 
E s tu d ia n d o  el m é to d o  d e  p e r tu rb a c io n e s  con ó rd en es d e  ap ro x im ac ió n  m ás 
e levados, llegam os a  resu ltad o s  q u e  se  p u e d e n  in te rp re ta r  a n á lo g a m en te  

m e d ía n te  procesos d e  tran s ic ió n  m ás com plicados q u e  llev an  consigo  u n a  

sucesión  d e  es tados in te rm ed io s.
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45. Aplicación a la radiación

E n  la  sección an te r io r  hem os d esa rro llad o  u n a  te o ría  g e n e ra l d e  p e r tu r ­
b ac iones d e  u n  sis tem a atóm ico , en  la  q u e  la  e n e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  p o d ía  
v a r ia r  con  el tiem p o  d e  fo rm a  to ta lm e n te  a rb itra ria . E n  la  p rá c tic a  p o d e ­

m os p ro d u c ir  u n a  p e r tu rb a c ió n  d e  este  tip o  h ac ie n d o  in c id ir  so b re  e l sis­

te m a  e n e rg ía  e lec tro m ag n é tica . V eam os a  q u é  se re d u c e  e l re su lta d o  (24) e n  
e s te  caso.

Si d esp rec iam os los efectos d e l cam p o  m ag n é tico  d e  la  ra d ia c ió n  in c i­
d en te , y  si ad em ás, suponem os q u e  las lo n g itu d es  d e  o n d a  d e  las co m p o ­

n en te s  arm ón icas d e  d ic h a  rad ia c ió n  son g ran d es en  co m p arac ió n  con  las 

d im ensiones de l s is tem a atóm ico , en to n ces la  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  es 
s im p lem en te  el p ro d u c to  esca la r

V  =  (D,fi), (29)

siendo  D el d esp laz am ien to  e léc trico  to ta l d e l sis tem a y  f i  el cam p o  e léc ­
tr ico  d e  la  ra d ia c ió n  in c id en te . S upongam os q u e  S  es u n a  fu n c ió n  d e l t ie m ­

p o  conocida. Si p a r a  sim plificar suponem os q u e  la  ra d ia c ió n  in c id e n te  

e s tá  p o la riz a d a  re c tilín e a m e n te  con su  v ec to r  cam p o  e léc trico  o r ie n ta d o  

en  u n a  d e te rm in a d a  d irecc ión , llam a n d o  D  a la  c o m p o n e n te  c a r te s ian a  
d e  D en  d ich a  d irección , la  expresión  (29) d e  V  se  r e d u c e  en to n ces  al 
p ro d u c to  o rd in ario

V  =D <S,

siendo  <S la m a g n itu d  d e l v ec to r  S. Los e lem en tos d e  m a tr iz  d e  V  se rán  
en tonces

<a"|Vla'> = <«"|D|a'>(?,
y a  q u e  S es un núm ero . E l  e lem en to  d e  m a tr iz  <a'"'|D|a'> es in d e p e n d ie n te  
d e l tiem p o  t. S eg ú n  (18),

con lo  q u e  la  expresión  (24) p a ra  la  p ro b a b il id a d  d e  tran s ic ió n  nos d a

t
(30)



Si ana lizam os la  rad ia c ió n  in c id en te  d u ra n te  el in te rv a lo  d e  tiem p o  d e  
to Si t en sus co m p o n en te s  d e  F o u rie r, la  en e rg ía  q u e  a tra v ie sa  la  u n i ­
d a d  d e  á rea  p o r  u n id a d  d e  in te rv a lo  d e  fre cu e n c ia  p a r a  la f re cu e n c ia  v, 

según  la  e lec tro d in ám ica  c lásica  será
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^
2x (31)

C o m p aran d o  este  va lo r con (30), o b ten em o s

F (a V ')  =r <a"!D la'> (32)

s iendo
V =  \E" — EVh. (33)

S egún  es te  re su ltad o  vem os q u e  en  p r im e r  lu g a r  la  p ro b a b il id a d  d e  

tran sic ió n  ú n ic a m e n te  d e p e n d e  d e  la c o m p o n en te  d e  F o u rie r  d e  la  r a d ia ­

ción in c id en te  cuya  fre cu e n c ia  v e s tá  re la c io n ad a  con el cam b io  d e  e n e r ­
g ía  p o r  (33). (33) nos d a  la  condición de Bohr para la frecuencia y  nos in d ica  

en  q u é  fo rm a p u e d e n  ser in c lu id as en  la m ecán ica  c u á n tic a  las id eas  d e  
B ohr, p rec u rso r  d e  la  m ism a.

L a  teoría e lem e n ta l q u e  hem os expuesto  no nos índica n a d a  ac e rc a  d e  

la  en e rg ía  del cam p o  de rad iac ió n . Sin em b arg o , se ría  lóg ico  su p o n e r  q u e  la 

en e rg ía  ab so rb id a  o l ib e ra d a  p o r e l s is tem a atóm ico  en  el p roceso  d e  tra n s i­
ción p ro c e d e  d e  la  co m p o n en te  de  la  rad ia c ió n  d e  fre cu e n c ia  v d a d a  p o r  (33) 
o v a  a  p a ra r  a  ella. E s ta  h ipó tesis  q u e d a rá  ju stificada  con u n a  te o ­

r ía  d e  la  rad iac ió n  m ás co m p le ta  q u e  expondrem os en  el ca p ítu lo  X. A la  
lu z  d e  ella, e l re su lta d o  (32) d e b e  ser in te rp re ta d o  com o la p ro b a b il id a d  

d e  qu e , si e l sis tem a e s ta b a  in ic ia lm e n te  en  el e s tad o  d e  m e n o r en e rg ía , 
a b so rb a  rad ia c ió n  y  p a se  al es tad o  d e  m a y o r energ ía , y  si in ic ia lm e n te  se 

en c o n trab a  en  d ich o  estado , sea estimulado p o r  la  en e rg ía  d e  ra d ia c ió n  a 
em itir  y  p a sa r  a l e s ta d o  d e  m e n o r en erg ía . L a  te o ría  a q u í ex p u e s ta  tam p o co  
exp lica  el h ech o  ex p e rim en ta l d e  q u e  cu a n d o  el s is tem a es tá  en  e l es tado  

d e  en e rg ía  su p e rio r  p u e d e  em itir  rad ia c ió n  e s p o n tá n e a m e n te  en  a u se n ­
cia  d e  rad iac ió n  in c id e n te  y  p a s a r  a l e s tad o  d e  en e rg ía  in ferio r, p e ro  esto 

ta m b ié n  q u e d a  exp licado  p o r  la  te o ría  d e  la  rad ia c ió n  m ás co m p le ta  de l 

ca p ítu lo  X.
L a  ex istencia del fen ó m en o  d e  em isión e s tim u lad a  fu e  in fe r id a  p o r 

E in s te in  + m u ch o  an tes  d e l d e scu b rim ie n to  d e  la  m e cá n ica  c u á n tic a , a p a r t i r  

d e  u n a  co nsiderac ión  d e  eq u ilib rio  es tad ís tico  en tre  los á tom os y  el cam ­
p o  d e  rad ia c ió n  d e l cu e rp o  neg ro  q u e  verificaba la  ley  d e  F lanck . E in s te in  
d em o stró  q u e  la  p ro b a b il id a d  d e  transic ión  p a ra  la  em isión  es tim u lad a  te n ía

t  E in s t e in , Pliys. Zeits., 18 (1917), 121.



q u e  ser ig ua l a la  d e  abso rc ión  e n tre  el m ism o p a r  d e  es tados, re su lta ­

d o  q u e  es tá  d e  ac u e rd o  con la te o ría  c u á n tic a  a q u í ex puesta , y  asim ism o 
d ed u jo  u n a  re lac ió n  e n tre  d ich a  p ro b a b il id a d  d e  tran s ic ió n  y  la  d e  em isión  

e sp o n tán ea , q u e  es tá  d e  a c u e rd o  con  la te o ría  del ca p ítu lo  X.
E l e lem en to  d e  m a tr iz  <a"lD la '>  d e  (32) h ace  el p a p e l d e  la  a m p litu d  

d e  u n a  d e  las co m p o n en te s  d e  F o u rie r  d e  D en  la te o ría  c lásica  d e  u n  sis­
te m a  m ú ltip le m e n te  p erió d ico  en  in te racc ió n  con la rad iac ió n . D e  h echo , la  
id e a  d e  su s titu ir  las co m ponen tes  d e  F o u rie r  clásicas p o r  e lem en tos d e  
m a tr iz  fu e  lo q u e  co n d u jo  a  H e ise n b e rg  al d escu b rim ie n to  d e  la  m e cá n ica  
cu á n tic a  en  1925. H e ise n b e rg  supuso  q u e  las fó rm ulas q u e  d e sc r ib en  la  
in te racc ió n  d e  u n  sis tem a con  la rad ia c ió n  en  m ecán ica  cu á n tic a  p o d ía n  
se r o b te n id as  su s titu y e n d o  las co m p o n en tes  d e  F o u rie r  de l d esp laz am ien to  

e léc trico  to ta l d e l sis tem a q u e  figu ra  en las fó rm u las clásicas, p o r  los co ­
rre sp o n d ie n te s  e lem en tos d e  m a triz . Si ap licam os e s ta  h ipó tesis  a  la  em isión  

espo n tán ea , u n  s is tem a con  u n  m o m en to  e léc trico  to ta l D q u e  es tu v ie ra  en  

el es tad o  a', te n d r ía  q u e  em itir  rad ia c ió n  de f re cu e n c ia  v =  (E ' —  
siendo  E" u n  n ive l d e  e n e rg ía  co rre sp o n d ien te  a  un  e s tad o  a"  ta l q u e  
£ "  <  E ', en  la  p ro p o rc ió n

(34)

p o r  u n id a d  d e  tiem po . L a  d is trib u c ió n  de  d ich a  rad ia c ió n  se g ú n  las d is ­
tin tas  d irecciones d e  em isión y  el e s tad o  d e  po la rizac ió n  p a ra  c a d a  d irecc ió n  
se rían  iguales q u e  p a ra  u n  d ipo lo  e léc trico  clásico d e  m o m en to  ig ua l a la 
p a r te  rea l d e  <a"|D|a'>. P ara  in te rp re ta r  e s ta  d e n s id a d  d e  em isión  d e  

en e rg ía  ra d ia n te  p o r  u n id a d  d e  tiem p o  com o u n a  p ro b a b il id a d  d e  tra n s i ­
ción tenem os q u e  d iv id irla  p o r  el cu a n to  d e  en e rg ía  c o rre sp o n d ie n te  a  d ic h a  

frecu en c ia , o sea  p o r  ftv, y el re su lta d o  se rá  la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  d ic h o  

cu an to  sea  em itid o  e sp o n tá n e a m e n te  en  la  u n id a d  d e  tiem p o , p a sa n d o  si­
m u ltá n e a m e n te  el s is tem a al e s tad o  a "  d e  m enos en e rg ía . E s ta s  h ipó tesis  
q u e d a n  justificadas con la  te o ría  d e  la  rad ia c ió n  q u e  hem os ex p u esto  aq u í 
co m p le tad a  con la  te o ría  d e  las transic iones e sp o n tán eas  d e l ca p ítu lo  X.
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46. Transiciones producidas por una perturbación independiente del tiempo

E l m é to d o  d e  p e r tu rb a c io n e s  d e  § 44 s igue  sien d o  vá lid o  c u a n d o  la  

en e rg ía  V  no  es fu n c ió n  ex p líc ita  d e l tiem p o  t. D a d o  q u e  en  e s te  caso el 
h am ilto n ian o  to ta l H no se ría  fu n c ió n  exp líc ita  d e  t, p o d ríam o s  em p lea r  si 

qu isiéram os el m é to d o  d e  § 43 y  h a lla r  sus estados es tac ionarios . L a  u ti l i ­
d a d  d e  e s te  m é to d o  d e p e n d e rá  d e  lo  q u e  q u eram o s conocer d e l s is tem a. 
Si hem os d e  ca lcu la r  algo q u e  h a c e  re fe re n c ia  ex p líc ita  a l tiem p o , com o, 
p o r  ejem plo , la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  el s is tem a e s té  en  u n  c ie r to  es tad o



en  u n  in s ta n te  sa b ien d o  q u e  en  o tro  in s ta n te  es tá  en  o tro  es tad o , se rá  m ás 
a d e c u a d o  a l m é to d o  d e  § 44.

V eam os en  q u é  se  co n v ie rte  e l re su lta d o  (24) p a r a  la  p ro b a b il id a d  d e  
tran sic ió n  c u a n d o  V  n o  es fu n c ió n  ex p líc ita  d e  t, to m a n d o  ío =  O p a ra  sim ­
p lificar la  n o tac ió n . A h o ra  e l e lem en to  d e  m a tr iz  < a" |V la '>  es in d e p e n d ie n te  
d e  t, y  seg ú n  (18)

<oe"|V*(01a'> == (35)
d e  m o d o  q u e
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s iem p re  q u e  E "  ^  E ^  L u eg o , la  p ro b a b il id a d  d e  tran s ic ió n  (24) se rá

F (a V ')  =  |<ce"|V|ct'> _ ! ] / ( £ " _ £')2

=  2| <a"|V|a'> p [l — eos{(£" — E')f/*}]/(£" — £')^·

Si £ "  es m u y  d ife re n te  d e  E ' d ic h a  p ro b a b il id a d  d e  tran s ic ió n  es p e ­

q u e ñ a  y  se m a n tie n e  p e q u e ñ a  p a r a  to d o s los valores d e  t. E s te  re su ltad o  

v ie n e  im p u esto  p o r  la  ley  d e  la  conservac ión  d e  la  en e rg ía . L a  en e rg ía  
to ta l H es co n stan te , y  p o r  ta n to , la  e n e rg ía  p ro p ia  £  (es dec ir, la  e n e rg ía  
q u e  se o b tien e  d esp re c ia n d o  la  p a r te  V  d e b id a  a  la  p e r tu rb a c ió n )  p o r  ser 

ap ro x im ad a m en te  ig u a l a  H , h a  d e  ser a p ro x im ad a m en te  co n s tan te . E sto  

q u ie re  d ec ir  q u e  si £  te n ía  in ic ia lm e n te  el va lo r n u m é rico  £ ' ,  ú n ic a m e n te  
ex istirá  u n a  p e q u e ñ a  p ro b a b il id a d  d e  q u e  en  u n  in s ta n te  p o s te r io r  te n g a  

u n  v a lo r  n u m érico  co n s id e ra b le m e n te  d is tin to  d e  £ '.
E n  cam bio , c u a n d o  el e s tad o  in ic ia l a ' es ta l q u e  ex is te  o tro  e s tad o  a "  

con la  m ism a o casi la  m ism a e n e rg ía  p ro p ia  £ ,  la  p ro b a b iH d a d  d e  u n a  t r a n ­

sición a l es tado  final a "  p u e d e  se r b a s ta n te  g ran d e . E l  caso q u e  tie n e  in te rés  
físico es a q u e l en  q u e  ex iste  u n  co n ju n to  co n tin u o  d e  es tad o s finales a "  
q u e  p o seen  n ive les d e  en e rg ía  p ro p ia  E "  q u e  c o n tien e n  e l n iv e l d e  e n e r ­
g ía  p ro p ia  £ '  d e l e s tad o  in icial. D ich o  es tad o  in ic ia l n o  tie n e  p o r  q u é  
fo rm a r  p a r te  d e  la  serie  d e  es tados d e l co n jun to  con tinuo , sino  q u e  p u e d e  
se r u n  es tad o  d isc re to  a islado  o ta m b ié n  u n  es tad o  p e r te n e c ie n te  a o tro  

con ju n to  d e  es tados con tinuos. R e co rd an d o  las reg la s  d e  § 18 p a r a  la  
in te rp re ta c ió n  d e  am p litu d es  d e  p ro b a b il id a d  re fe re n te s  a  con jun to s con ­
tinuos d e  estados, si F (a 'a " )  tie n e  e l v a lo r (36), la p ro b a b il id a d  d e  q u e  h a y a  

u n a  tran s ic ió n  a  u n  es tad o  final co m p re n d id o  en el p e q u e ñ o  in te rv a lo  d e  a "  
a  a '  +  da'' se rá  P(a'a")da" c u a n d o  e l es tad o  inc ia l a ' se a  d isc re to , y  se rá  

p ro p o rc io n a l a  d icho  v a lo r  c u a n d o  a ' p e r te n e z c a  a  u n  co n ju n to  con tinuo .

S upongam os q u e  los a q u e  nos s irven  p a r a  d e s ig n a r  e l e s ta d o  final son £  
y  u n  con jun to  d e  o tras  v a riab le s  d in ám icas /?, y  así te n d re m o s  u n a  r e p r e ­

sen tac ió n  an á lo g a  a  la d e  § 43 en  e l caso en  q u e  h a y  d eg e n era c ió n . (Sin 
em b arg o , las fi no  tie n e n  p o r  q u é  te n e r  significado p a r a  el e s tad o  in ic ia l (/.)



P a ra  c o n c re ta r  su p o n d rem o s q u e  las fi sólo tien en  au to v a lo re s  d isc re to s . 

L a  p ro b a b il id a d  to ta l d e  q u e  h a y a  u n a  tran s ic ió n  a  u n  e s tad o  final o" p a r a  
el cu a l las fi tie n e n  los valo res fi" y E tie n e  u n  v a lo r  c u a lq u ie ra  (h a b rá  

u n a  g ra n  p ro b a b il id a d  c u a n d o  e l e s tad o  final te n g a  u n a  e n e rg ía  p ro p ia  m u y  
p ró x im a a  la E' d e l e s tad o  inicial) se rá  (o b ie n  se rá  p ro p o rc io n a l a)

P (a V ')  dE"

= 2 j  \ <E"i3"\V\a'> |2[ 1 — cos{(E" —  E')t/h}]/(E" —  E')- dE" (37)
— 00

oo

=  2 íf t- i  [ I < £ '  +  f w / í , |S " |V |« '> p [ l  — c o s x ] /x *  dx
— oo

si hacem os la  su stitu c ió n  (E "  —  E')t/fi r= x. P a ra  g ran d e s  va lo res  d e  t se 
re d u c e  a

2tñ-^ <E'fi"\V\^y p  I  [1 —  eos x]/x^ dx

=  2τ,th-^ <E'j8"lViot'> p. (38)

L u eg o , la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  te n g a  lu g a r  u n a  tran s ic ió n  a l e s ta d o  final 
en  el q u e  las fi te n g a n  los valores fi" d u ra n te  el in te rv a lo  d e  O a  f  es p ro ­
p o rc io n a l a  f. E x iste , p o r  lo ta n to , u n  coeficiente de probabilidad defin ido, 

o sea, u n a  p ro b a b il id a d  p o r  u n id a d  d e  tiem p o  d e te rm in a d a , p a ra  el p ro ceso  

d e  transic ión  co n siderado , q u e  tie n e  el v a lo r

2Tth~̂ \ <E'fi"\V\cc'> p . (39)

E s p ro p o rc io n a l al c u a d ra d o  d e l m ó d u lo  de l e lem e n to  d e  m a tr iz  d e  la  
e n e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  asoc iado  con d ic h a  transic ión .

Si e l e lem en to  d e  m a tr iz  < £ '^ " |V |a '>  es p e q u e ñ o  en  co m p arac ió n  con

los o tros e lem en tos d e  m a tr iz  d e  V, te n d re m o s  q u e  h a c e r  e l e s tu d io  con  la
fó rm u la  m ás p re c isa  (26). S egún (35), tenem os

t y
j  <a"|V=’'=(í')i«'"> dt' J  < a " 'iV * (n i« '>  dt"
O o

t V
=  < a" lV |« '"> < a" '|V |a '>  f  dt' f  dt"

O o
<a"|Vla'"Xíí'"lV|a') }

i(E " '-E ')/ñ  J ^

Si £ "  es p róx im o a  £ ' ,  ú n ic a m e n te  e l p r im e r  té rm in o  q u e  fig u ra  b a jo  el 

signo in teg ra l en  la  fó rm u la  a n te r io r  d a  c u e n ta  d e  u n a  p ro b a b il id a d  d e
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tran s ic ió n  con im p o rta n c ia  física , en  cam bio , e l seg u n d o  p u e d e  ser d e s p re ­
ciado . U tilizan d o  es te  re su lta d o  en  (26) o b tenem os

Fia'a")

* 1 — eos {{E" — E')t/fi}
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_  E' {E"— E y

q u e  su s titu y e  a  (36). P ro c ed ie n d o  ig ua l q u e  an tes, o b ten em o s p a r a  la  p r o ­

b a b i lid a d  d e  tran s ic ió n  p o r  u n id a d  d e  tiem p o  a  u n  e s ta d o  final en  el q u e  
las fi tien en  los valores y E tien e  u n  va lo r p róx im o a su  v a lo r in ic ia l 
el v a lo r

2 x
(40)

E s ta  fó rm u la  nos m u e s tra  e l p a p e l  q u e  ju e g a n  los es tados in te rm ed io s  d is ­
tin to s  d e l es tad o  in ic ia l y d e l final en  la d e te rm in a c ió n  d e  u n  coefic ien te  d e  
p ro b ab ilid ad .

P a ra  q u e  las ap rox im aciones u tilizad as  a l d e d u c ir  (39) y  (40) sean  v á li­

das , e l tiem p o  t n o  h a  d e  ser n i m u y  p e q u e ñ o  ni m u y  g ran d e . T ie n e  q u e  

se r g ra n d e  co m p arad o  con  los p e río d o s  d e  los sistem as atóm icos a  fin d e  q u e  
el cá lcu lo  ap ro x im ad o  d e  la  in te g ra l (37) c o n d u z ca  v e rd a d e ra m e n te  al 

va lo r (38), p e ro  no  h a  d e  se r ex ces iv am en te  g ran d e , p u e s  en  ta l  caso la 
fó rm u la  g en e ra l (24) o (26) d e ja r ía  d e  ser vá lid a . D e  hech o , p o d ríam o s  h ac e r  

la  p ro b a b il id a d  (38) m a y o r q u e  la  u n id a d  si tom ásem os u n  tie m p o  suficien ­
te m e n te  g ran d e . E l lím ite  su p e rio r  d e  t v ien e  d e te rm in a d o  p o r  la  cond ición  
d e  q u e  la  p ro b a b il id a d  (24) o (26), o b ie n  t m u ltip lica d o  p o r  (39) o (40), sean  
p e q u e ñ a s  en  co m p arac ió n  con  la u n id a d . N o  h ay  d if ic u lta d  p a r a  q u e  t 
sa tis fag a  s im u ltá n ea m en te  am b as cond iciones s ie m p re  q u e  la  e n e rg ía  de 
p e r tu rb a c ió n  V  se a  su fic ien tem en te  p e q u e ñ a .

47. El efecto Zeeman anómalo

U no d e  los ejem plos m ás sencillos d e l m é to d o  d e  p e r tu rb a c io n e s  d e  § 43 

consis te  en  ca lcu la r  e l cam b io  d e  p r im e r  o rd e n  e n  los n ive les d e  en e rg ía  

d e  u n  á tom o p ro d u c id o  p o r  u n  cam po  m ag n ético  un ifo rm e. E n  § 41 hem os 

e s tu d ia d o  y a  el caso  d e l á tom o  d e  h id ró g en o , y  e ra  ta n  sencillo  q u e  lo 
hem os p o d id o  reso lv e r sin  re c u rr ir  a  la  te o ría  d e  p e r tu rb ac io n e s-  E l caso 
d e  u n  á to m o  cu a lq u ie ra  no  es m u c h o  m ás co m p licad o  si p re v ia m e n te  

hacem os u n a  se rie  d e  ap rox im ac iones q u e  nos p ro p o rc io n e n  u n  m odelo  

atóm ico  sencillo.



E n  p r im e r  lu g a r  considerem os e l á to m o  en  au sen c ia  d e  ca m p o  m a g n é · 

tico  y  b u sq u e m o s co n stan tes  d e l m ov im ien to  o c a n tid a d e s  q u e  sean  ap ro x i­
m a d a m e n te  co n stan tes  d e l m ovim ien to . C ie rtam en te , el m o m en to  a n g u la r  

to ta l d e l á tom o, o  se a  el v ec to r  j ,  es u n a  co n s tan te  d e l m o v im ien to . D ich o  

m o m en to  an g u la r  p u e d e  se r co n s id erad o  com o la  su m a d e  dos p a r te s , q u e  
son e l m o m en to  a n g u la r  o rb ita l to ta l p a ra  todos los e lec trones, q u e  llam a ­

rem os 1, y  e l  m o m en to  an g u la r  to ta l d e  sp in , q u e  llam arem o s s. T enem os, 
p u es , j  1 +  s. P e ro  el e fe c to  d e  los m om en tos m ag n é tico s d e  sp in  so b re  

el m ovim ien to  d e  los e lec trones es p e q u e ñ o  en  co m p arac ió n  con  el e fec to  
d e  las fu erzas  d e  C ou lom b , y  en  p r im e ra  ap rox im ación  p u e d e  se r d e s p re ­

ciado. E n  d ic h a  ap rox im ación  e l m o m en to  an g u la r  d e  sp in  d e  c a d a  e lec tró n  

es u n a  co n s tan te  d e l m ovim ien to , y a  q u e  no  hay  fu erzas  q u e  le  o b lig u en  
a ca m b ia r  su o rien tac ión . Así p u es , s, y, p o r  tan to , ta m b ié n  1 se rán  cons­

ta n te s  del m ovim iento . Los m ódu los Z, 5 y  / d e  1, s y  j  v e n d rá n  dad o s p o r

s + i ñ  ^  (sl+ sl + si + iñ^)^,

=  +  +  +

según  la  ecuac ión  (39) d e  § 36. T odos ellos co n m u tan  e n tre  sí, y  se g ú n  (47) 
d e  § 36 vem os q u e  p a ra  valo res de ly  s dados, los posib les  valo res d e ; son

Z +  5, l + s — ñ, . . . ,  \l — s\.

C onsiderem os u n  e s tad o  es tac io n ario  p a ra  el cua l l, s y j te n g a n  valo res 

num éricos d e  a c u e rd o  con  e s te  e sq u em a . L a  e n e rg ía  d e  d ic h o  e s ta d o  d e ­

p e n d e rá  d e  ly p e ro  p o d r ía  p e n s a rse  q u e  d e sp re c ia n d o  los m o m en to s m a g n é ­
ticos d e l sp in  no  te n d ría  q u e  d e p e n d e r  n i d e  s n i d e  la  d irecc ió n  re la tiv a  

d e l v ec to r  s re sp e c to  a  1, es dec ir, q u e  tam p o co  h a b r ía  d e  d e p e n d e r  d e  /.
Sin em bargo , verem os en  el ca p ítu lo  IX , q u e  la  en e rg ía  d e p e n d e  co n s id e ­
ra b le m e n te  d e l m ó d u lo  5 d e l v ec to r  s, si b ie n  es in d e p e n d ie n te  d e  su d ire c ­
ción cu an d o  se d e sp re c ia  e l e fec to  d e  los m om en tos m ag n é tico s  d e l sp in  
d eb id o  a ciertos fenóm enos q u e  se d e riv a n  d e  la  in d is tin g u ib ilid a d  d e  los* 

é lec trones e n tre  sí. A sí p u es , ex isten  d istin to s n iveles d e  e n e rg ía  d e l s is tem a 

p a ra  c a d a  v a lo r d is tin to  d e  Z y  d e  s. E s to  significa q u e  ta n to  l com o  s son 
funciones d e  la  en e rg ía  se g ú n  la  defin ición  g en e ra l d e  fu n c ió n  d a d a  en  § 11 . 
pues  los valores d e  í y  d e  5 d e  u n  e s tad o  es tac ionario  q u e d a n  fijados cu a n d o  

se d a  el va lo r d e  la  en e rg ía .
A hora  podem os te n e r  en  c u e n ta  el e fecto  del m o m en to  m a g n é tico  d e  

spin, co n siderándo lo  com o u n a  p e q u e ñ a  p e r tu rb a c ió n  se g ú n  el m é to d o  

de § 43. L a  en e rg ía  d e l sis tem a n o  p e r tu rb a d o  c o n tin u a rá  siendo  ap ro x im a ­
d am en te  u n a  co n s tan te  d e l m ovim ien to , y  en  consecuenc ia , ta n to  l com o s, 
po r ser funciones d e  la en e rg ía , seg u irán  s iendo  ta m b ié n  ap ro x im ad a m en te

47. EL EFECTO ZEEMAN ANOMALO 195



c o n s tan tes  d e l m ovim ien to . P ero  en  cam bio , las d irecc iones d e  los v e c to ­

res  1 y  s, com o n o  son fu n c io n es d e  la  e n e rg ía  n o  p e r tu rb a d a ,  n o  tien en  

p o r  q u é  ser ah o ra  co n stan tes  d e l m ov im ien to  n i s iq u ie ra  en  p r im e ra  a p ro ­
xim ación, y  p u e d e n  e s ta r  so m e tid as  a  g ran d e s  v ariac io n es secu la res. P e ro  

cojno el v ec to r  j  es co n s tan te , la  ú n ic a  v a ria c ió n  p o s ib le  d e  1 y  s  es u n  

m ovim ien to  d e  p rec es ió n  e n  to m o  d e l v e c to r  j .  A sí ten em o s u n  m o d e lo  

a p rox im ado  d e l á tom o  en  e l cu a l los dos vec to res  1 y  s tie n e n  lo n g itu d es  

constan tes  y  p o se en  u n  m o v im ien to  d e  p rec es ió n  en  to rn o  a l v ec to r  sum a 

d e  ellos j,  q u e  es constan te . L a  en e rg ía  es tá  d e te rm in a d a  p r in c ip a lm e n te  

p o r  los m ódu los d e  1 y  d e  s, y  sólo d e p e n d e  lig e ra m e n te  d e  la  o rien tac ió n  

re la tiv a , d a d a  p o r  /. P o r tan to , los es tados con el m ism o l, el m ism o s y  
d is tin to  /  p e r te n e c e rá n  a  n ive les  d e  e n e rg ía  q u e  d ife r irán  m u y  p o co  y  q u e  
co nstituyen  los llam ados té rm inos multipletes.

C onsiderem os ah o ra  es te  m o d e lo  a tóm ico  com o n u e s tro  s is tem a n o  p e r ­

tu rb a d o  y  som etám oslo  a u n  cam p o  m a g n é tico  u n ifo rm e  d e  m a g n itu d  ^  
en  la  d irecc ió n  d e l eje  z. L a  co n trib u c ió n  d e  c a d a  e lec tró n  a  la  e n e rg ía  
ex tra  d e b id a  al cam po  m a g n é tico  v e n d rá  d a d a  p o r  u n  té rm in o

eJ^/2mc .{mz + a a,), (41)

aná logo  al ú ltim o  té rm in o  d e  la ecu ac ió n  (89) d e  § 41. Así p u es , en  co n ju n to  

d ic h a  en e rg ía  se rá

cJ=f/2m c . 2  == eJ//2mc · (1̂ +  2s.) =  eJ¥/2m c . (42)

q u e  se rá  la  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  V. U tilicem os ah o ra  e l m é to d o  d e  § 43 
p a ra  d e te rm in a r  los cam bios d e  los n ive les d e  e n e rg ía  p ro d u c id o s  p o r  

d ic h a  V. E l m é to d o  ú n ic a m e n te  se rá  ap lica b le  cu an d o  el cam p o  m a g n é tico  

sea su fic ien tem en te  p e q u e ñ o  p a ra  q u e  V sea p e q u e ñ o  co m p arad o  con  las 

d ife ren c ia s  d e  e n e rg ía  d e l m u ltip le te .

N u estro  sis tem a no  p e r tu rb a d o  es d e g e n e ra d o , d ad o  q u e  la  d irecc ió n  
d e l v e c to r  j  e s tá  in d e te rm in ad a . P o r ta n to , hem os d e  to m a r  aq u e llo s  e le ­

m en tos de m a tr iz  d e l re p re se n ta n te  d e  V  en  u n a  re p re se n ta c ió n  d e  H e isen ­

b e rg  d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o , q u e  p e r te n e c e n  a  u n  m ism o n iv e l d e  e n e r ­

g ía  resp ec to  a  filas y  co lum nas, y  h a lla r  los au tovalo res  d e  la  m a tr iz  así 

fo rm ad a . L a  fo rm a  m ás có m o d a  d e  h ac e r lo  es se p a ra r  V  en  dos p a rte s , 
u n a  q u e  sea  co n s tan te  d e l m ov im ien to  d e l sis tem a no  p e r tu rb a d o  cuyo 

re p re se n ta n te , en  consecuenc ia , sólo te n d rá  e lem en tos d e  m a tr iz  q u e  co­
rre sp o n d a n  a  u n  m ism o n iv e l d e  en e rg ía  re sp e c to  a  filas y  a  co lum nas, y 

o tra  cuyo re p re se n ta n te  n o  co n ten g a  m ás q u e  e lem en to s d e  m a tr iz  q u e  
h a g a n  re fe ren c ia  a  dos n ive les d e  en e rg ía  d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o  d is ­

tin tos resp e c to  a  filas y  a  co lum nas, y  q u e  en  co n secu en c ia  n o  a fe c ta rá  a  la  
p e r tu rb a c ió n  d e  p r im e r  o rden . E l té rm ino  re la tiv o  a  en  (42) es u n a  cons­
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ta n te  d e l m o v im ien to  no  p e r tu rb a d o , y  p o r  ta n to  p e r te n e c e  e n te ra m e n te  a 
la  p r im e ra  p a r te . P a ra  el té rm in o  re la tiv o  a  Sg tenem os

sJJl + fy + f) = íáŝ U + s»/»+ +  («4»—M  U + (**/■»— ;>>-) /»

O sea,

+  ■’ W  + ̂ ) -  l(í +  H) +  s(s + H)] -  [y,U -  7.h] ̂ ( ^ ^ ( 43)
d o n d e

y, = s,;V — = sJy— U ,=  lyŜ — l^y, I
y y =  jzSx —  S*/, =  —  sj, =  j

E l p r im e r  té rm in o  d e  la  expresión  d e  es u n a  co n s tan te  d e l m o v im ien to  

no p e r tu rb a d o  y, p o r  ta n to , p e r te n e c e  e n te ra m e n te  a  la  p r im e ra  p a r te ,  m ie n ­

tras  q u e  e l se g u n d o  té rm in o  p e r te n e c e  p o r  com pleto  o la  se g u n d a  p a r te  com o 
vam os a  v er  a  co n tinuac ión .

E n  co rre sp o n d e n c ia  con (44), podem os in tro d u c ir

yg — l^y —  lySg.

E s fác il c o m p ro b a r a h o ra  q u e

Uyx +  ivJy +  /.y . == o
y según  (30) d e  § 35

lU y y] — — 7̂ » ih  y ]̂ =  o*
E stas re lac iones e n tre  jx, jyy ^  y y y, y  ̂ son d e  la  m ism a fo rm a  q u e  las 
re laciones en tre  rrix, rriy, m. y x, y, z q u e  a p a re c ía n  en  el c á lc u lo  d e  las reg las  
d e  se lección  p a r a  los e lem en tos d e  m a tr iz  de; z e n  u n a  re p re se n ta c ió n  con  k 
d iagonal q u e  h ic im os e n  § 40. A llí o b tuv im os el re su lta d o  d e  q u e  to d o s  los 
elem entos d e  m a tr iz  z e ra n  nu los excep to  los q u e  h a c ía n  re fe re n c ia  a 
los valo res de  k q u e  d ife r ía n  en  ±fi; así pues, podem os in fe r ir  q u e  to d o s los 
e lem entos de  m a tr iz  d e  en  u n a  rep rese n ta c ió n  con k d iag o n a l, y  an á lo ­

g am en te  los d e  y^ y y y, son nu los, excep to  aque llo s q u e  c o r re sp o n d e n , a  
valores d e  / q u e  d ifieren  en  Los coeficientes d e  y^ y y y d e l se g u n d o  

m iem bro  d e  (43) co n m u tan  con /; y  así, el r e p re se n ta n te  d e l co n ju n to  d e  
dichos té rm inos no  co n te n d rá  m ás e lem en tos d e  m a tr iz  q u e  los q u e  co rres ­
p o n d a n  a  valo res d e  / q u e  d ifie ren  en  ± / i ,  y q u e , p o r  tan to , co rre sp o n d a n  a  

dos n iveles d e  en e rg ía  d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o  d istin tos.

L uego , si d esp rec iam o s la  p a r te  d e  la  en e rg ía  V  cuyo  re p re se n ta n te  
consta d e  e lem en tos d e  m a tr iz  q u e  h a c e n  re fe re n c ia  a  dos n ive les d e  e n e r ­
g ía  del s is tem a no  p e r tu rb a d o  d istin tos, la  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  es

-t í 1 1 +  ^) +  +  ^) )
W + f t)  i  ̂ ’
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Los autovalores de este operador dan los cambios de primer orden de los 
niveles de energía. Podemos hacer que el representante de dicha expresión 
sea diagonal, ehgiendo la representación de tal manera que fz sea diagonal, 
y entonces dicha fórmula nos da directamente los cambios de primer orden 
en los niveles de energía producidos por el campo magnético. Esta expre­
sión se conoce con el nombre de fórmula de Landé.

El resultado (45) es válido únicamente si la energía de perturbación V 
es pequeña en comparación con las diferencias de energía de un multiplete. 
Para valores de V mayores es necesario emplear una teoría más complicada. 
Sin embargo, para campos muy fuertes, cuya energía sea mucho mayor que 
la correspondiente a las diferencias entre los términos de un multiplete, 
es posible establecer nuevamente una teoría sencilla. En este caso podemos 
despreciar la energía de los momentos magnéticos de spin para el átomo 
en ausencia de campo magnético exterior, con lo que resulta que en el 
sistema no perturbado de ahora no sólo son constantes los módulos l y s 
de los vectores 1 y s, sino también los propios vectores 1 y s. La energía de 
perturbación V sigue siendo como antes eJ^/2mc. (/̂  4- 5̂ ), pero ahora es 
una constante del movimiento del sistema no perturbado y sus autovalores 
nos dan directamente los cambios de los niveles de energía. Dichos auto- 
valores son múltiplos enteros o bien múltiplos impares semienteros de 
e^/2m c según que el número de electrones del átomo sea par o impar.
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v il i

PROBLEMAS DE COLISIÓN

48. Obsei vaciones generales

En este capítulo vamos a estudiar problemas en los que una partícula 
que proviene del infinito choca o ‘entra en colisión con un sistema atómico, 
y que tras ser dispersada (scattered) bajo un cierto ángulo continúa nueva­
mente hacia el infinito. Para abreviar, al sistema atómico que produce la 
dispersión (scattering) le llamaremos dispersor (scatterer). Por tanto, tenemos 
un sistema constituido por una partícula incidente y un dispersor que 
interaccionan entre sí, y queremos estudiarlo de acuerdo con las leyes de 
la mecánica cuántica; deseamos calcular en particular la probabilidad 
de que la dispersión se realice bajo un ángulo dado. Normalmente se 
supone que el dispersor tiene masa infinita y que permanece en reposo 
durante el proceso de dispersión. Este problema fue resuelto por primera 
vez por Bom mediante un método que en lo fundamental es equivalente 
al que emplearemos en la próxima sección. Hemos de tener en cuenta la 
posibilidad de que el dispersor considerado como un sistema independiente 
tenga distintos estados estacionarios, y que si inicialmente estaba en uno 
de ellos, después de la colisión puede haber quedado en un estado estacio­
nario distinto. Es decir, que la partícula incidente puede inducir transicio­
nes en el dispersor.

El hamiltoniano del sistema total constituido por el dispersor y la 
partícula incidente no será función explícita del tiempo y, en consecuencia, 
el sistema total poseerá estados estacionarios representados por soluciones 
periódicas de la ecuación de ondas de Schrödinger. Pero el significado de 
estos estados estacionarios requiere un poco de cuidado para ser entendido 
correctamente. Es evidente que para cualquier estado de movimiento 
del sistema, la partícula pasará casi todo el tiempo en el infinito y, por 
tanto, el promedio temporal de la posibilidad de encontrar a la partícula 
en un volumen finito cualquiera será nulo. Ahora bien, para un estado 
estacionario la probabilidad de que la partícula se encuentre en un volumen 
finito dado, así como cualquier otra observación, ha de ser independiente 
del tiempo y, por tanto, ha de ser igual al promedio temporal que como



hem os visto  es nu lo . P o r tan to , lo ún ico  q u e  tien e  in te rés  f ís ic am e n te  son 
las p ro b a b ilid a d e s  re la tiv as  d e  e n c o n tra r  la  p a r tíc u la  en  los d ife ren te s  
vo lúm enes finitos, y a  q u e  sus valo res abso lu tos son nu los. D a d o  q u e  la 

e n e rg ía  in icia l d e  la  p a r tíc u la  p o d ía  se r cu a lq u ie ra , la  e n e rg ía  to ta l  d e l 
s is tem a te n d rá  u n  esp ec tro  d e  au tovalo res  con tinuo . L u eg o , u n  k e t  |^> 
co rre sp o n d ien te  a  u n  es tad o  es tac ionario  d e  la  en e rg ía  to ta l te n d rá  lo n g itu d  

infinita. T a m b ié n  p o d em o s d a r  u n a  raz ó n  física d e  ello , y  es q u e  si \sy 
es tu v ie se  n o rm alizad o  y  si ^  es u n  o b se rv ab le  —  fu n c ió n  d e  la  posic ión  
d e  la  p a r tíc u la  —  q u e  v a le  u n o  cu a n d o  la  p a r t íc u la  e s tá  en  u n  vo lum en  

finito  d ad o  y  cero  en  c u a lq u ie r  o tro  caso, <5|^|^> se ría  cero, lo  q u e  sign ifi­

ca ría  q u e  el v a lo r  esp e rad o  d e  o sea, la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  la  p a r tíc u la  

es té  en  u n  d e te rm in a d o  v o lum en , es cero. T a l k e t n o  se ría  ú til. Sin em ­
barg o , si \sy t ien e  lo n g itu d  infin ita, <^|^|«> p u e d e  ser u n  n ú m e ro  finito, y 

re p re se n ta rá  la  p ro b a b il id a d  re la tiv a  d e  q u e  la  p a r tíc u la  se e n c u e n tre  en el 

c itad o  vo lum en .

C u a n d o  rep rese n ta m o s  el e s tad o  d e  u n  sis tem a p o r  u n  k e t  |x> no  n o r ­
m a liz ad o  p a ra  el cu a l se verifica <x\xy =  n, es c o n v e n ie n te  su p o n e r q u e  
ten em o s n  sistem as idén tico s  q u e  o cu p a n  to d o s el m ism o esp ac io  p e ro  q u e  
no  in te rac c io n a n  e n tre  sí, d e  m a n e ra  q u e  c a d a  un o  d e  ellos s ig u e  su p ro p io  

m ovim ien to  in d e p e n d ie n te m e n te  d e  los o tros, ig u a l q u e  en  e l co n ju n to  de 
G ib b s d e  ^ 33. E n  ese  caso  po d em o s in te rp re ta r  <x\a\xy p a r a  c u a lq u ie r  

ob se rv ab le  a, d ire c ta m e n te  com o el valo r to ta l d e  a p a r a  los n  sistem as. 
Si ap licam os estas ideas al \sy d e  an tes  d e  lo n g itu d  in fin ita  co rre sp o n d ie n te  

a  u n  e s tad o  estac io n a rio  d e l sis tem a co n s titu id o  p o r  e l d isp e rso r  y  la  p a r t í ­
cu la  inc id en , te n d re m o s q u e  im ag in a r  u n  con jun to  infin ito  d e  d ichos 

sistem as q u e  te n g a n  todos ellos el d isp e rso r en  el m ism o p u n to  d e l espac io  
y  las p a r tíc u la s  d is tr ib u id as  p o r  to d o  e l espac io  d e  fo rm a  co n tin u a . E l n ú ­

m e ro  d e  p a r tíc u la s  en  el v o lu m en  finito  d ad o  se rá  en to n ces  en

d o n d e  Q es el o b se rv a b le  defin ido  an tes , q u e  v a le  u n o  si la  p a r t íc u la  se 
e n c u e n tra  en  el vo lu m en  d a d o  y  cero  en  c u a lq u ie r  o tro  caso. Si e l k e t  e s tá  
re p re se n ta d o  p o r  u n a  función  d e  o n d a  d e  S ch rö d in g er re la tiv a  a  las coor­
d e n a d a s  ca rtes ianas d e  la  p a r tíc u la , en tonces e l cu a d ra d o  d e l m ó d u lo  d e  la 

fu n c ió n  d e  o n d a  p u e d e  se r in te rp re ta d o  d ire c ta m e n te  com o la  d e n s id a d  

d e  p a rtícu la s  en  d ic h a  im agen . S in em b arg o , d eb em o s re c o rd a r  q u e  cada 
una de dichas partículas tiene su propio dispersor. L as d is tin ta s  p a r tíc u la s  

p u e d e n  p e r te n e c e r  a  d isp e rse res  q u e  es tán  en  es tados d ife ren te s . P o r tan to , 
ex istirá  u n a  d e n s id a d  d e  p a r tíc u la s  d is tin ta s  p a ra  c a d a  es tad o  d e l d isperso r, 
q u e  se rá  la d e n s id a d  d e  p a r tíc u la s  q u e  p e r te n e z c a n  a  d isp e rse res  q u e  estén  

en  d ich o  estado . E sto  lo ten d rem o s en  c u e n ta  co n s id e ran d o  q u e  la  función  
d e  o n d a  es fu n c ió n  no  sólo d e  las variab le s  q u e  d esc rib en  la  p o sic ión  d e  la 

p a r tíc u la , sino ta m b ié n  d e  las q u e  d esc rib en  el es tad o  d e l d isperso r.

P a ra  h a lla r  coeficientes d e  d ispers ión  ten d rem o s q u e  e s tu d ia r  los estados 
estacionarios d e l s is tem a to ta l co n s titu id o  p o r  el d isp e rso r  y  la  p a rtícu la .
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P o r ejem plo , si q u erem o s h a lla r  la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  la  d isp e rs ió n  se 

rea lice  según  las d is tin ta s  d irecc iones c u a n d o  el d isp e rso r es té  in ic ia lm e n te  
en u n  es tad o  es tac ionario  d a d o  y  la  p a r tíc u la  te n g a  in ic ia lm e n te  u n a  

v e lo c id ad  conoc ida en  u n a  d irecc ió n  ta m b ié n  d ad a , te n d re m o s  q u e  e s tu ­
d ia r  el e s tad o  es tac ionario  d e l s is tem a to ta l cu y a  im agen , seg ú n  el m é to d o  

ind icado , re p re se n te  ú n ic a m e n te  p artícu la s  p e r te n ec ie n te s  a  d isp erso res  q u e  
estén  c a d a  u no  en  el es tad o  es tac io n ario  d ad o , q u e  a  g ran d e s  d is tan c ias  

del lu g a r en q u e  se h a llan  los d isperso res  se m u e v an  con  la  v e lo c id a d  d a d a  
y  en  la  d irecc ió n  d ad a , y  p a r tíc u la s  q u e  p e r te n e z c a n  p o s ib le m e n te  a  d is ­

perso res en  d is tin to s  estados estac ionarios , q u e  se m u e v a n  hacia afuera a  
p a r tir  d e l p u n to  en  q u e  se h a lla n  los d isperso res. E s ta  im a g e n  c o rre sp o n d e  

m uy  d e  ce rca  al e s tad o  d e  cosas rea l e n  u n a  d e te rm in a c ió n  ex p e rim e n ta l 

d e  los coeficientes d e  d ispersión , con  la  ú n ic a  d ife re n c ia  d e  q u e  d ic h a  

im ag en  d e sc r ib e  a h o ra  u n  ún ico  sis tem a re a l con stitu id o  p o r  d isp e rso r  y  

p a rtícu la . L a  d is trib u c ió n  d e  las p a r tíc u la s  q u e  se m u e v en  h a c ia  a fu e ra  en  

el infinito  nos d a  d irec ta m en te , en  la  im agen , to d a  la  in fo rm ac ió n  q u e  se 

p u e d e  o b te n e r  ex p e rim e n ta lm en te  ace rca  d e  los coeficientes d e  d ispers ión . 
P a ra  ca lcu la r p rá c tic a m e n te  el e s tad o  es tac ionario  d esc rito  en  e s ta  im ag en , 

podem os u tiliz a r  u n  m éto d o  d e  p e r tu rb a c io n e s  p a re c id o  a l d e  § 43, p o r  e jem ­
p lo  to m an d o  com o sis tem a n o  p e r tu rb a d o  e l s is tem a co n s titu id o  p o r  el 

d isperso r y  la  p a r tíc u la  sin in te rac c ió n  e n tre  am bos.

E s tu d ia n d o  los p ro b lem as d e  colisión, h a y  to d a v ía  o tra  p o s ib ilid a d  q u e  
debem os te n e r  en  c u e n ta , y  es q u e  el d isp e rso r p u e d e  ser c a p az  en  a lg u n as 
ocasiones de  a b so rb e r  y  ree m itir  la  p a r tíc u la . D ic h a  p o s ib ilid a d  se  d a  

cu an d o  existen  u n o  o m ás estados de absorción d e l s is tem a to ta l, o  sea  

estados q u e  sean  aproximadamente es tac ionario s  y  U gados en  el sen tid o  

q u e  in d icáb am o s en  § 38 (es d ec ir , p a r a  los q u e  la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  la  

p a r tíc u la  se e n c u e n tre  a  u n a  d is tan c ia  d e l d isp erso r m a y o r q u e  r t ie n d e  a  

cero cu an d o  oo). C om o los estados d e  ab so rc ió n  sólo son  es tac io n ario s  

ap ro x im ad am en te , su p ro p ie d a d  d e  ser estados ligados so lam en te  se rá  t r a n ­

sitoria, y  d espués d e  u n  lapso  d e  tiem p o  su fic ien te  ex istirá  u n a  p ro b a b il id a d  
finita d e  q u e  la  p a r tíc u la  e sca p e  a l infinito. F ís ic a m e n te  esto  q u ie re  d e c ir  

q u e  h a b rá  u n a  p ro b a b il id a d  fin ita  d e  q u e  la  p a r tíc u la  sea em itid a  e sp o n ­

tán eam en te . E l h ech o  d e  q u e  h a y a  sido p rec iso  em p lea r  la  p a la b ra  ‘a p ro ­
x im ad am en te ’ p a ra  exp lica r las cond ic iones re q u e rid a s  p a r a  q u e  p u e d a n  

o cu rrir  los fenóm enos d e  em isión  y  abso rc ión  in d ica  q u e  d ich as  cond ic iones 
no  se  p u e d e n  ex p re sa r  en  té rm inos m a tem ático s  exactos. Ú n ica m e n te  p o d e ­

m os d a r  u n  significado a d ichos fenóm enos u tiliz an d o  u n  m é to d o  d e  p e r ­
tu rbac iones. D ichos fenóm enos o cu rren  cu an d o  el s is tem a n o  p e r tu rb a d o  
(constitu ido  p o r  el d isp e rso r  y la  p a rtícu la )  tie n e  estados es tac ionario s  lig a ­

dos. L a  in tro d u cc ió n  d e  la  p e r tu rb a c ió n  d es tru y e  las p ro p ie d a d e s  es tac io ­
narias d e  d ichos es tados y  d a  lu g a r  a la  em isión  e sp o n tán e a  y  al fenóm eno  

con tra rio  d e  la  absorción .
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C o n tra ria m e n te  a  lo q u e  o cu rr ía  p a ra  los coeficientes d e  d ispers ión , 
p a ra  ca lcu la r  p ro b a b il id a d e s  d e  ab so rc ión  y  d e  em isión  es n ecesa rio  co n ­
s id e ra r  estados no estacionarios, y, en  consecuencia , ten d re m o s  q u e  u ti liz a r  
e l m é to d o  d e  p e r tu rb a c io n e s  d e  § 44. P o r lo tan to , p a r a  ca lc u la r  u n  coefi­

c ien te  d e  em isión, te n d re m o s q u e  co n s id era r los es tados d e  ab so rc ió n  no 
estac ionarios q u e  hem os m en c io n ad o  an tes. A dem ás, p u e s to  q u e  to d a  ab so r­
ción  v a  seg u id a  s iem p re  d e  u n a  reem isión , d icho  fen ó m en o  no  p u e d e  ser 
se p a ra d o  d e  la  d ispers ión  en  n in g ú n  ex perim en to  q u e  n o  d e p e n d a  de l 

tiem p o  exp líc itam en te , co rre sp o n d ien te  a  u n  es tado  es tac io n a rio  d e l sis­
tem a. Ú n ica m e n te  p o d em o s se p a ra r  los dos fenóm enos en  exp e rim en to s en  

q u e  el e s tad o  d e  cosas no  se  conserva. P o r ejem plo , u ti l iz a n d o  u n  h a z  d e  

p a rtícu la s  in c id en tes  con u n  com ienzo  d e  em isión  c la ra m e n te  defin ido , y 
as í las p a rtícu la s  d isp e rsad as  a p a re c e rá n  in m e d ia ta m e n te  d esp u és  d e  q u e  las 

p a rtícu la s  in c id en tes  h a y a n  a lcan zad o  e l d isperso r, m ien tra s  q u e  las q u e  
h ay a n  sido ab so rb id a s  y  d esp u és  ree m itid as  a p a re c e rá n  sólo a lg ú n  tiem p o  
d espués. D icho  h az  de  p a r tíc u la s  se ría  la  im agen  d e  u n  c ie rto  k e t  d e  lo n ­
g itu d  infinita, q u e  p u e d e  se r em p lead o  p a ra  ca lcu la r  el coefic ien te  d e  
absorción.
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49. Coeficiente de dispersión

A hora  vam os a  ca lc u la r  coeficientes d e  d ispers ión , y  en  p r im e r  lu g a r  
es tu d ia rem o s e l caso  en  q u e  no  h a y  abso rc ión  n i  em isión , lo q u e  q u ie re  

d ec ir  q u e  e l sis tem a no p e r tu rb a d o  no  tie n e  estados es tac ionario s  ligados. 

Podem os e leg ir  com o sis tem a no  p e r tu rb a d o  a q u e l p a ra  e l cu a l no  h ay  
in te rac c ió n  e n tre  el d isp e rso r y la  p a r tíc u la . Su h am ilto n ian o  se rá  d e  la 

fo rm a
E ^ H s  + W,  (1)

d o n d e  Hg es el ham ilto n ian o  d e l d isp e rso r  co n s id erad o  é l sólo, y  W  es el 
d e  la  p a r tíc u la  co n s id e ra d a  e lla  sola. Si d esp rec iam os la  m e cá n ica  re la tiv is ta  

e s te  ú ltim o  vale

W = l/2m .(p l + pl + pl). (2)

L a  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  V, q u e  suponem os p e q u e ñ a , se rá  u n a  fu n c ió n  
d e  las co o rd en ad as  ca rtesian as d e  la  p a r tíc u la  x, y, z y ta m b ié n  q u iz á  d e  

sus m om en tos py, pz y d e  las v a riab le s  d in ám icas q u e  s irv en  p a r a  de«- 

c r ib ir  e l d ispersor.

P u es to  q u e  lo q u e  nos in te re sa  son los estados es tac ionario s  d e l  sistem a 
to ta l, em p learem os u n  m é to d o  d e  p e r tu rb a c io n e s  p a re c id o  a l d e  § 43. P ero  

a h o ra  n u es tro  s is tem a no  p e r tu rb a d o  te n d rá  n e c esa r iam en te  u n  in tervalo
d e  n ive les d e  en e rg a  con tinuo , p u es  co n tien e  u n a  p a r t íc u la  lib re , y  p o r
tan to , ten d rem o s q u e  h a c e r  c ie rtas  m odificaciones en  n u e s tro  m é to d o  d e



perturbaciones. La cuestión de cómo cambian los niveles de energía debido a la perturbación, que era la base del problema estudiado en § 43, no 
tiene ̂ hora significado alguno, y el convenio utilizado en § 43 de designar 
los autovalores de E y de H próximos entre sí con el mismo número de 
primas es inaplicable. Además, el desdoblamiento de los niveles de energía 
que tenía lugar en § 43 cuando el sistema no perturbado era degenerado 
tampoco puede ocurrir ahora, pues cuando el sistema no perturbado sea 
degenerado, el sistema perturbado deberá tener el mismo grado de dege­
neración, ya que ha de tener un intervalo de niveles de energía continuo.

Continuaremos utilizando el esquema general de ecuaciones del princi­
pio de § 43, que allí correspondía a las ecuaciones (1) a (4); pero ahora 
tomaremos como estado estacionario del sistema no perturbado que cons­
tituye la aproximación de orden cero un estado que pertenezca a un nivel 
de energía E' precisamente igual al nivel de energía fí' del estado esta­
cionario del sistema perturbado. Luego, las Qí introducidas en la segunda 
de las ecuaciones (3) de § 43 serán ahora todas nulas, y la segunda de las 
ecuaciones (4) se convertirá en

(E '-E )ll>  ^  V|0>. (3)

Análogamente, la tercera de las ecuaciones (4) de § 43 será

(£ '-£ )|2 >  =  V|l>. (4)

Procedamos a resolver la ecuación (3) y a obtener el coeficiente de disper­
sión en la aproximación de primer orden. En § 51 será preciso emplear la 
ecuación (4).

Sea a un conjunto completo de observables que conmutan que sirven 
para describir el dispersor y que son constantes del movimiento cuando 
el dispersor se considera solo, siendo, por tanto, útiles para caracterizar 
los estados estacionarios del dispersor. Ello exige que fí, conmute con los a 
y  que sea una función de ellos. Ahora podemos elegir una representación 
del sistema total en la que las a y las coordenadas de la partícula x, y, z 
sean diagonales. En ella fí« será también diagonal. Sea <xa'|0> el repre­
sentante de |0>, y <xa'|l> el de 11>; empleamos la variable única x en lugar 
d e  X, y ,  z y  omitimos la prima para abreviar. Asimismo escribiremos dH 
en lugar del producto dxdydz. La ecuación (3) escrita en forma de los 
representantes se convierte, con la ayuda de (1) y (2), en

{£' — fí«(a') +  yiV2m. V-}<xa'|l> =  2  í <xa'lV|x"«">d3x"<x'V'10>. (5)
a" ^

Supongamos que la partícula incidente tiene el momento p® y que el estado 
estacionario inicial del dispersor es a°. El estado estacionario de nuestro 
sistema no perturbado será el que corresponde a p =  p® y a =  o®; luego, 
su representante será

<xa'10> =  (6)
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y así la ecuación (5) se reduce a

{£' — H,(a') +  *V2m.V-}<xce'|l> =  j  <x«'lV|x«c¿o> 

o sea,
(fc* +  V‘-')<x«'|l> =  F, (7)

donde
fc* =  2mñ-HE' — H,{a')} (8)

y
F =  2mÄ-2 I  <xa'|V|xOa«> d»iOe«P“. *·'/«, (9)

es una función definida de x, tj, z y a'. Asimismo resulta

E' H,(aO) +  poVm. (10)

Nuestro problema consiste en hallar una solución <xa'll> de (7) que 
para valores de x, y, z correspondientes a puntos alejados del dispersor 
represente únicamente partículas que se muevan hacia afuera. El cuadrado 
de su módulo, | <xa'|l> p, nos dará la densidad de partículas dispersadas 
pertenecientes a disperseres que se hallen en el estado a' cuando la densi­
dad de partículas incidentes es | <xof'|0> p, que es igual a uno. Si trans­
formamos la ecuación (7) a coordenadas polares r, O, se convierte en

Pero teniendo en cuenta la exigencia física de que la energía de interacción 
entre el dispersor y la partícula ha de tender a cero cuando la distancia entre 
ambos tiende a infinito, F tenderá a cero cuando r->  oo. Si ahora despre­
ciamos E en (11), obtenemos la solución aproximada para grandes valo­
res de T

<rO<f>a'\l> = ^i(ö(/>α')r-'e'̂  (12)

donde u es una función arbitraria de 6, <l> y a ', pues si sustituimos esta 
expresión en el primer miembro de (11) obtenemos un resultado del orden 
de Si no despreciamos F, para valores grandes de r la solución de (11) 
seguirá siendo de la forma (12), siempre que F tienda a cero suficientemente 
de prisa cuando r oo, pero la función u quedará definida y determinada
por la solución para valores de r pequeños.

Para valores a' de a tales que definido en (8) sea positivo, hemos de 
elegir el k de (12) igual a la raíz cuadrada positiva de si queremos 
que (12) represente únicamente partículas que van hacia afuera, es decir, 
partículas para las cuales la componente radial del momento, que según 
§ 38 vale pr — o sea, — iñ{d/dr +  ~̂̂ ), tenga un valor positivo. Con 
ello la densidad de partículas dispersadas pertenecientes a dispersores en
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el estado  a', y  q u e  es ig u a l a l c u a d ra d o  d e l m ó d u lo  d e  (12), d ism in u y e  
según u n a  ley  in v e rsa m e n te  p ro p o rc io n a l a l c u a d ra d o  d e l rad io  c u a n d o  r  
crece, com o n ec esa riam en te  tie n e  q u e  o cu rr ir  d esd e  e l p u n to  d e  v is ta  físico, 
y su d is tribuc ión  a n g u la r  v ien e  d a d a  p o r  | u(6<f)a') p . A dem ás, la  m a g n itu d  

F  del m om en to  d e  las p a r tíc u la s  d isp e rsad as  h a  d e  ser ig u a l a  kh, p u es  
p a ra  r  g ra n d e  el m o m en to  es rad ia l; luego , su en e rg ía  se rá

p/2 î 2/;2 1,02 
=  £ ' -  ^
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ap lica n d o  (8) y  (10). E s ta  en e rg ía  es p rec isam en te  ig u a l a  la  d e  la  p a r t íc u la  

in c id en te  poV2m  m enos e l au m en to  d e  en e rg ía  d e l d isp e rsa d o r  H a(a') —
—  Hs{(x̂ ), re su ltad o  q u e  es tá  d e  ac u e rd o  con la  ley  le  co n serv ac ió n  d e  la  

energ ía . P a ra  valo res a ' d e  a  ta les q u e  resu lte  neg a tiv o , no  h a y  p a r ­
tícu las  d isp e rsad as, lo q u e  significa q u e  la  en e rg ía  to ta l in ic ia l es insufi­

c ien te  p a ra  q u e  el d isp e rso r p a se  a l es tad o
A h o ra  hem os d e  ca lcu la r u(6<j>oí') p a r a  u n  con jun to  d e  valo res o ' d e  a 

p a ra  los q ue  k  ̂ sea positivo , y  o b te n e r  así la  d is tr ib u c ió n  a n g u la r  d e  las 
p a rtícu la s  d isp e rsad as  p e r te n e c ie n te s  a  d isperso res en  e l e s tad o  o'. B a s ta rá  
con ca lcu la r  u en  la  d irecc ió n  ^ =  O d e l po lo  d e  las co o rd e n ad a s  po la res, 
pues d ic h a  d irecc ió n  p u e d e  ser e leg id a  a rb itra riam e n te . H arem o s uso  d e l 

teo rem a de G reen , q u e  d ic e  q u e  p a ra  dos funciones d e  la  posic ión  A y B 
cua lesqu ie ra , la  in teg ra l d e  v o lu m en  /  (AV^B —  BV^A) dH ex te n d id a  a  u n  

vo lum en  cu a lq u ie ra  es ig u a l a  la  in te g ra l d e  superfic ie  /  {AdB/dn —  

BdA/dn) ds e x te n d id a  a  la  superfic ie  q u e  lim ita  a  d ich o  v o lum en , e n  d o n d e  
d/dn significa d e r iv a d a  resp ec to  a  la  n o rm al a la  superfic ie. T om am os

y ap licam os el teo rem a p a r a  u n a  e s fe ra  d e  ra d io  g ra n d e  con  ce n tro  en  el 
origen. E l in te g ra n d o  d e  la  in te g ra l d e  vo lum en , seg ú n  (7) u  (11), es

g -i/ tr  eos e V 2< r^</> a'll>  —  ^

— ^-.70· eos 0 (V2 ^  F

m ien tras  q u e  el in te g ra n d o  d e  la  in teg ra l d e  superfic ie  se conv ierte , m e ­
d ia n te  (12), en

g-ik, eos e _  —  <r04></\l> —  *
dr 8r

— g-ikr eos 8 ¡------L  _j_ \  a''·’· i — eos 6 e"·**' *
\ r j r

= ikur-^{l +  eos



despreciando r~̂ . Luego, resulta
air 7T

j  g - ik r  eos 9 p  jSa- —  J  J  r2sentfrf5 i*« r >(l +

O o
e n  d o n d e  la  in te g ra l d e  vo lu m en  d e l p r im e r  m iem b ro  es tá  ex ten d id a  a  to d o  
el espacio . In te g ra n d o  p o r  p a r te s  resp e c to  a  el se g u n d o  m iem b ro  se 
tran sfo rm a  en
2n TCJ I [u(l +  eos 0) ̂ e=jr — J gi/c/(I-CÜS O) ̂  j
() O
E l seg u n d o  té rm in o  q u e  figu ra  e n tre  los p a rén tes is  { } es d e l o rd en  d e  
com o p u e d e  v erse  m e d ia n te  nu ev as in teg rac io n es p o r p a r te s  y, p o r  lo tan to , 

p u e d e  ser desp rec iado . Así p u e s  llegam os a

»7T
j  e-̂ Jcr c c s f  ^  _ 2  I  d<t> u{0<f>a') =  — 4::n(0<̂ a'),

o

q u e  nos d a  el va lo r d e  u{0<f>(x') en  la  d irecc ió n  ^ =  0 .
P u es to  q u e  P' — kh, es te  re su lta d o  se p u e d e  esc rib ir  en  la fo rm a

uiOW) = — j  F dH, (13)

Si el vec to r p' re p re se n ta  el m o m en to  d e  los e lec trones d isp e rsad o s  en  una 
c ie r ta  d irecc ión  (y p o r  tan to , tien e  u n  m ódu lo  ig u a l a  P '), el valo r d e  u en  

d ic h a  ̂ d irecc ión  será

«(flW ) =  — (4x)-i /  dH,

según  se d e d u c e  d e  (13) e lig iendo  d ich a  d irecc ión  com o polo  d e  las coor­
d en a d as  po la res. R esu lta  p u es , m e d ia n te  (9),

u(e'<f>'oc') = —{2%Ŷmn-̂ ff  e-«P'. ='>/« í/*x <xa'|V|x«a'’> (Z%o e“P”.

=  — 2umft<pVlV|pOa'>>, (14)

d esp u és  d e  h a c e r  u n a  tran sfo rm ac ió n  y  p a sa r  d e  las co o rd e n ad a s  x a los 
m om en tos p d e  la  p a r t íc u la  u tiliz an d o  la  función  d e  tran sfo rm ac ió n  (54) 

d e  § 23. L a  le tra  p es u n a  ab rev iac ió n  d e  las tres  co m p o n en te s  d e l m om en to .
Así, la  d en s id ad  d e  p a r tíc u la s  d isp e rsad as  q u e  p e r te n e c e n  a  d isperso res 

e n  e l es tad o  a ' se rá  | w(^<^'a') p /r^ . C om o su  v e lo c id a d  es PVm, e l flujo de 
p a rtíc u la s  p o r  u n id a d  d e  ángu lo  sólido y  p o r  u n id a d  d e  tie m p o  en  la  
d irecc ió n  del v ec to r  p' será  PVm ♦ | u(0'(f>'a ) p . C om o hem os visto , la  d en s i­
d a d  d e  p a r tíc u la s  in c id en tes  e ra  ig u a l a  u n o  y, p o r  tan to , el n ú m e ro  de 
p a r tíc u la s  in c id en tes  q u e  a tra v ie san  la  u n id a d  de  superfic ie  en  la  u n id a d
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d e  tiem p o  es ig u a l a  su v e lo c id a d  P^/m, siendo  la  m a g n itu d  d e  p®. 
L uego , la  secc ión  eficaz p a ra  q u e  u n a  p a r tíc u la  in c id e n te  sea  d isp e rsa d a  
bajo u n  ángu lo  sólido  u n id a d  en  la  d irecc ió n  d e  p '  y  q u e  p e r te n e z c a  a  u n  
d isp e rso r en  el es tad o  a ' se rá

P7P® · I w((9'</>'a') |2 -  Az^m^h^P'/P  ̂· | <p̂a'|V|p̂a<>> p. (15)

E s te  es el coeficien te d e  d ispers ión  re la tiv o  a  las tran sic io n es ->  a ' d e l 

d isperso r. D ich o  coeficien te d e p e n d e  d e l e lem en to  d e  m a tr iz  <p'a'|V|p®â > 
d e  la  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  V cu y a  co lum na p®a^ y cu y a  fila p 'a '  se 

refieren  re sp e c tiv a m e n te  a  los es tados in ic ia l y  final d e l sis tem a n o  p e r tu r ­

b a d o  en tre  los q u e  tie n e  lu g a r  la  transic ión . Así pues , e l re su lta d o  (15) 
es an á lo g o  a l re su lta d o  (24) d e  § 44, si b ie n  los coeficientes n u m érico s  son 
d istin tos en  am bos casos en  co rresp o n d e n c ia  con la  d is tin ta  n a tu ra le z a  d e  
los dos p rocesos d e  transic ión .
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50. Solución en la representación de momentos

E l va lo r d e l coeficien te d e  d isp e rs ió n  d ad o  p o r (15) sólo h a c e  re fe re n c ia  
a  la  rep re se n ta c ió n  en  q u e  p es d iagonal. Así p u es , es d e  e sp e ra r  q u e  

p o d ríam o s lleg a r  a  é l d e  u n  m odo  m ás d irec to  u tiliz an d o  d esd e  e l p rin c ip io  
la  rep re se n ta c ió n  p en  lu g a r  d e  u tiliz a r  la  rep re se n ta c ió n  x  y  tran sfo rm ar  

a l final el re su ltad o  ex p resándo lo  en  la  re p re se n ta c ió n  p, ta l  com o hem os 

h ech o  en  § 49. A p r im e ra  v is ta  no  p a re c e  q u e  esto  c o n s titu y a  u n a  g ra n  

v en ta ja , p u es  si b ie n  el m é to d o  d e  la  rep re se n ta c ió n  x  no  re su lta  ta n  d i­
rec to , ello q u e d a  co m p en sad o  p o r  se r m ás in m e d ia ta m e n te  ap licab le , y a  

q u e  el c u a d ra d o  d e l m ó d u lo  d e l re p re se n ta n te  d e  u n  e s ta d o  en  la  r e p r e ­
sen tac ión  x  nos d a  la  d e n s id a d  d e l flujo d e  p a r tíc u la s  en  e l p roceso  d e  
d ispersión . Sin em b arg o , el m é to d o  d e  la  rep rese n ta c ió n  x  tien e  o tros 
inconven ien tes m ás serios. U n a  d e  las p rin c ip a le s  ap licac iones d e  la  te o ría  

d e  colisiones c o rre sp o n d e  a l caso  en  q u e  las p a r tíc u la s  in c id en tes  son  
fo tones. P ero  u n  fo tó n  no  es u n a  p a r tíc u la  sim ple, p u es  tie n e  u n a  p o la ­
rización . E s ev id en te , a  p a r t i r  d e  la  te o ría  e lec tro m ag n é tic a  clásica, q u e  u n  
fo tón  con im  m o m en to  defin ido, es dec ir, q u e  se m u e v e  e n  u n a  c ie r ta  

d irecc ión  con u n a  f re cu e n c ia  defin ida, p u e d e  te n e r  u n  e s tad o  d e  p o la ri ­

zación  defin ido (rectilíneo , c ircu la r, etc.), m ien tras  q u e  u n  fo tó n  con  u n a  
posic ión  defin ida, cosa q u e  en  n u e s tra  im ag en  q u ie re  d e c ir  u n a  a lte ra c ió n  
e lec tro m ag n é tica  confinada a u n  v o lu m en  m u y  p e q u e ñ o , no  p u e d e  te n e r  

u n  es tad o  d e  p o la rizac ió n  defin ido. E stos hechos v ie n en  a  d e c ir  q u e  e l 
o b se rv ab le  p o la riza c ió n  d e  u n  fo tó n  co n m u ta  con  los m o m en to s p e ro  n o  

con la  posic ión . E sto  se tr a d u c e  en  q u e  e l m é to d o  d e  la  re p re se n ta c ió n  p es 
d irec ta m en te  a p lic a b le  a  fo tones si in tro d u c im o s la  v a r ia b le  d e  p o la riza c ió n  
en  los re p re se n ta n te s  y  la  tra ta m o s  de l m ism o m o d o  q u e  tra tá b a m o s  a



los a q u e  d esc rib en  el d isperso r, m ien tra s  q u e  e l m é to d o  d e  la  rep resen ­

tac ió n  X no  se  p u e d e  ap lica r. A dem ás, c u a n d o  se  co n s id eran  fo tones es 
n ecesario  te n e r  en  c u e n ta  la  m e cá n ica  re la tiv is ta . E n  e l m é to d o  d e  la  rep re ­
sen tac ión  p  es fác il hacerlo , p e ro  en  e l d e  la  re p re se n ta c ió n  x  no resu lta  

ta n  fácil.
L a  ecu ac ió n  (3) s ig u e  s iendo  v á lid a  en  m e cá n ica  re la tiv is ta , p e ro  en 

e lla  W  v iene  d a d a  p o r

W^/c^ = m-c- +  F- +  P^ +  P ! (l-^)

en  lu g a r  d e  p o r  (2). E sc r ita  en  fo rm a  d e  re p re se n ta n te s  p, la  ecu ac ió n  (3) es

_ W } < p a ' | l >  =  <pa'lV10>,

en  d o n d e  p a ra  ab re v ia r  p o n em o s p  en  lu g a r  d e  p '  y  sob reen tendem os 

q u e  W es u n a  fu n c ió n  d e te rm in a d a  d e  p¿?, p„ y d a d a  p o r  (16). E sto  se 

p u e d e  escrib ir
(W ' — W )< p a 'll>  =  <pa'lV |0>, (17)

d o n d e
W ' ^  £ ' _ H , ( a ' )  (18)

es la  en e rg ía  d e  la  p a r t íc u la  d isp e rsa d a  p e r te n e c ie n te  a u n  d isperso r en el 
e s tad o  q u e  c o rre sp o n d e  a  la  ley  d e  conservac ión  d e  la  en erg ía . E l rep re ­

se n ta n te  x  de l k e t 10> es (6), y  el d e l k e t  bás ico  |p^a^> es

<xa'lp<>a«> =  <x|p«>

según  se d e d u c e  d e  la fu n c ió n  d e  tran sfo rm ac ió n  (54) d e  § 23. L uego,

|0> W¡pOa">, (19)

y así la  ecu ac ió n  (17) se p u e d e  esc rib ir

(W ' — W )< p a '|l>  =  /iK pa'|V ¡p«a^>. (20)

A hora  h agam os u n a  tran sfo rm ac ió n  d e  co o rd e n ad a s  y pasem os d e  las 
com ponen tes  ca rtesian as p^, py  y p^ d e  p  a  sus co m p o n en tes  p o la re s  P, w y x 

d ad a s  p o r

P j. ~  ? eos (O, Py = P sen o  eos y, — P sen w sen

Si en  la n u ev a  re p re se n ta c ió n  tom am os la  función  d e  peso  sen  o , en ton ­
ces el peso  as ignado  a  c u a lq u ie r  vo lu m en  d e l espac io  p  se rá  e l m ism o que
en  la  rep re se n ta c ió n  p  d e  an tes  y, en  consecuenc ia , la  tran sfo rm ac ió n  se

re d u c irá  a  ca m b ia r  los sím bolos d e  las filas y  co lum nas d e  las m atrices  sin 

a l te ra r  en  n a d a  d ichos elem en tos. P o r ta n to , en  la  n u e v a  rep resen tac ión , 
(20) se rá

(W'— W)<Pî yy\l> =  W<Po)xa'ÍVlF«(oV^">, ' (21)

d o n d e  W ah o ra  ú n ic am e n te  se rá  función  d e  P.
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E l coeficien te W ' —  W  d e  <Pcoxa'll> a q u í es s im p lem en te  u n  fac to r  
m u ltip lica tiv o  y no  u n  o p e ra d o r  d e  d eriv ac ió n  com o o c u rr ía  en  la  r e p re ­
sen tac ió n  X. A sí pues , podem os d iv id ir  p o r  él y  o b te n e r  u n a  exp resión  

exp líc ita  d e  <P(oxa'|l> . P ero  si a  a ' c o rre sp o n d e  u n  W ' defin ido  p o r  (18) 

m ay o r q u e  m e-, d icho  fac to r  te n d rá  el v a lo r  cero  en  u n  c ie rto  p u n to  d e l 
dom in io  d e  la  v a ria b le  P, q u e  se rá  e l p u n to  P  =  P ', d a d o  en  fu n c ió n  d e  W ' 
p o r  (16). P o r tan to , la fu nción  <P(oxa'!l> te n d rá  u n a  s in g u la r id a d  en  d ich o  

p u n to . D ic h a  s in g u la r id a d  nos in d ica  q u e  el n ú m ero  d e  p a r tíc u la s  q u e  se 
m u ev en  a  g ran d es  d is tan c ias  d e  los d isp erso res  con en e rg ías  in fin itam en te  

próx im as a  W ' re p re se n ta d o  p o r  <P(oxoc')l> es infinito  y, p o r  ta n to , es p r e ­

c isam en te  d ich a  s in g u la r id a d  lo q u e  nos in te re sa  p a ra  h a lla r  la  d is trib u c ió n  

angulai^ d e  p a r tíc u la s  en  el infinito.
E l re su ltad o  d e  d iv id ir  (21) p o r  el fac to r  W ' —  W , según  (13) d e  

§ 15, es

^P(oxa'|l> =  W<Po)xa'lV|F>co«X«oíO>/(W'— W) +  X(o)xa')8(W' — W), (22)

d o n d e  X es u n a  fu n c ió n  a rb itra r ia  d e  o), ^  y  a'. P a ra  d a r  significado al 
p r im e r  té rm ino  del seg u n d o  m iem b ro  d e  (22), h a rem o s el conven io  d e  q u e  
su in teg ra l re sp e c to  a P  ex ten d id a  a  u n  dom in io  q u e  co n ten g a  e l v a lo r  P ' 

es ig u a l a l lím ite  c u a n d o  e ->  O d e  la  in teg ra l ex ten d id a  a  d ic h o  dom in io  

d e l q u e  se h a  su p rim id o  el p e q u e ñ o  in te rv a lo  (P ' —  e, P ' +  s)· E s to  es su fi­
c ien te  p a r a  p re c isa r  e l sign ificado  d e  (22 ), p u es  ú n ic a m e n te  nos in te re sa n  
in teg ra le s  d e  los re p re se n ta n te s  d e  los es tados c u a n d o  la  re p re se n ta c ió n  
co n tien e  u n  co n ju n to  co n tinuo  d e  filas y co lum nas. V em os q u e  la  e c u a ­

ción (21) no es sufic ien te  p a ra  d e te rm in a r  co m p le ta m e n te  el r e p re se n ta n te  

<Po)xot'll> d eb id o  a  la  fu n c ió n  a rb it ra r ia  X q u e  ap a rec e  en  (22). H em os d e  

e leg ir  X d e  fo rm a q u e  <Po>xa'|l> re p re se n te  ú n ic a m e n te  p a r tíc u la s  q u e  se  
m u ev en  h ac ia  a fu e ra , p u es  q u erem o s q u e  las ún icas p a r tíc u la s  in c id en tes  

co rresp o n d an  a l k e t !0 > .
C onsiderem os en  p r im e r  lu g a r  e l caso en  q u e  el re p re se n ta n te  <Po>x|> 

d e  u n  es tado  d e  la  p a r tíc u la  sa tisfaga  u n a  ecuación  g en e ra l d e l tip o

( W ' - W ) < P ( 0X|> /(P o x ) , (23)

con u n a  /(Pcox) fu nción  a rb itra r ia  d e  P, o> y  x, y  s iendo  W ' u n  n ú m e ro  

m ay o r q u e  me-. <Po)x¡> será  en to n ces d e  la  fo rm a

<Po>xl> =  /(P o>x)/(W ' -  W ) +  X(o)x)8(W' -  W ), (24)

y d e te rm in am o s X a  fin d e  q u e  <Pg)xI> re p re se n te  ú n ic a m e n te  p a r tíc u la s  q u e  
se m u e v en  h ac ia  a fu e ra . P odem os h ac erlo  ex p resan d o  <Pci>x|> en  la  r e p re ­
sen tac ión  X o m e jo r  a la  re p re se n ta c ió n  y co m p arán d o lo  con  (12) p a ra  
valores g ran d e s  d e  r. L a  fu n c ió n  d e  tran sfo rm ac ió n  es

<r^< |̂P(x>X> ~  9 + sen sen e eos
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P a ra  la  d irección  6 = 0 re su lta
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^  '̂ 7̂  7L

<fO« |̂> = : h~i j  dP j  dx j  senw  d(p <P<ox|>
0 0

2TC
=  h-i JP^dP j  dx j _

g iP r  cos

-<P«X|>
iPr/ñ •<=0

gi7>r cos - / «  0  ì

+  /  - ¡ J V S -  S i (
0

C om o p u e d e  verse  in te g ra n d o  n u e v a m e n te  p o r  p a r te s  re sp e c to  á (ù, el 
s e g u n d o  té rm in o  d e n tro  d e l p a ré n te s is  {} es d e  o rd e n  r~̂  y, p o r  tan to , 

p u e d e  ser desp rec iad o . L leg am o s p u e s  a

<rO< |̂> =  ih-i(2T:r)-̂  J  P dP f  dx{e-^w^<FT:xl> — e*̂ '̂̂ '̂ <POx¡>l
o o
Oú

= i/i-ir-1 í Pí/P{e-’̂ '-/«<P7txl> — e‘í’’-/''<POx¡>|. (25)
O

Si sustitu im os <Fo)x|> p o r  su  v a lo r (24), e l p r im e r  té rm in o  d e l in te g ra n ­

d o  d e  (25) d a
oo

ih-ir-̂  f  P dP e-P’·/« {f(PTzx)/{W' — W) + X(xx)8(W' — W)}. (26)
O

E l té rm ino  q u e  lleva  consigo la  8(W ' —  W ) se p u e d e  in te g ra r  in m e d ia ta ­

m e n te  u tiliz an d o  la  re lac ió n  P dP = WdW/c^ q u e  es consecu en c ia  d e  (16), 
y  d a

OÒ

ih-ic-̂ r-̂  f  W dW — W)
=  ih^ic-^r-^W'\(%x)e-'P''·/* (27)

P a ra  in te g ra r  el o tro  té rm in o  d e  (26) em p learem o s la  fó rm u la

/· p - i P r / h  /· p~iPr! f í

f  dP = g(P') f  dP, (28)
O o

q u e  es válida , d esp re c ia n d o  los té rm in o s d e  o rd en  r 'S  p a ra  to d a  función
oo

g(P) con tinua. E n  efecto , /  K(P)e~*̂ '̂'̂  dP es d e  o rd en  p a ra  cu a lq u ie r
o

función  K(P) con tinua , y  la  d ife ren c ia  '

g(F)/(P^_F)_g(P)/(F_P) 

es con tinua . E l seg u n d o  m iem b ro  d e  (28) ca lcu lad o  d e sp re c ia n d o  los té r ­



minos de orden y dejando fuera del dominio de integración el pequeño 
intervalo (P' — e, P' +  e), da
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0- i P r l h  p  £ Í { P ' - P ) r l h

« (P O j-p := r /  p , _ p  dP

sen{P' — P)r/ñ
=  í g ( P O g ~ ™ /  p . _ p  dP = hg(P')e-'P'r/> .̂ (29)

En nuestro caso, g(P) es

g(P) ^  ih-ir-^Pf{PT:x){F — P)/(W' — W).

que para P — P' toma el valor límite

g(P') =  ife'ir'iP'/(P'TTx)W7P'c2 =  ih-^c-H-'̂ W'fiP'̂ x),

Sustituyendo esto en (29) y sumándole la expresión (27) obtenemos el si­
guiente valor de la integral (26)

h-^c'H-^W'í— 7u/(P'xx) +  . (30)

Análogamente, el segundo término del integrando de (25) vale

h-ic-2r-iW'{— :r/(P'Ox) — ÍX(Ox)}e»̂ '»'/̂ . (31)

La suma de estas dos expresiones es el valor de <rO<̂ l> para r grande.
<r0 4 >\y debe representar únicamente partículas que se mueven hacia 

afuera, luego, ha de ser un múltiplo de Por tanto, (30) ha de ser
nulo, de donde

X(̂ X) =  -  i:r/(P'7rx). (32)

Resulta pues, que la condición de que <rO<M> represente únicamente par­
tículas que vayan hacia afuera en la dirección  ̂ =  O determina el valor
de X en la dirección opuesta  ̂— x. Pero como la dirección  ̂=  O u co =  O 
del polo de las coordenadas polares no es privilegiada, podemos genera­
lizar (32) y escribir

X(<ox) =  - M ( P '« o x ) ,  (33)

que nos da el valor de X en una dirección cualquiera. Dicho valor sustituido 
en (24) nos da un resultado que se puede escribir en la forma

<Po)x|> /(Po>x){l/(W'-  W) — ix 8(W' — W)}, (34)

pues en el coeficiente de un término que contiene 8(W' — W) como factor 
se puede sustituir P' por P sin alterar su valor. Luego, la condición para 
que <P(ox|> represente únicamente partículas que van hacia afuera es que 
contenga el factor

¡ 1/(W' — W) — i% Í(W' — W)i. (35)



Observemos que este factor es de la forma del segundo miembro de la 
ecuación (15) de § 15.

Teniendo en cuenta el valor de X dado por (33) la expresión (30) es nula, 
y en consecuencia, el valor de <iO</>l> para r grande viene dado por (31), 
es decir,

Esto puede generalizarse y resulta

<rí?<̂ ¡> =  — 27cft-ic'2r-lW 7(P'α)χ)e*^^

que da el valor de para cualquier dirección <f> en función de
/(P'(»>x) en esa misma dirección que designamos por <*), x- Esta ecuación es 
de la forma (12) con

u{e<i>) =  — 2xfi-ic-2W7(Po>x)

y por tanto, representa una distribución de partículas de momento P' y de 
densidad

^  !„r-> =  Í ! ^ i / ( P V /) P  (36)

por unidad de ángulo sólido y de tiempo, que se mueven hacia afuera, que 
será la distribución representada por <P<ox|> de (34).

De esta conclusión general podemos inferir que, siempre que tengamos 
un representante <Pwxl> que represente únicamente partículas que se mue­
ven hacia afuera y que verifica una ecuación del tipo (23), el número de 
partículas por unidad de ángulo sólido y de tiempo viene dado por (36). 
Si dicho <P<i>xl> se refiere a un problema en el que el número de partículas 
incidentes por unidad de volumen es la unidad, corresponderá a un coe­
ficiente de dispersión cuyo valor es

|/(P'o>x)p. (37)
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hc*po

Sólo depende del valor de la función /(P'<¿>x) en el punto P =  P'.
Aplicando esta teoría general a las ecuaciones (21) y (22) tenemos

/(Pwx) =h3<Po>5ja'|V|P“<oV«'>>.

Luego, según (37), el coeficiente de dispersión es

4ir7i2W0W'PVc‘P> · l<P'(oxce'iyiP«o>I (38)

Si despreciamos la relatividad y hacemos W*‘‘W'/c* =  m*, este resultado 
se reduce a la expresión (15), obtenida en la sección anterior con ayuda 
del teorana de Green.



51. Dispersión con absorción y reemisión

V am os a  h a lla r  ah o ra  el coeficien te d e  d ispers ión  c u a n d o  la  p a r tíc u la  

p u e d e  se r  ab so rb id a , es dec ir, c u a n d o  el sis tem a no  p e r tu rb a d o  d isperso r- 

p a r tíc u la  tie n e  es tados es tac ionario s  ligados en  los cua les  la  p a r tíc u la  e s tá  
ab so rb id a . V erem os q u e  la  ex istencia  d e  estos estados ligados d e l s is tem a 
no  p e r tu rb a d o  tie n e  u n  efec to  co n s id e rab le  en  la  d isp e rs ió n  d e l s is tem a 

p e r tu rb a d o , efec to  q u e  d e p e n d e  m u ch o  d e  la  en e rg ía  d e  la  p a r tíc u la  in c i­
d e n te , y  q u e  d a  lu g a r  en  ó p tica  a l fen ó m en o  d e  la  ‘d isp e rs ió n  t c u a n d o  la  

p a r t íc u la  in c id e n te  es u n  fo tón .

U tilizarem os u n a  re p re se n ta c ió n  cuyos ke ts  básicos co rresp o n d a n  a  los 

es tados estac ionarios d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o , com o en  la re p re se n ta ­
ción p  d e  la  secc ión  an terio r. E leg irem os com o es tados estac ionarios d e l 

sis tem a no  p e r tu rb a d o  los es tados (p 'a ')  en  q u e  la  p a r tíc u la  tie n e  u n  m o ­

m e n to  p '  defin ido  y  e l d isp e rso r  es té  en  u n  e s tad o  a ' defin ido, y ad em ás los 
es tados ligados k q u e  co n s titu y en  u n  co n ju n to  d isc re to  sep arad o , y  su p o n ­

d rem os q u e  d ichos es tados son todos in d e p e n d ie n te s  y o rtogonales  e n tre  sí. 

E s ta  h ipó tesis  n o  es a d e c u a d a  c u a n d o  la  p a r tíc u la  es u n  e lec tró n  o u n  

nú cleo  atóm ico, p u e s  en  am bos casos la  p a r tíc u la  s igue  ten ien d o  a lg u n a  
ex istencia  en  el es tad o  d e  abso rc ión  k y, p o r  tan to , es d e  e sp e ra r  q u e  p o ­
d rem os ex p resar |fc> en  fu n c ió n  d e  au to k e ts  |x 'a '>  d e  x, y, z y d e  los a, y  

en  consecuencia , ta m b ié n  en  fu n c ió n  d e  los lp 'a '> . E n  cam bio , si las p a r ­
tícu las  in c id en tes  son fo tones, en  los es tados d e  ab so rc ión  no te n d rá n  exis­

te n c ia  a lg u n a  y, p o r  tan to , d ichos es tad o s se rán  fo rzo sam en te  in d e p e n d ie n te s  

y  o rtogonales a  los es tados (p V )  e n  q u e  la  p a r t íc u la  existe. L u eg o , la  
h ipó tesis  es ap lic a b le  en  e s te  caso d e  g ra n  in te rés  p rác tic o .

C om o se t r a ta  d e  u n  p ro b le m a  d e  d ispers ión , hem os d e  co n s id era r  e s ta ­
dos estacionarios d e l s is tem a to ta l. P ero  a q u í te n d re m o s q u e  tra b a ja r  con 
la  ap rox im ac ión  d e  seg u n d o  o rd en , p u e s  la  ecuac ión  d e  p r im e r  o rd en  (3) n o  

es suficiente, y  ten d re m o s  q u e  em p lea r  ta m b ié n  la  (4). L a  ecu ac ió n  (3) 
e scrita  en  función  d e  los re p re se n ta n te s  d e  la  re p re se n ta c ió n  e leg id a  es

( W '- W ) < p a 'l l >  =  <pa'lV |0 >, ^

(E'-Ejc)<k\ly =  <fc|V|0>, j

d o n d e  W ' es la  fu n c ió n  d e  E ' y  d e  a ' d a d a  p o r  (18), y E¡c es la  en e rg ía  d e l 

e s tad o  es tac ionario  k del s is tem a n o  p e r tu rb a d o . A nálo g am en te , la  e c u a ­
ción (4) se rá

(W ' — W)<po'12> =  < p a 'lV |l> ,

(E' — E,)<k\2> = <k\V\l>.
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I (40)

t  N. de T.: Hemos traducido en todo el texto “scattering'  ̂ por dispersión, pues no 
existe ningún término latino que corresponda exactamente al mismo concepto. En rea­
lidad ‘̂ dispersión” es un caso particular de "‘scattering”, y en el texto ingles se emplea 
exclusivamente en esta ocasión.



Desarrollando el segundo miembro mediante multiplicación de matrices 
resulta
(W' —W)<p«'|2>

=  2  í  <pot'|V|p'V'> d y '< p V 'li>  +  2  <p«'iv!fc"><fc"|i>,
a*' f

(£'-£,)<fc|2> ^

=  2  í  <fe|V|p'V'> rfy'<p'V'|i> +  2  <k\v\k"><k’'\i>.
a" fe"

El ket |0> vendrá dado, como antes, por (19), de donde (39) se podrá 
escribir

(W' —W)<po'|l> =  hKpa'|Vlp̂ aO>  ̂ (42)

‘ (£' -  E¿)<k\l> =  W<*|V|p«aO>. (43)

Podemos suponer que los elementos de matriz <,k'\V\k"y de V son nulos, 
puesto que dichos elementos no son esenciales para el fenómeno que esta­
mos investigando, y de no ser nulos no significaría más que que no habría­
mos elegido adecuadamente los estados de absorción k. Supondremos ade­
más que si se consideran los elementos de matriz <fc'|V|p"¿">, <pVjV|A:"> 
de primer orden de magnitud, los elementos <p'a'|V|p'V'> son de segundo 
orden. Esta hipótesis la justificaremos en el caso de fotones en § 64. Con 
ello, según (43) y (42), resulta Kk\ly de primer orden siempre que E' no
tenga un valor próximo a alguno de los niveles de energía discretos Et, y
en cambio <pa'|l> será de segundo orden. Por tanto, según la primera 
ecuación (41), <po'12> en segunda aproximación será

(W' — W)<pa |̂2> =  W 2  <poc'|y|fc"X*"|V|pV>/(£' — Eit̂ O.
le"

Luego, la corrección total hasta el segundo orden de la función de onda, es 
decir <pa'jl> más <pa'|2>, verificará

(W '-W ){<pa'|l> +  <pa'|2»
^  W{<p«'lV|pOaO> 2  <pa'|Vifc><fc|V|pV>/(E' — Efc)}.

k
Esta ecuación es del tipo (23) si a' es tal que W' > lo que es equiva­
lente a exigir que el estado final a' sea compatible con la ley de conser­
vación de la energía. Luego, según el resultado general (37), podemos 
deducir que el coeficiente de dispersión es

2 1 4  PROBLEMAS DE COLISIÓN

(44)

En este caso la dispersión puede considerarse compuesta por dos partes, 
una que proviene del elemento de matriz <p'a'|V|p̂ a®> de la energía de 
perturbación, y otra que se deriva de los elementos de matriz <p'a'¡Vlfc> y



<fc|V|p®a®>. La primera parte, que es igual al valor obtenido previamente 
en (38) podemos llamarla dispersión directa. La segunda puede considerar­
se producida por una absorción de la partícula incidente pasando el sis­
tema a un estado k seguida inmediatamente de una reemisión en una 
dirección distinta, fenómeno análogo a las transiciones a través de estados 
intermedios considerados en § 44. El hecho de que hayamos tenido que 
sumar los dos términos antes de tomar el cuadrado del módulo nos dice 
que hay interferencia entre los dos tipos de dispersión. No existe ningún 
procedimiento experimental para separar las dos clases de dispersión, y la 
distinción entre ambas es de índole puramente matemática.
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52. Dispersión de resonancia

Supongamos ahora que variamos continuamente la energía de la par­
tícula incidente dejando fijo el estado inicial del dispersor a®, y así la ener­
gía total E' o H' variará continuamente. La fórmula (44) nos dice que 
cuando E' se aproxima mucho a uno de los niveles de energía discretos E ,̂ 
la dispersión se hace muy grande. De hecho, según la fórmula (44), la 
dispersión debiera ser infinita cuando E' fuera exactamente igual a un E*. 
Por supuesto, un coeficiente de dispersión infinito es imposible desde el 
punto de vista físico, lo que nos induce a pensar que la aproximación em­
pleada en la deducción de (44) deja de ser válida cuando E' está próximo 
a algún E .̂ Para estudiar la dispersión en este caso hemos de recurrir a la 
ecuación exacta (2) de § 43 con E' en lugar de H\

(E'-E)1H '> =  V|H'>,

y emplear un método distinto para aproximar la solución. Esta ecuación 
exacta escrita como (41) en forma de representantes es

(W' — W)<poe'lH'> 

f <p/lv|p'V '>ífy'<p'V '|H '>-f 2  <pg |̂V|fe"xfe"iH'>,

(E'-E,)<fe|H '>

== 2  í  <feivip"a"> d y '< p 'v ii / '>  +  2  <fc|vifc"><fc"|H'>.
tt" ·' Je"

Tomemos un Ejc particular y consideremos el caso en que E' sea pró­
ximo a él. El término grande del coeficiente de dispersión (44) proviene de 
los elementos de matriz de V de la fila A: o de la columna k, es decir, de los 
elementos del tipo <fe|V|pa'> o <pof'lV|fc>. La dispersión debida a los otros 
elementos de matriz de V es de un orden de magnitud inferior. Ello nos 
sugiere que la aproximación que debemos hacer en la ecuación exacta (45)



es d esp re c ia r  todos los e lem en tos d e  m a tr iz  d e  V salvo los im p o rta n te s , es 
dec ir, salvo los del tip o  <po'|V|fc> o  <fclV[pa'>, d o n d e  ge' es u n  e s ta d o  final 
d e l d isp e rso r cu y a  e n e rg ía  no  su p e ra  el va lo r m áxim o co m p a tib le  co n  la 
ley  d e  conservac ión  d e  la  en e rg ía . E n  d ic h a  aprox im ación , las ecuac iones 

se  re d u c e n  a

( W '— W )<pOf'|/i'> <pa '| V¡fc><fc¡H'>,

r ( (46)
( E '- £ , ) < f c |H '>  2  < fc !V |p a '> # p < p a '|H '> ,

a'

e n  d o n d e  la  sum ación  re sp e c to  d e  a ' se  re fie re  a  aque llo s  valores d e  a** p a ra  
los cuales W ' d ad o  p o r  (18) es m a y o r q u e  mc^. E sta s  ecuac iones son su ­

fic ien tem en te  sencillas p a ra  p o d e r  ser re su e lta s  ex a c tam e n te  sin  te n e r  q u e  

h a c e r  n u ev as  aprox im aciones.
A p a r t i r  d e  la  p r im e ra  ecu ac ió n  (46), p o r  d iv isión  ob tenem os

< p a '|/ r >  =  <pa'|V |fc><A:|H '>/(W ' — W ) +  X 3 (W '— W ). (47)

H em os d e  e leg ir X —  q u e  p u e d e  se r u n a  fu n c ió n  c u a lq u ie ra  d e  los m o ­

m en to s p  y  d e  a ' —  d e  m odo  q u e  (47) re p re se n te  las p a r tíc u la s  in c id en tes  

co rresp o n d ien te s  a |0 > o W|p®a^> y  p a r tíc u la s  q u e  v a y a n  to d as h ac ia  a fuera . 
[E l re p re se n ta n te  d e  a h o ra  es d e  la fo rm a X 8(W ' —  W ), y a  q u e
las cond iciones a ' y  p  r r  p® p a r a  q u e  no  sea  nu lo  nos llev an  a

W ' == H,(oíO E' — Hs{â ) =1 W .] L u ego , (47) h a  d e  ser

< p a '|H '>  =3 W <pa'|p"a''>  +

+  <pa'|V |fc><k\ir>{l/(W' —  W ) —  h  ^W ' — W )), (48)

y  según  la  fó rm u la  g en e ra l (37), el coefic ien te  d e  d isp e rs ió n  se rá

A-^W^W'Pyhc^po . I <pV |V |fc> <k\H'> (49)

N os q u e d a  p o r  ca lcu la r e l v a lo r  d e  <fc¡H'>. P a ra  ello  p o d em o s su s titu ir  

< p a '|H '>  en  la  seg u n d a  ecu ac ió n  (46) p o r  su valo r (48). Así re su lta

(E'— Ek)<k\H'> = hKk\V\p^a^> +

+  <k\H'> 2 f  I <fc|Vlpct'> p { l / ( W ' — W ) — ít: 8(W ' — W )} d^p
a' ■'

=  /iKfcIVIp»«'’)  +  <k\H'y(a — ib),
d o n d e

o =  2  í  |< fc |V |p« '>  \-d^p/{W' — W) (50)
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y
b =  í  |<fe!VÍp<i'> |2 8(W' — W)íPp

a'

= ^ i f f f  |</clV|Pco-/y> pS(W' — W)P^dP sen (údcúdx 

=  X 2  P'W'c - í í I <fe|V!P'G)xa'> l^sen u  Jcor/-/. (51)
a'

L uego ,
<k¡H'> =  W<fc| V|pOaO>/(£' — E  ̂— a+  ih). (52)

O bservem os q u e  a y b son rea les , y  q u e  b es positivo .
E s te  va lo r d e  <fe|H'> su s titu id o  en  (49) nos d a  un  coeficiente do  d is ­

p e rs ió n
4i:^h^W^WT' I <pV|Vifc> |-| <fc|V¡p̂ oĉ > |-
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(E' — Ejc — aŷ  + b-
(53)

P a ra  h a lla r  la  sección eficaz so b re  la  q u e  d e b e  in c id ir  la  p a r t íc u la  p a ra  ser 
d isp e rsa d a  d e  cu a lq u ie r  fo rm a, in teg ram o s (53) p a ra  to d as  las d irecciones 

d e  d ispers ión , es dec ir, p a ra  to d a s  las d irecc iones d e l v ec to r  p' cuyo  m ó d u ­
lo F ' es fijo, y lu eg o  sum am os p a ra  to d o s los a ' q u e  hem os d e  te n e r  en  co n ­

sideración , o sea, aque llo s  p a ra  los q u e  W' > mc .̂ C on  a y u d a  d e  (51), estos 

cálcu los nos d an  e l re su ltad o

b\ <fe¡V¡p«a^^> P

c2?o ^E' — Ejc — a)- + b-
(54)

Si ah o ra  variam os E ' c o n tin u am en te  p a sa n d o  p o r  el va lo r E^, la  

p r in c ip a l variac ión  d e  (53) o (54) se rá  d e b id a  al p e q u e ñ o  d en o m in ad o r 
(E ' —  Ejc —  a )“ b-. Si d esp rec iam o s la  d e p e n d e n c ia  d e  E ' a  trax és
d e  los otros fac to res  q u e  figu ran  en  (53) y  (54), la  m áx im a d ispers ión  se 
o b te n d rá  cu an d o  E ' te n g a  el va lo r E^ y cu an d o  E  d ifiera d e  d ich o  
va lo r en  la  c a n tid a d  fo, la  d ispers ión  se rá  la m itad  de  su  va lo r m áxim o. 

L a  g ran  d ispers ión  q u e  ap a re c e  p a ra  valo res d e  la  en e rg ía  d e  la  p a r tíc u la  

p a ra  los q u e  E ' es p róx im o a E^ d a  lu g a r  al fen ó m en o  d e  q u e  ap a re z c a  u n a  

lín ea  d e  absorc ión . E l c e n tro  d e  d ic h a  lín e a  e s ta rá  d esp laz ad o  d e  la 
en e rg ía  d e  re so n a n c ia  d e  la p a r tíc u la  —  o sea  a q u e lla  en e rg ía  q u e  h a r ía  
q u e  la  en e rg ía  to ta l fu e ra  ex ac tam en te  ig u a l a  E* —  en  u n a  c a n tid a d  a, 

en  ta n to  q u e  la  c a n tid a d  b re p re se n ta  la  lla m a d a  se m ia m p litu d  d e  la  línea.



53. Emisión y absorción

P a ra  e l e s tu d io  d e  la  em isión  y  ab so rc ió n  hem os d e  co n s id era r  es tados 
no  estac ionarios y  em p lea r  el m é to d o  d e  p e r tu rb a c io n e s  d e  § 44. Sí q u e re ­
m os ca lcu la r e l coeficiente d e  em isión  esp o n tán e a  hem os d e  to m a r  u n  
e s tad o  in ic ia l en  e l q u e  la  p a r t íc u la  es té  ab so rb id a , q u e  co rresp o n d e rá , p o r  
tan to , a  u n  k e t ]fc>, y  d e te rm in a r  la  p ro b a b ih d a d  d e  q u e  en  u n  in s ta n te  

p o ste rio r  la p a r tíc u la  escap e  h ac ia  infin ito  con u n  m o m en to  defin ido. 
P odem os ap lica r  el m é to d o  d e  § 46. S eg ú n  e l re su ltad o  (39) d e  d ic h a  sec ­
ción, la  p ro b a b ih d a d  p o r  u n id a d  d e  tiem p o  y  p o r  u n id a d  d e  in te rv a lo  

d e  <0 y  d e  x, d e  q u e  la p a r tíc u la  sea  em itid a  en  c u a lq u ie r  d irecc ió n  x' 
q u e d a n d o  el d isp e rso r en  e l e s tad o  </ es

27cft-i| < w V /a 'lV |J t>  p, (55)

siem p re  q u e  ot' sea ta l q u e  la  e n e rg ía  W' d e  la  p a r tíc u la  d a d a  p o r  (18) sea 
m ay o r q u e  mc .̂ P a ra  valores d e  </ q u e  n o  sa tisfag an  d ic h a  co nd ic ión  no  
h a y  em isión  p osib le . L os e lem en tos d e  m a tr iz  <W 'o)'xV |V |fc> d e b e n  r e fe ­
rirse  a  u n a  re p re se n ta c ió n  en  la  q u e  W, x y a sean  d iagonales  con la  

fu n c ió n  d e  p eso  u n id a d . E n  cam bio , los e lem en tos d e  m a tr iz  d e  V q u e  a p a ­
re c e n  en  las tres  secciones an te rio res  se re fie ren  a  u n a  rep rese n ta c ió n  en  la  

q u e  Px, Py, Pz son  d iagonales  con  la  fu n c ió n  d e  p eso  u n id a d , o en  la  q u e  
P, 6), X son d iag o n ale s  con la  fu n c ió n  d e  p eso  sen  o). Se refieren , p o r  
ta n to , a  u n a  re p re se n ta c ió n  e n  la  q u e  W , (o, x son  d iag o n ales  con  u n a  

fu n c ió n  de  peso  dP/dW  sen  6) = : W P /c ^ .s e n  o). L uego , e l e lem en to  
d e  m a tr iz  <W'(i>'x'a'lV|fc> d e  (55) es ig u a l a  (W'P'/c^ sen  m u ltip lica d o  
p o r  e l e lem en to  d e  m a tr iz  d e  las secc iones an te rio res  <W'o)'x'a'lVlfc> o 

<pVlV|fc>; d e  d o n d e  (55) es ig u a l a

2ic W 'P '
sen  o)'| <p'a'\V\k> |-.
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L uego , la  p ro b a b il id a d  d e  em isión  p o r  u n id a d  d e  ángu lo  sóUdo y  p o r  u n i ­
d a d  d e  tiem p o  d e  m o d o  q u e  el d isp e rso r  p a s e  s im u ltá n ea m en te  a l e s tad o  <x' 
se rá

W 'P '
■ ■ ( < p V |V |f c >  p. (56)

P a ra  h a lla r  la  p ro b a b ih d a d  to ta l  p o r  u n id a d  d e  tie m p o  d e  q u e  la 
p a r tíc u la  sea em itid a  e n  u n a  d irecc ió n  c u a lq u ie ra  d e jan d o  a l d isp e rso r  e n  

u n  es tad o  final cu a lq u ie ra , h ab re m o s d e  in te g ra r  (56) p a ra  todos los ángu los 

<i)' y  x\ y su m a r d esp u és  p a ra  todos los es tad o s a ' c u y a  e n e rg ía  Hg(a') v e r i ­

fique  la  cond ición  ií« (a ')  +  E l re su lta d o  d a  2b/ñ, d o n d e  b es la
c a n tid a d  defin id a  en  (51). Por tanto, existe esta sencilla relación entre el 
coeficiente de emisión total y la semiamplitud de la línea de absorción.



Consideremos ahora la absorción. Habremos de tomar im estado inicial 
para el cual la partícula no esté absorbida sino que incida con xm momento 
definido. Luego, el ket que corresponde al estado inicial en este caso será 
de la forma (19). Debemos determinar la probabilidad de que la partícula 
sea absorbida después de un tiempo t. Dado que nuestro estado final k no 
pertenece a un intervalo de estados continuo, no podemos emplear direc­
tamente el resultado (39) de § 46. Pero si tomamos como ket correspon­
diente al estado inicial

0> =  |p«a®>, (57)

sigue siendo aplicable el análisis de §§ 44 y 46 hasta la ecuación (36), y 
nos dice que la probabilidad de que la partícula sea absorbida para formar 
el estado k después de un tiempo t es

2| <fc|V|p«aO> |2[1 _  eos {(E, -  E')í/ft}]/(E, -  E') .̂

Este valor corresponde a una distribución de partículas de densidad 
debido a la omisión del factor en (57) comparada con (19). Luego, la 
probabilidad de que la partícula sea absorbida tras un tiempo t cuando 
el número de partículas incidentes que atraviesan la unidad de área en la 
unidad de tiempo es la unidad vale

2fe3WVc2?o . I <fc|V|p<̂ aO> p[l — cos{(Efc — E')tm]/{Ejc — E 'f. (58)

Para obtener el coeficiente de absorción hemos de considerar par­
tículas incidentes que no tengan todas exactamente el mismo valor de la 
energía W® =  E' — sino con una distribución de los valores de
la energía en tomo al valor correcto E* — H,(a^) requerido para que haya 
absorción. Si tomamos un haz de partículas incidentes que contenga una 
partícula por unidad de intervalo de energía y por unidad de tiempo que 
atraviesa la unidad de área, la probabilidad de que haya una absorción 
tras un tiempo t vendrá dada por la integral de 58 respecto a E'. Dicha 
integral puede ser calculada del mismo modo que (37) de § 46, y es igual a

. I <fc|V|pOaO> p.

Luego, la probabilidad de absorción por unidad de tiempo para un haz 
incidente que contenga una partícula por unidad de intervalo de energía 
que atraviesa la unidad de área por unidad de tiempo será

· I <fc|V|pOa«> |-, (59)

que es el coeficiente de absorción.
Veamos cuál es la relación entre los coeficientes de absorción y de 

emisión (59) y (56), y los coeficientes de dispersión de resonancia calculados 
en la sección anterior. Cuando el haz incidente no está constituido por
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p a r tíc u la s  con la  m ism a en e rg ía , sino p o r  u n a  d is trib u c ió n  q u e  con tenga  

u n a  p a r tíc u la  p o r  u n id a d  d e  in te rv a lo  d e  en e rg ía  y  d e  tiem p o  q u e  atrav iesa 
la  u n id a d  d e  área , el n ú m e ro  to ta l d e  p a r tíc u la s  con en e rg ías  p róxim as a 

u n a  lín ea  d e  ab so rc ión  q u e  se rán  d isp e rsad as  v e n d rá  d a d o  p o r  la  in teg ra l 

d e  (54) resp ec to  a  E\ Si d esp rec iam o s la  d e p e n d e n c ia  d e l n u m e ra d o r  d e  (54) 
resp e c to  a  d ic h a  in te g ra l te n d rá  p rec isam en te  el v a lo r (59), p u es to  q u e

2 2 0  PROBLEMAS DE COUSION
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L u eg o , el número total de partículas dispersadas en el entorno de una línea 
de absorción es igual al número total de partículas absorbidas. P o r lo 

tan to , podem os co n s id era r q u e  d ichas p a rtícu la s  d isp e rsad a s  h a n  sido 

ab so rb id as  y  d esp u és  ree m itid as  en  o tra  d irección . A dem ás, e l n ú m e ro  de 

p a r tíc u la s  d isp e rsad a s  p o r  u n id a d  d e  án g u lo  sólido  en  im a  d irecc ió n , d a d a  
p o r  p', q u e  p e r te n e c e n  a  d isperso res  en  e l es tad o  a ' en  el en to rn o  d e  u n a  
lín e a  d e  absorc ión  v ie n e  d a d o  p o r  la  in te g ra l d e  (53) re sp e c to  a  E \ q u e  

ca lc u lad a  com o an tes  tie n e  el va lo r

TU
-,-|<pV|V|fc> Pl </cW a«>p.

c^Po b

E s te  valo r es p re c isa m e n te  ig u a l al coeficien te d e  ab so rc ió n  (59) m u ltip li­
cad o  p o r  e l coefic ien te  d e  em isión  (56) y  d iv id id o  p o r  el coeficien te d e  em i­
sión  to ta l 2b/ñ. E sto  c o n c u e rd a  con e l p u n to  d e  v is ta  q u e  co n s id e ra  las 

p a r tíc u la s  d isp e rsad a s  p o r  reso n an c ia  com o aq u e lla s  p a r tíc u la s  q u e  han  

sido  ab so rb id as  y  d esp u és  ree m itid as , te n ie n d o  lu g a r  am bos p rocesos d e  
ab so rc ión  y  em isión  c a d a  u n o  con  su p ro p ia  ley  p ro b a b il is tic a  in d e p e n ­

d ie n te  d e l otro , y a  q u e  según  d icho  p u n to  d e  v ista, la fracc ió n  d e l n úm ero  
to ta l d e  p a r tíc u la s  ab so rb id a s  q u e  se ría  re e m itid a  en  u n a  d irecc ió n  d a d a  
p o r  u n id a d  d e  ángu lo  sólido, se ría  p re c isa m e n te  ig u a l al coeficien te  de 
em isión  en  d ic h a  d irecc ión  d iv id id o  p o r  e l coeficien te d e  em isión  to ta l.



54, Estados simétricos y antisimétricos

En física atómica si un sistema contiene varias partículas de la misma 
clase — por ejemplo, un conjunto de electrones—, dichas partículas son 
absolutamente indistinguibles entre í̂. Al intercambiar dos de ellas no se 
produce ningún cambio observable. Esta circunstancia da lugar a fenómenos 
curiosos en mecánica cuántica, sin análogo en la teoría clásica, que derivan 
del hecho de que en mecánica cuántica pueden tener lugar transiciones en 
las que se intercambian dos partículas idénticas, y que no pueden ser detec­
tadas por ningún procedimiento de observación. Evidentemente una teoría 
aceptable debería considerar que dos estados indistinguibles en toda obser­
vación son el mismo estado y que el intercambio de dos partículas idén­
ticas no constituye ninguna transición. Más adelante veremos que es 
posible volver a formular la teoría de forma que verifique estas condi­
ciones.

Sea un sistema que contiene n partículas idénticas. Como variables 
dinámicas podemos tomar un conjunto de variables _|i„para la primera 
partícula, el conjunto correspondiente ^ 2  para la segunda y así sucesiva­
mente hasta la n-ésima. Con esta elección las conmutarán con las ^  
para r ^ s .  (Puede ocurrir que sean necesarias otras variables extra para 
dar cuenta de otros componentes del sistema además de las n partículas, 
pero no será necesario mencionarlas explícitamente en este capítulo.) El 
hamiltoniano que describe el movimiento del sistema se podrá expresar 
como función de las £1, ^2 , *··, ?n. El hecho de que las partículas sean 
idénticas exige que el hamiltoniano sea una función simétrica de ^ 1, ^2 , 

es decir, que permanezca invariante cuando se intercambian o per­
mutan de cualquier forma los conjuntos de variables Esta condición 
debe ser váhda para cualquier perturbación aplicada al sistema. De hecho, 
cualquier cantidad que tenga significado físico debe ser una función si­
métrica de las

Sean |oi>, ]&i>, ..., kets de la primera partícula considerada ella sola 
como un sistema dinámico. Existirán kets correspondientes |fl2 >, \bj>y .... 
para la segunda partícula y así sucesivamente. Podemos construir un ket

IX
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p a ra  el co n jun to  m e d ia n te  e l p ro d u c to  d e  kets, c a d a  u n o  d e  los cuales 
co rresp o n d e  a  u n a  p a r t íc u la  co n s id e rad a  e lla  so la  com o u n  sis tem a; p o r  

ejem plo ,

kl>|62>IC3>...|gn> =  K&2^3...gn> (1)

según  la  n o ta c ió n  (65) d e  § 20. E l k e t (1) co rre sp o n d e  a  u n  tip o  d e  castado 
p a r tic u la r  d e l con jun to , q u e  se ca rac te r iz a  p o rq u e  en  é l c a d a  p a r t íc u la  e r tá  
en  su  p ro p io  estado , sim b o lizad o  p o r  e l  fac to jix to rrespond ie n te  q u e ^ ^ r a  en 

el p r im e r  im e m b ro  de-^1). E l k e t g en e ra l d e l co n ju n to  se rá  u n a  sum a o 

in teg ra l d e  kets d e l tip o  (1), y  co rre sp o n d e  a  u n  es tad o  p a ra  el cu a l no  se 

p u e d e  a f i r m a ^ u e  ca d a  p a r tíc u la  e s té  en  su  p ro p io  es tado , sino  ú n ic am e n te  
q u e  ca d a  p a r t íc u la  es tá  p a rc iá lm eh fe  en  los disfi'ntps es tados d e  fo rm a  re ­
la c io n a d a  con  e l m o d o  cóm o las o tras p a r tíc u la s  e s tán  p a rc ia lm e n te  en  los 
diversos estados. Si [ a i) ,  |6 i> , . . . ,  es u n  co n jun to  d e  kets  básicos p a ra  la 

p r im e ra  p a r tíc u la  co ifs iderada  sola, los kets lfl2>, I&2>, ···  co n s titu irá n  a  su 
v ez  u n  con jun to  d e  kets básicos p a ra  la  seg u n d a  p a r t íc u la  c o n s id e rad a  e lla  
so la y  asi sucesivam en te ; y  en  ese  caso  los k e ts  (1) co n s titu irá n  u n  con ju n to  
d e  ke ts  básicos p a r a  e l con jun to . D irem os q u e  la  re p re se n ta c ió n  d e l co n ­
ju n to  fo rm a d a  p o r  estos kets básicos es u n a  representación simétrwa, p u es  
tr a ta  d e l m ism o m odo  a to d as  las p a rtícu la s .

E n  (1) p o d em o s in te rc a m b ia r  los k e ts  d e  las dos p rim e ra s  p a r tíc u la s  y 

o b te n e r  u n  n u ev o  k e t d e l con jun to

|fel>|fl^2>|C3>...|gn> =  \hia2C‘¿...gn>.

D e  fo rm a  m ás g en e ra l p o d em o s in te rc a m b ia r  e l p a p e l  d e  las dos p rim e ra s  
p artícu la s  d e  c a d a  k e t  d e l con jun to  y  o b te n e r  n uevos ke ts  d e l conjunto . 
E l p roceso  d e  in te rc a m b ia r  las dos p rim e ra s  p a rtícu la s  eq u iv a le  a  la  a p lic a ­
ción  d e  u n  o p e ra d o r  a  los kets  d e l con jun to , q u e  com o los es tu d ia d o s  en  

§ 7, será^taixJbíén lin ea l. A n álo g am en te , eT p ro ceso  d e  in te rc a m b ia r  cu a l­
q u ie r  p a r  d e  p a r tíc u la s  co rre sp o n d e  a  u n  o p e ra d o r  lineal, y  p o r  ap licac ión  
sucesiva  d e  ta les in te rcam b io s  po d em o s o b te n e r  c u a lq u ie r  p e rm u tac ió n  
d e  las p a rtícu la s ; p o r  tan to , u n a  p e rm u ta c ió n  a p a re c e  ah o ra  com o la  
ap licac ión  d e  u n  n u ev o  o p e ra d o r  lin ea l a  los kets d e l con jun to . U n a  per­
mutación se d ice  q u e  es par o impar seg ú n  q u e  sea  necesario  u n  n ú m ero  

p a r  o im p ar d e  in te rcam b io s  p a r a  fo rm arla .
D irem os q u e  u n  k e t |X> d e l con ju n to  es simétrico si e s in v a rian te  al 

ap lica rle  c u a lq u ie r  p e rm u ta c ió n , es d ec ir  si

P\x> =  |X> (2)

p a ra  c u a lq u ie r  p e rm u ta c ió n  P . Y d irem os q u e  es antisimétrico si no  cam b ia  

a l ap lica rle  u n a  p e rm u ta c ió n  p a r  y  ca m b ia  d e  signo  a l a p lic a r le  u n a  p e r ­

m u tac ió n  im p ar, es dec ir, si

Pix> =  ± |X > ,  (3)

SISTEMAS QUE CONTIENEN PARTICULAS IDENTICAS
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d o n d e  los signos +  o —  d e p e n d e n  d e  si P es p a r  o im p ar. Los es tados 
co rresp o n d ien te s  a  kets sim étricos se d en o m in an  estados simétricos y los 
q u e  co rresp o n d e n  a  kets  an tisim étricos, estados E n  u n a
rep rese n ta c ió n  sim étrica  el re p re se n ta n te  d e  u n  k e t sim étrico  se rá  u n a  
fu n c ió n  s im étrica  d e  las va riab le s  d e  las d is tin tas  p a r tícu la s , y  el r e p re ­

se n tan te  d e  u n  k e t an tis im étrico  se rá  u n a  función  an tis im étrica .
E n  la  im a g e n  d e  j c h ró d in g e r  el k e t q u e  corresp o n ^  j i  u n  es tad o  del 

c o n ju n to j^ a i ia rá ^ ^ n  el tiCTipo seg ú n  l a ^ u a c í ó n  d e  m o v im ien to  d e  S ch rd - 

d in^er. Si in ic ia lm e n te  e ra  im  k e t s im étrico d e b e rá  p e rm a n e c e r  sie m p re  
s in ié t r ic o ^ u e s ,  te n ie n d o  en  c u e n ta  q u ^ e l  hañ^oínaiio^^^^^ 

ningúiL  e lem en to  q u e  p .ueda des tru ir, o  ca m b ia r .la . _siiDÉtría. A n á lo g am en te  
si el k e t e ra  in ic ia lm e n te  a n t is im é tr ic o j^ b e r á  p e n n a n e c e r  s ie m p re  an tisi-
m é t r ^ .  JEuegoT to^d~estadlT que inicialmente es sirñMncoleguirá siéndolo | 
]^mpre, y todo estado q^_inwialmente es antisimétrico conservará i^ual- j  
\mente su antisimetríajEn consecuenc ia , p u e d e  o cu rr ir  q u e  p a ra  u n a  d e te r- 

m ín a d a  ^ a se d e  pTTtí ru la  s no  se d en  en  la  n a tu ra le za  _más q u e  e^todos 
sim étricos o f í m S í  o cu rriese  a lg u n a  d e  estas dos p o sib ilid ad es , 

d a r ía  lu g a r a ciertos fenóm enos espec ia les p a ra  las p a r tíc u la s  en  cuestión .

S upongam os en  p r im e r  lu g a r  q u e  ú n ic am e n te  se  p re se n te n  en  la  n a tu ­
ra le za  estados an tisim étricos. E l k e t (1) no  es an tis im étrico  y, p o r  ta n to , no  

co rresp o n d e  a  n in g ú n  e s tad o  rea l. A p a r ti r  d e  (1) p odem os co n s tru ir  s iem pre  

u n  k e t  an tis im étrico  ap licá n d o le  to d as las posib les p e rm u ta c io n e s  y  su ­
m a n d o  los resu ltad o s , d esp u és  d e  m u ltip lica r  los té rm in o s  q u e  p ro v ien e n  
d e  u n a  p e rm u tac ió n  im p a r  p o r  —  1. Así ob tenem os

P
(4)

e n  d o n d e  el signo +  o —  d e p e n d e  d e  si P es p a r  o im p ar. E l k e t (4) se 
p u e d e  esc rib ir  en  fo rm a d e  d e te rm in a n te

\ai> |fl2> 
|fol> |&2> 

\Cl> \C2>

\as>
\bs>
\Cs>

lgl> lg2> |g3>

\an>
\bn>
\ C n >

lgn>

(5)

y  su  re p re se n ta n te  en  u n a  rep rese n ta c ió n  s im étrica  se rá  u n  d e te rm in a n te . 

E l k e t (4) o (5) no  es el k e t an tis im étrico  g en e ra l sino ú n ic a m e n te  u n  s im p le  
k e t p a r ticu la r. C o rre sp o n d e  a  u n  e s tad o  d e l con jun to  en  e l q u e  e s tán  o c u ­

p ad o s  c iertos e s tad o s-p a rtícu la , a  saber, los es tados a, &, c, . . . ,  g , n o  p u ­

d ie n d o  d ec irse  q u é  p a r tíc u la  e s tá  en  ca d a  estado , p u e s  c u a lq u ie r  p a r tíc u la  
tie n e  la m ism a p ro b a b il id a d  d e  o c u p a r  cu a lq u ie ra  d e  d ichos es tados. Si dos



d e  los es tad o s-p a rtícu la  a, b, c, g son  e l m ism o, e l k e t (4) o  (5) es n u lo  
y  no  c o rre sp o n d e  a  n in g ú n  es tad o  d e l con jun to . L u eg o , dos partículas no 
pueden ocupar el mismo estado. M ás en  genera l, los estados ocupados han 
de ser todos independientes, p u es  sino (4) o (5) son nu los. É s ta  es u n a  

c a rac te rís tica  im p o rta n te  d e  las p a r tíc u la s  q u e  sólo p u e d e n  o c u p a r  e s ta ­
dos an tisim étricos. E llo  d a  lu g a r  a  u n a  e s tad ís tic a  espec ia l, q u e  fu e  e s tu ­
d ia d a  p o r  v ez  p r im e ra  p o r F erm i, y  así llam arem os fermiones a  la s  p a r t íc u ­

las q u e  sólo p u e d e n  o c u p a r  es tad o s an tisim étricos.
S upongam os ah o ra  q u e  ú n ic a m e n te  se  p re se n te n  es tad o s sim étricos. 

E l k e t (1) no es sim étrico  a  m enos q u e  todos los e s ta d o s -p a rtíc u la  a, b, c,

g  sean  el m ism o es tado , p e ro  s ie m p re  se rá  p o sib le  co n s tru ir  a  p a r t i r  d e  
él u n  es tado  s im étrico  ap licá n d o le  to d a s  las p e rm u tac io n es  p o sib les  y  su ­

m a n d o  los resu ltad o s; as í se o b tien e

X P|ai&2Cs...g„>. (6)
P

E l k e t  (6 ) no es el k e t sim étrico  g enera l, sino u n  k e t p a r t ic u la r  sencillo . 
C o rre sp o n d e  a  u n  es tad o  d e l con ju n to  p a r a  el q u e  e s tán  o cu p ad o s  c iertos 
e s tad o s-p a rtícu la , a  saber, los es tados a , b , c, g , no  p u d ie n d o  dec irse  
q u é  p a r tíc u la  e s tá  en  c a d a  estado . E n  este  caso es p o sib le  q u e  dos o m ás 

es tados a, b, c, . . . ,  g  sean  e l m ism o estado . C om o co n secu en c ia  d e  ello , la  

e s tad ís tica  a  q u e  o b e d e c e rá n  las p a r tíc u la s  n o  será  la  m ism a  q u e  la  q u e  se 

u tiliza  c o rr ien tem e n te  en  la  te o ría  clásica. E s ta  n u e v a  e s ta d ís tic a  fu e  e s tu ­
d ia d a  p o r p r im e ra  vez  p o r  Bose, y  así llam arem os bosones a  las p a r tíc u la s  

q u e  sólo p u e d e n  o c u p a r  es tados sim étricos.

P odem os p o n e r  d e  m anifiesto  la  d ife ren c ia  en tre  la  e s ta d ís tic a  d e  Bose 

y la  es tad ís tica  o rd in a ria  co n s id eran d o  e l caso  p a r tic u la r  e n  q u e  n o  h ay a  
m ás q u e  dos p a r tíc u la s  y  dos estados in d e p e n d ie n te s  a y b p a r a  u n a  d e  

ellas. S egún  la  m e cá n ica  clásica, si el con jun to  d e  las dos p a r tíc u la s  es tá  
en  eq u ilib rio  te rm o d in àm ico  a  te m p e ra tu ra  e levada , c a d a  p a r t íc u la  te n d rá  
la  m ism a p ro b a b ih d a d  d e  e s ta r  en  c u a lq u ie ra  d e  los dos es tados. P o r  tan to , 
h a b rá  u n a  p ro b a b il id a d  ^ d e  q u e  am b as p a r tíc u la s  e s té n  e n  el e s tad o  a, 
u n a  p ro b a b il id a d  ^ d e  q u e  am b as e s tén  e n  e l e s tad o  b, y u n a  p ro b a b il i ­

d a d  ^ d e  q u e  u n a  p a r tíc u la  es té  en  u n  es tad o  y  la  o tra  en  e l o tro . E n  la  

te o ría  cu á n tic a  ex isten  tres  estados sim étricos in d e p e n d ie n te s  p a ra  el p a r  

d e  p a rtícu la s , q u e  c o rre sp o n d e n  a  los ke ts  sim étricos |ai> |fl2>, |bi> |fc2>, y 
\oiy\b2> +  |^2> |b i> , y  q u e  re p re se n ta n  re sp e c tiv a m e n te  los es tad o s en  q u e  
am b as  p artícu la s  e s tán  en  e l es tad o  a, am b as en  el e s tad o  b y u n a  p a r tíc u la  

en  u n  e s tad o  y  la  o tra  en  e l o tro . E n  eq u ilib r io  te rm o d in àm ico  a  te m p e ra ­
tu ra  elevada, los tres  es tados se rán  ig u a lm e n te  p ro b a b le s  com o se  v io en  

§ 33, y, en  consecuenc ia , ex istirá  u n a  p ro b a b il id a d   ̂ d e  q u e  am b as p a r ­

tícu la s  es tén  en  el es tad o  a, u n a  p ro b a b il id a d  3 d e  q u e  am b as e s tén  en  el 

e s tad o  b, y u n a  p ro b a b il id a d   ̂ d e  q u e  u n a  p a r tíc u la  es té  en  u n  e s tad o  y  
la o tra  en  el otro. L uego , en la estadística de Bose la probabilidad de que
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dos partículas estén en el mismo estado es mayor que en la estadística 
clásica. L a  e s tad ís tic a  d e  B ose d ifiere d e  la  e s tad ís tic a  c lásica  en  sen tid o  

con tra rio  al q u e  d ifiere la  d e  F erm i, p a ra  la  cu a l la p ro b a b il id a d  d e  q u e  dos 
p a rtícu la s  o c u p e n  e l m ism o es tad o  es nu la .

A l e s tab lec er  u n a  te o ría  d e  los á tom os sigu iendo  el cam ino  in d icad o  
al com ienzo d e  sf 38, es necesario , a  fin d e  exp licar los resu ltad o s  ex p e ri­
m en tales, su p o n er q u e  dos e lec trones n u n c a  p u e d e n  es ta r  en  e l m ism o 

estado . E s ta  reg la  se conoce con el n o m b re  de  principio de exclusión de 
Pauli. E s to  nos d em u estra  q u e  los electrones son fermiones. L a  ley  d e  P lan ck  
d e  la  rad ia c ió n  nos d ice  q u e  los fo tones son bosones, p u es  ú n ic a m e n te  la  

e s tad ís tica  d e  B ose co n d u c e  a d ic h a  ley. A nálogam en te , ex isten  razones 
experim en ta les p a ra  todas las d em ás p a r tíc u la s  conocidas en  física  q u e  

in d ican  q u e  son ferm iones o bosones. Los p ro tones, n eu tro n e s  y  p o sitrones 

son ferm iones, m ien tras  q u e  las p a rtícu la s  a son bosones. T o d as  las p a r ­
tícu las q u e  se d an  en  la n a tu ra le z a  son o b ie n  fe rm iones o b ie n  bosones, y, 

en consecuencia , los ún icos estados q u e  se p re se n ta n  en  la  p rá c tic a  p a ra  
un  con jun to  d e  p a r tíc u la s  id én ticas  son o sim étricos o an tisim étricos. 

M a tem ática m en te  son posib les o tras  clases d e  s im etr ía  m ás co m plicada ; 
p e ro  no  se p re se n ta n  p a ra  n in g u n a  d e  las p a rtícu la s  conocidas. E n  vma 

teo ría  en  la  q u e  u n a  m ism a p a r tíc u la  a d m ite  ú n ic am e n te  es tad o s s im é tr i­
cos o an tisim étricos, no  h ay  n in g u n a  d is tinc ión  en tre  dos es tados q u e  sólo 

d ifieren en  la  o rd en ac ió n  d e  las p a rtícu la s , y  así las tran sic io n es m en c io n a ­

das a l com en zar es ta  sección d e jan  d e  existir.
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55. Las permutaciones como variables dinámicas

V am os a  co n s tru ir  u n a  te o ría  g en e ra l ap licab le  a  los sistem as q u e  con ­
tien en  n p a rtícu la s  id én ticas  cuyos estados p u e d e n  p re se n ta r  c u a lq u ie r  d a s e  
d e  sim etría , es dec ir, sin  im p o n er n in g u n a  restricc ión  d e  q u e  sólo  p u e d a n  
darse  estados sim étricos o sólo estados an tisim étricos. E l  e s tad o  g en e ra l 

no  se rá  sim étrico  n i an tisim étrico , y  p a r a  n  >  2 , n i s iq u ie ra  se p o d rá  ex­

p re sa r  lin ea lm en te  en  fu n c ió n  d e  estados sim étricos y  an tisim étricos. E s ta  

teo ría  no  se p u e d e  ap lica r  d ire c ta m e n te  a  n in g u n a  clase  d e  p a r tíc u la s  exis­

ten te , no  o b stan te , se rá  ú til p a ra  o b te n e r  u n  m é to d o  ap ro x im ad o  d e  t r a ta r  
u n  con jun to  d e  e lec trones com o verem os en  § 58.

H em os v isto  q u e  c u a lq u ie r  p e rm u ta c ió n  P d e  las n  p a r tíc u la s  es u n  

o p e ra d o r lineal q u e  p u e d e  se r ap lica d o  a  c u a lq u ie r  k e t d e l con jun to . 

L uego , P p u e d e  ser co n s id e rad a  com o u n a  v a r ia b le  d in á m ic a  d e  n u es tro  
sistem a d e  n  p a rtícu la s . E x is ten  n! p e rm u tac io n es , y  c a d a  u n a  d e  ellas 

p u e d e  co n s id era rse  com o u n a  v a r ia b le  d inám ica. E n tre  ellas e s tá  la  p e r ­
m u tac ió n  id é n tic a  Pi q u e  es ig u a l a la  u n id a d . E l p ro d u c to  d e  dos p e rm u ­
taciones cu a le sq u ie ra  es o tra  p e rm u tac ió n , y  p o r  ta n to , c u a lq u ie r  fu n c ió n



d e  p erm u tac io n es  p u e d e  re d u c irs e  a  u n a  fu n ció n  lineal. T o d a  p e rm u ta ­

c ión P tien e  su in v e rsa  P~̂  q u e  verifica
p p - i  _  p-ip ^  2.

L a  p e rm u ta c ió n  P  se p u e d e  ap lica r  a l b ra  <X| d e l con jun to , o b te n ié n ­
d ose  u n  nuevo  b ra , q u e  d e  m o m en to  des ignarem os p o r  F<X |. Si ap lica ­

m os P a  am bos fac to res  d e l p ro d u c to  <X|Y>, és te  d e b e  q u e d a r  in a lte ra d o  
p o r  ser d icho  p ro d u c to  u n  n ú m e ro  q u e  no  d e p e n d e  d e l o rd e n  d e  las p a r ­

tícu las . L uego ,

(P<X\)P\Y> =  <X|Y>

d e  d o n d e
F<X| =  <X1F-^ (7)

P ero  P<X| es e l con jugado  im ag in a rio  d e  P[X> y, p o r  tan to , es igua l a <X|P, 

luego , según  (7) se  tie n e
P  r =  P - I .  ( 8 )

E n  consecuencia , las p e rm u tac io n es  n o  son  en  g en e ra l v a ria b le s  d inám icas 

rea les, s iendo  e l com plejo  con jugado  d e  u n a  p e rm u ta c ió n  ig u a l a su  r e ­

cíproco .
C u a lq u ie r  p e rm u ta c ió n  d e  los n ú m eros 1, 2 ,3, . .. ,  n  se p u e d e  ex p resar 

com o p ro d u c to  d e  ciclos; p o r  e jem plo  p a r a  n  =  8 se tie n e

Pa =  (143)(27)(58)(6), (9)

d o n d e  d en tro  de  c a d a  p a ré n te s is  todo  n ú m e ro  d e b e  se r ree m p la za d o  p o r  el 
s ig u ien te  m enos el ú ltim o  q u e  d e b e  ser su s titu id o  p o r  el p rim ero . A sí pues , 
P a  cam bia  los n ú m eros 12345678 p o r  47138625. L a  c lase  d e  p e rm u tac ió n
q u e d a  d e te rm in a d a  p o r  la  p a rtic ió n  de l n ú m e ro  n d a d a  p o r  la  ca n tid a d

d e  núm eros q u e  h a y  en  c a d a  parén tes is . A sí la  clase d e  P a  v ie n e  d a d a  p o r 
la p a r tic ió n  8  =  3 - | - 2 - |~ 2  +  l .  D irem os q u e  las p e rm u tac io n es  d e  la 
m ism a clase, es dec ir, co rresp o n d ien te s  a  la  m ism a p a r tic ió n  son p e rm u ta ­
ciones equivalentes. Así p o r  e jem plo , Pa d e  (9) es e q u iv a le n te  a

P, =  (871)(35)(46)(2). (10)

E l con jun to  d e  las n! p e rm u tac io n es  posib les  p u e d e  d iv id irse  en  conjuntos 

d e  p e rm u tac io n es  eq u iv a len te s , y  c a d a  u n o  d e  d ichos con jun to s se d e n o ­
m in a  u n a  clase d e  equ iva lenc ia . L a  p e rm u ta c ió n  P i 1 c o n s titu y e  p o r 
sí so la u n a  clase. T o d a  p e rm u ta c ió n  es eq u iv a le n te  a  su  rec íp ro c a .

C u an d o  dos p e rm u tac io n es  Pa y Pb son eq u iv a len te s , cu a lq u ie ra  d e  ellas, 
p o r  ejem plo  Pb, se p u e d e  o b te n e r  m e d ia n te  u n a  p e rm u ta c ió n  P̂  d e  la 
o tra  Pa. Así, p a ra  las p e rm u tac io n es  (9) y  (10) po d em o s to m a r  com o Pa la 
p e rm u tac ió n  q u e  cam b ia  14327586 p o r  87135462, es dec ir, la  p e rm u tac ió n

P, =  (18623)(475).
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L os d is tin to s  m odos d e  e sc rib ir  Pa y  P» en  n o tac ió n  c íc lica  d a r ía n  lu g a r  a  

d is tin tas  P*. C u a lq u ie ra  d e  d ich as  P ,  a p lic a d a  a l p ro d u c to  PolX> d a r ía  com o 
re su ltad o  Pj, · P»|X>, es dec ir ,

P ,P .|X >  =  P»P,1X>.
L uego ,

í ’.  =  (11)

q u e  exp resa  la  cond ic ión  p a ra  q u e  P« y  P& sean  eq u iv a le n te s  en  fo rm a  d e  
ecu ac ió n  a lgeb ra ica . L a  ex is tenc ia  d e  u n  Pa; c u a lq u ie ra  q u e  verifique  ( I I )  

es su ficien te p a r a  a se g u ra r  q u e  Pa y  Py son  eq u iv a len tes .
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56. Las permutaciones como constantes del movimiento

T o d a  función  s im étrica  V d e  las va riab le s  d inám icas d e  to d a s  las p a r t íc u ­
las q u e d a  in a lte ra d a  cu an d o  se le  ap lica  u n a  p e rm u ta c ió n  c u a lq u ie ra  P, 

y  p o r  tan to , al ap lica r  P  a l p ro d u c to  V|X> q u e d a  a p lic a d a  a l fa c to r  |X>, 

o sea,
PV|X> =  V P|X >.

L uego ,
PV V P, (12)

q u e  nos v ien e  a  d ec ir  q u e  toda función simétrica de las variables dinámicas 
conmuta con las permutaciones. E l  ham ilto n ian o  es u n a  fu n c ió n  s im étrica  
d e  las v a riab le s  d inám icas, y  p o r  ta n to  c o n m u ta  con c u a lq u ie r  p e rm u tac ió n . 

L uego , toda permutación es una constante del movimiento. E s te  re su lta d o  

es válido  incluso  cu an d o  el h am ilto n ian o  no  es co n stan te . Si \Xty es u n a  

solución cu a lq u ie ra  d e  la ecu ac ió n  de m ovim ien to  d e  S ch rö d in g er, P|Xf> 
es tam b ién  solución.

E n  m ecán ica  cu án tica , c u a n d o  es tud iam os un  s is tem a y  en co n tram o s 
u n a  co n s tan te  d e l m ov im ien to  a, sabem os q u e  si en  u n  e s tad o  d e  m o v i­

m ien to  cu a lq u ie ra  te n ía  in ic ia lm en te  el va lo r n u m é rico  a ', se g u irá  te n ie n ­
do siempre dicho valor, p u d ie n d o  así a s ig n a r  d istin tos valo res n u m érico s  cc' 

a los d istin tos es tados y  d e  es te  m o d o  clasificarlos. P ero  c u a n d o  tenem os 
d is tin ta s  constan tes  d e l m ov im ien to  a q u e  n o  c o n m u tan  e n tre  sí (com o 

ocu rre  con las p e rm u tac io n es  P), e l p ro ce d im ie n to  no  es ta n  d irec to , pu es , 

en  gen e ra l, n o  p o d em o s a s ig n ar valores num éricos s im u ltá n e a m e n te  a  to d as  
las oc en  n in g ú n  es tado . C onsiderem os en  p r im e r  lu g a r  el caso  d e  u n  sis tem a 

cuyo h am ilto n ian o  no  es fu n c ió n  exp líc ita  d e l tiem po . L a  ex is tenc ia  d e  

constan tes d e l m o v im ien to  a q u e  no  co n m u tan  e n tre  sí in d ic a  q u e  e l sis­

te m a  es d eg en erad o . E n  efecto , p a r a  u n  s is tem a no  d eg e n e ra d o , el h am ilto ­

n iano  H con s titu y e  p o r  sí solo u n  con jun to  com pleto  d e  o b se rv ab les  q u e



conm utan , y  en  consecuenc ia , seg ú n  e l te o re m a  2 d e  § 19, c u a lq u ie r  a  es 
función  d e  H, y  así H co n m u ta  con  c u a lq u ie r  a.

H em os d e  b u sc a r  u n a  fu n c ió n  /? d e  las a q u e  p a r a  to d o s los es tados 
q u e  p e r te n e z c a n  a u n  m ism o n ive l d e  en e rg ía  H\ te n g a  el m ism o valo r 

n u m é rico  p u d ie n d o  d e  es ta  fo rm a  u ti liz a r  p p a r a  clasificar los n iveles 
d e  en e rg ía  d e l sistem a. L a  cond ición  q u e  h a  d e  verificar fi es la  d e  se r u n a  
fu n c ió n  d e  H y, p o r  tan to , h a  d e  co n m u ta r  con  to d a  v a r ia b le  d in á m ic a  q u e  
co n m u te  con  H, es dec ir, con  to d a  co n s tan te  del m ov im ien to . Si las a son 

las ú n icas  con s tan tes  de l m ovim ien to , o b ie n  si ex iste  u n  co n ju n to  d e  a q u e  
c o n m u ta  con  todas las dem ás constan tes  d e l m o v im ien to  in d e p e n d ie n te s , 

n u es tro  p ro b lem a  se re d u c e  a h a lla r  u n a  función  (3 d e  las a q u e  co n m u te  
con to d as  las a. C on ello p o d rem o s a s ig n a r  a  ^  u n  va lo r n u m érico  fi' p a ra  

c a d a  n ive l d e  en e rg ía  d e l sistem a. Si ex isten  d is tin ta s  funciones fi, h a n  d e  
c o n m u ta r  u n as con o tras  a  fin d e  q u e  p o d am o s a s ig n a r  s im u ltá n e a m e n te  a  

to d a s  e llas valo res num éricos. O b ten em o s así u n a  clasificación d e  los n iv e ­
les d e  en e rg ía . C u a n d o  el h am ilto n ian o  es fu n c ió n  exp líc ita  d e l tiem p o , no  
p o d em o s h a b la r  d e  n ive les d e  en e rg ía , p e ro  las fi seg u irán  s iendo  u n a  c la ­

sificación ú ti l  d e  los n ive les d e  energ ía .
V am os a  segu ir es te  p ro ce d im ie n to  p a ra  e s tu d ia r  las p e rm u ta c io ­

nes F. H em os d e  h a lla r  u n a  fu n c ió n  x d e  las P ta l q u e  F ^ F ”  ̂ =  x p a ra  

to d a  F. E v id e n te m e n te  u n a  x p o sib le  se rá  2  Pe, la  su m a  d e  to d a s  las p e r ­

m u tac io n es d e  u n a  clase  c, es dec ir, la  su m a d e l co n jun to  d e  to d a s  las 

p e rm u tac io n es  eq u iv a len te s , y a  q u e  2  PPcP~̂  e s ta rá  fo rm ad o  p o r  las m is­
m as p e rm u tac io n es  su m ad as  e n  u n  o rd e n  d istin to . E x is tirá  u n a  d e  estas x  

p a ra  ca d a  clase. A dem ás, n o  p u e d e  ex istir n in g u n a  o tra  x in d e p e n d ie n te , 
p u e s  to d a  fu n c ió n  d e  las F  p u e d e  ex p resarse  com o fu n c ió n  lin ea l d e  e llas 

con coeficientes num éricos, y  no  c o n m u ta rá n  con to d as las F  a  m enos q u e  

los coeficientes d e  las F  eq u iv a le n te s  sean  idén ticos. Así o b te n em o s to d a s  las 
X q u e  s irven  p a ra  clasificar los es tados. E s co n v en ien te  defin ir c a d a  x com o 
u n a  m e d ia  y  no com o u n a  sum a, y  así

Xo — 2  Pcy

siendo  e l n ú m e ro  d e  F  q u e  h ay  e n  ca d a  clase c. O tra  fo rm a d e  esc ri­

b ir  Xa es

X, =  n ! - i  2  PPcP-\ (13)
F

d o n d e  la  sum a es tá  ex ten d id a  a  todas las n! p e rm u tac io n es  F , sien d o  fác il 

v e r  q u e  d ic h a  sum a co n tien e  c a d a  e lem en to  d e  la  c lase  c el m ism o n ú m e ro  
d e  veces. P a ra  c a d a  p e rm u ta c ió n  F  ex iste  u n a  x, q u e  p o d em o s lla m a r  x(F), 

ig ua l a  la  m e d ia  d e  to d a s  las p e rm u tac io n es  e q u iv a le n te s  a  F. U n a  d e  las x 
es x (F i) =  1.

L as co n stan tes  del m o v im ien to  x i, X2, . . . ,  Xm as í o b te n id a s  te n d rá n  u n  
valo r n u m érico  defin ido  p a ra  ca d a  e s tad o  es tac ionario  d e l s is tem a cu a n d o
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el ham ilto n ian o  no  sea fu n c ió n  exp líc ita  d e l tiem po , y  en  e l caso  g en e ra l 
p u e d e n  se rv ir asim ism o p a ra  clasificar los es tados, p u es  ex istirá  u n  con ­
ju n to  d e  estados p a ra  ca d a  co n jun to  d e  valores p e rm itid o s  x ' ,  x ' ,  

d e  las x. D ad o  q u e  las x son co n stan tes  de l m ovim ien to  en  to d o s los casos, 

d ichos con jun tos d e  es tados se rán  exclusivos, es dec ir , q u e  n u n c a  te n d rá n  
lu g a r  transic iones d esd e  un  es tad o  d e  u n  con jun to  a  u n  e s tad o  d e  o tro  

conjunto .
L os con jun tos d e  valores posib les  d e  x ' q u e  se p u e d e n  a s ig n a r  a  las x  

es tán  lim itados p o r  el h ec h o  d e  q u e  ex isten  re lac iones a lg eb ra ica s  e n tre  

las x· E l p ro d u c to  d e  dos x cu a le sq u ie ra  Xp Xg se p u e d e  ex p re sa r  lin ea l­

m e n te  en  función  d e  las P, y  p u e s to  q u e  co n m u ta  con  to d as  las P  tie n e  q u e
p o d erse  exp resar com o función  lineal d e  las y; ten d rem o s p u es

7p I d  =  +  ^2 ^2 +  ···  +  Xmy (14)

d o n d e  las a i son núm eros. C u a le sq u ie ra  valores num éricos x ' q u e  se as ig n en  
a  las X h an  d e  se r au tovalo res  suyos y  h a n  d e  sa tisfacer estas m ism as e c u a ­

ciones a lgeb ra icas . P a ra  c a d a  so lución  x ' d e  estas ecuac iones ex iste  u n  con ­
jun to  exclusivo de  estados. U n a  solución ev id en te  es x'p =  1 p a ra  to d a  x^, 
q u e  co rre sp o n d e  a l con jun to  d e  es tados sim étricos. O tra  solución ta m b ié n  
obvia , q u e  d a  lu g a r  a l con jun to  de  es tados an tisim étricos es Xp =  ±  1, con 

signo m ás o  signo  m enos según  sean  p are s  o im p ares  las p e rm u tac io n es  

d e  la  clase p. L as dem ás soluciones p u e d e n  ser h a llad a s  en  c u a lq u ie r  caso  

p a r tic u la r  con los m éto d o s a lg eb ra ico s o rd inario s, p u e s  los coeficientes 

d e  (14) p u e d e n  o b te n e rse  d ire c ta m e n te  co n s id eran d o  los tipos d e  p e rm u ­
tac ió n  a  q u e  h ac en  re fe ren c ia  las x q u e  in terv ienen . C a d a  so lución  es, salvo 

u n  fac to r  num érico , lo q u e  en  te o ría  d e  g ru p o s  se  d en o m in a  u n  carácter 
d e l g ru p o  d e  las p e rm u tac io n es . L as x son todas va riab le s  d in ám icas
reales, p u es to  q u e  ca d a  P  y  su com pleja  co n ju g ad a  P"^ son e q u iv a le n te s

y en  la  defin ición d e  las x e n tra rá n , en  consecuencia , su m ad as; p o r  ta n to  
las x ' h a n  d e  ser nú m ero s rea les.

E l n ú m ero  d e  so luciones posib les de  las ecuac iones (14) p u e d e  ser ca lcu ­

lado  fác ilm en te , p u e s  tie n e  q u e  ser ig u a l al n ú m e ro  d e  au to v a lo re s  d is tin to s
d e  u n a  fu n ció n  a rb itra r ia  B d e  las x. C o n  a y u d a  d e  las ecu ac io n es (14)
p o d rem o s ex p resar B lin ea lm en te  en  fu n c ió n  d e  las x; y  así

B =  b í X i  - \-b 2  X2 +  · · · bm Xm· (15)

A nálo g am en te  podem os exp resar ca d a  u n a  d e  las c a n tid a d e s  B̂ , . . . ,  B"* 

com o función  lineal d e  las x* D e  las m ecuac iones así o b te n id as  y  la  e c u a ­

ción x(Pi) — 1 p odem os e lim in ar las m incógn itas x i, X2, . .. ,  x^  o b te n ien d o  
com o resu ltad o  u n a  ecuac ión  a lg eb ra ica  d e  g rad o  m en  B,

+  d  B'«-i +  C2 B "‘-2 ^  =  0 .
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L as m  soluciones d e  es ta  ecu ac ió n  d e te rm in a n  los m  au to v a lo re s  posib les  

d e  B, c a d a  u n o  d e  los cua les se rá  u n a  fu n c ió n  lin ea l d e  las bu 62» ··> bm 
seg ú n  (15), cuyos coeficientes se rán  u n  co n jun to  d e  p o sib les  v a lo re s  x '^

Los con jun tos  d e  valo res x' así o b ten id o s  h a n  d e  ser to d o s  d istin tos, 

p u es  si h u b ie ra  m enos d e  m con jun tos d e  valores x ' d e  las x d is tin to s , exis­
tiría  u n a  fu n c ió n  Hneal d e  las x cuyos au to v alo re s  se ría n  todos nu los, lo 
q u e  im p lica ría  q u e  la p ro p ia  fu n c ió n  fu ese  id é n tic a m e n te  n u la , y  las x 
no se rían  lin ea lm en te  in d ep en d ie n te s . L u eg o , el n ú m e ro  d e  con jun to s d e  

valores n um éricos d e  las x es ex a c tam e n te  ig u a l a  m , o  sea, ig u a l a l n ú m ero  
d e  clases d e  p e rm u tac io n es  q u e  a  su vez  es ig u a l a l n ú m e ro  d e  p a rtic io n e s  

d e  n. E n  consecuenc ia , el n ú m e ro  d e  con juntos exclusivos d e  es tados es 
ig u a l a  d icho  núm ero .

T o d as  las v a riab le s  d inám icas q u e  tie n e n  im p o rta n c ia  f ís ica  y  to d a s  las 

c a n tid a d es  ob se rv ab les  son  sim étricas re sp e c to  a las p a r tíc u la s , y  p o r  tan to , 

co n m u tan  con  to d as  las P. L uego , las ún icas funciones d e  las P q u e  tien en  

im p o rta n c ia  fís ica  son las x- L os es tados q u e  co rre sp o n d e n  a  lx'> y  a 
/(P)lx''>, d o n d e  Jx'> es u n  au to k e t d e  las x p e r te n e c ie n te  a  los au tovalo- 

res x ' y  /(P) es u n a  fu n ció n  cu a lq u ie ra  d e  las P  ta l  q u e  /(P)lx '>  ¥= O, son 
ind is tin g u ib les  p a ra  to d a  ob se rv ac ió n  y, p o r  tan to , son e q u iv a le n te s  d esd e  

el p u n to  d e  v is ta  físico. M u ltip lic an d o  |x'> p o r fu n cio n es d e  las P  p o d re ­
m os fo rm a r u n  n ú m ero  d e te rm in a d o  n(x ') d e  kets in d e p e n d ie n te s , q u e  d e ­

p e n d e rá  ú n ic am e n te  d e  las x'. D ich o  n ú m e ro  se rá  ig u a l a l n ú m e ro  d e  filas 
o co lum nas d e  u n a  re p re se n ta c ió n  m a tric ia l d e  las P  en  la  q u e  c a d a  x sea 
ig u a l a  x '. Si |x'> co rre sp o n d e  a u n  es tad o  estac ionario , n(x ') se rá  u n  g rad o  
d e  d eg e n e ra c ió n  (en lo q u e  co n c ie rn e  a  la  d eg e n e ra c ió n  p ro d u c id a  p o r  la  
s im etr ía  e n tre  las p a rtícu la s). Elsta d eg e n era c ió n  no  p u e d e  se r e lim in ad a  

p o r  n in g u n a  p e r tu rb a c ió n  sim étrica  resp e c to  a  las p a r tícu la s .
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57. Determinación de los niveles de energía

A pliquem os e l m é to d o  d e  p e r tu rb a c io n e s  d e  § 43 p a ra  ca lc u la r  en  p r i ­

m e ra  ap rox im ación  los n ive les  d e  en e rg ía , en  el caso d e  q u e  e l h am ilto n ian o  
no  sea  fu n c ió n  exp líc ita  d e l tiem po . S u pondrem os q u e  p a ra  los es tados 

es tac ionario s d e l co n ju n to  d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o , ca d a  u n a  d e  las 

p a rtícu la s  id én ticas  es tá  en  su p ro p io  es tad o . P a ra  n p a r tíc u la s  ten d rem o s 
n  estados q u e  c o rre sp o n d e rá n  a los ke ts  |a^>, |a ‘“>, . . . ,  q u e  d e  m o ­
m en to  su p o n d rem o s ortogonales. E l k e t d e l con ju n to  se rá  en  este  caso

1X> = : la j> la |> . . . ! < > ,  (16)

ig u a l q u e  (1) p e ro  con  e n  lu g a r  d e  a, b, . . .  A p licán d o le  u n a  p e r ­

m u tac ió n  P  o b ten em o s o tro  k e t

P1X> = : 1«1>1«?>...!«:>  (17



d o n d e  r, s, z es u n a  p e rm u ta c ió n  d e  los núm eros 1 , 2 , n , q u e  co ­

rre sp o n d e rá  a  o tro  e s tad o  es tac ionario  d e l con jun to  con  la  m ism a en e rg ía . 
E n  co n jun to  h a b rá  pu es , n! es tados no  p e r tu rb a d o s  con  d ic h a  en e rg ía , si 

suponem os q u e  no  h ay  n in g u n a  o tra  causa  d e  deg en erac ió n . S egún  e l m é to ­

do  d e  § 43, c u a n d o  el s is tem a no  p e r tu rb a d o  es d eg e n e ra d o  hem os d e  

co n s id era r los e lem en tos d e  m a triz  d e  la  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  V  q u e  
hacen  re fe ren c ia  a  dos es tados con  la  m ism a energ ía , es d ec ir , los es tados 

d e l tip o  <,X\PaVPi\Xy. D ichos e lem en tos fo rm a rán  u n a  m a tr iz  d e  ni filas 

y co lum nas, cuyos au to v alo res  se rán  las co rrecciones d e  p r im e r  o rd e n  d e  

los n iveles d e  energ ía .

H em os d e  defin ir o tro  tip o  d e  o p e ra d o re s  d e  p e rm u ta c ió n  a p lic a b le  a 
los kets  d e  la  fo rm a  (17), q u e  a c tú a n  sob re  los índ ices d e  las a. L os o p e ­
rad o res  d e  p e rm u ta c ió n  d e  es te  tip o  los des ignarem os p o r  P"̂. L a  d ife ren c ia  

esenc ia l en tre  los o p erad o res  P y  los F “ p u e d e  p o n e rse  d e  m an ifiesto  d e l 

m odo  sigu ien te . C onsiderem os en  g en e ra l la  p e rm u ta c ió n  q u e  ca m b ia  2 

p o r  3. P u e d e  in te rp re ta rse  b ie n  com o el in te rca m b io  d e  los ob je tos 2  y  3, 
o b ien  com o el in te rca m b io  d e  los ob je tos q u e  o cu p a n  los lu g a res  2 y  3, s ien ­

d o  d is tin to  e l re su lta d o  en  am bos casos. L a  p r im e ra  d e  estas in te rp re ta ­
ciones es la  q u e  co rresp o n d e  a  los o p e ra d o re s  F , s ien d o  los ob je tos en  

cuestión  las p a r tíc u la s  id én ticas . L as p e rm u tac io n es  F  p u e d e n  ap lica rse  a 

cu a lq u ie r  k e t d e l con jun to . E n  cam bio , la  se g u n d a  in te rp re ta c ió n  d e  las 

p e rm u tac io n es  sólo tien e  sen tid o  cu a n d o  se ap lica  a ke ts  d e  la  fo rm a  (17), 

p a ra  los cuales ca d a  p a r tíc u la  es tá  en  u n  lu g a r  d ad o  p o r  a, o b ien , cu a n d o  
se ap lica  a  u n a  suma d e  d ichos kets. L as p e rm u tac io n es  F  p u e d e n  consi­

d e ra rse  com o v ariab les  d inám icas o rd in arias , m ien tras  q u e  las p e rm u ta c io ­

nes F® sólo p u e d e n  co n s id era rse  com o v ariab le s  d in ám icas en  u n  sen tid o  
restring ido , ap lica b le  ú n ic a m e n te  c u a n d o  se  co n s id eran  es tados q u e  se 

p u e d e n  o b te n e r  p o r  su p e rp o sic ió n  d e  los d istin tos es tados (17), q u e  es lo 

q u e  o cu rre  en  n u e s tro  p ro b le m a  d e  p e rtu rb ac ió n .

P odem os fo rm a r funciones a lg eb ra icas  d e  las F® q u e  se rá n  nuevos o p e ­

rad o res  ap licab le s  a  kets d e  la  fo rm a  (17). E n  p a r tic u la r  p o d em o s cons­

tru ir  x(F“), o sea, la m e d ia  d e  to d o s los F** d e  u n a  c ie r ta  clase . D ic h a  fu n ­
ción ha  d e  ser ig u a l a  x(Pc), — p ro m ed io  d e  los o p e ra d o re s  d e  p e rm u ta ­

ción  F  d e  la  m ism a clase —  p u e s  e l con jun to  de  to d as  las p e rm u tac io n es  

de  u n a  clase tien e  q u e  ser a  to d as luces e l m ism o, ta n to  si las p e rm u ta ­

ciones se ap lican  a  las p a r tíc u la s  com o si se  ap lican  a  los lu g a re s  q u e  
o cu p an  d ichas p a rtícu la s . T o d a  F  co n m u ta  con to d a  F “, es decir,

(18)

D esig n an d o  las a con los m ism os n ú m ero s 1, 2, 3, . . . ,  n  q u e  em pleam os 

p a ra  d es ig n a r  las p a rtícu la s , p o d em o s e s tab lec e r  u n a  c o rre sp o n d e n c ia  bi- 
y ec tiv a  en tre  las a y las p a rtícu la s , y  d a d a  u n a  p erm u tac ió n  Pa c u a lq u ie ra
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ap lic a d a  a  las p a rtícu la s , d a r  significado a  la  m ism a p e rm u ta c ió n  P® a p lic a ­

d a  a  las a. D icho  significado es ta l q u e  p a ra  el k e t |X> d ad o  p o r  (16)

p^pjxy  =  ix>. (19)

P u esto  q u e  los kets |a^>, |a^>, son o rtogonales, |X> y  F |X> se rán  ta m ­
b ié n  ortogonales, salvo p a ra  F  =  1. L uego , p a ra  cu a le sq u ie ra  coeficientes 
Cp se verifica

2  Cp<X\P^P,\X> =  cr^ (20)
p

d o n d e  |X> h a  d e  es ta r  no rm alizad o , y la  sum ación  se  ex tien d e  a  to d as  las 

n! p e rm u tac io n es  F  o F® d e ja n d o  F« fija. D efinam os ah o ra  Vp p o r

Vp =  <X|VF|X>. (21)

C on ello resu lta , p a ra  dos p e rm u tac io n es  Px y Py cu a le sq u ie ra ,

<X|F,VF^|X> =  <X|VF.,F,|X> =  Vp p 
=  2  Vp<X|F“F,F,|X> " '

p

con a y u d a  d e  (20). M e d ia n te  (18) se o b tie n e

<X|F,VF,|X> == 2  Vp<X|F,F“F,|X>. (22)
p

E s te  resu ltad o  se p u e d e  esc rib ir  en  la  fo rm a

V ; ^ 2 V p F ^  (23)
p

d o n d e  e l signo ^  significa q u e  la  ecuac ión  es v á lid a  en  sen tid o  re s tr in ­
g ido, es dec ir, q u e  los o p era d o re s  q u e  figuran en  am bos m iem b ro s son 
igua les m ien tras  se u tilicen  con kets de  la  fo rm a F|X> y  sus b ra s  im ag inario s 

conjugados.
L a  fó rm u la  (23) nos d ic e  q u e  la  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  V  es igua l, en  

sen tid o  restrin g id o , a u n a  función  lin ea l d e  los o p e ra d o re s  d e  p e rm u ta c ió n  
F “ d e  coeficientes Vp d ad o s p o r  (21). E s te  sen tido  re s tr in g id o  es a d e cu a d o  

p a ra  ca lcu lar las correcciones d e  p r im e r  o rd en  d e  los n ive les d e  energ ía , 

p u es d icho  cálcu lo  sólo llev a  consigo e lem en tos d e  m a tr iz  d e  V  d ad o s  
p o r  (22 ). L a  fó rm u la  (23) es m u y  ú ti l  d a d a  la  fac ilid a d  con  q u e  se o p era  

con  su  seg u n d o  m iem bro .
C om o e jem p lo  d e  ap licac ión  d e  (23) vam os a  d e te rm in a r  el valo r 

m ed io  d e  la  en e rg ía  p a r a  todos los es tados que, p e r te n e c ie n d o  a  u n  con ­
ju n to  exclusivo, p ro v ien e n  d e l e s tad o  no p e r tu rb a d o  (16). P a ra  ello  hem os 
d e  ca lcu la r el v a lo r  m ed io  d e  V  p a ra  los es tados (17) en  q u e  las x tien en  

valores num éricos d e te rm in a d o s  x'. P e ro  e l v a lo r  m ed io  d e  F* en  cu a lq u ie ra  

d e  d ichos estados es igua l al d e  F ‘̂ F"(F ‘*̂)“\  d o n d e  F" es a rb itra rio , y p o r
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ta n to  v ale  ^  o s e a x '( F p  o x'(F«). L uego , el va lo r m e ­

d io  d e  V  es Vpy'(P). P odem os e m p le a r  u n  m é to d o  an á lo g o  p a ra  ca lcu la r
p

el va lo r m ed io  d e  cu a lq u ie r  fu n c ió n  d e  V, p a ra  lo cua l ú n ic am e n te  hem os 
d e  su s titu ir  c a d a  P® p o r  x '(P) en  e l cá lcu lo  del p rom ed io .

E l n ú m e ro  d e  n iveles d e  e n e rg ía  q u e  h a y  en u n  co n ju n to  exclusivo 
y =i y' q u e  p ro v ien e n  d e  un  e s tad o  d ad o  d e l sistem a n o  p e r tu rb a d o  es 
igua l a l n ú m e ro  d e  au tovalo res  d e l seg u n d o  m iem bro  d e  (23) q u e  son 
com patib les  co n  las ecuac iones y =  ·/'. D ich o  n ú m ero  no es m ás q u e  el 
n ú m ero  n{y') in tro d u c id o  al final d e  la sección  p re c e d e n te , y  es ig u a l al 

g rad o  d e  d eg en erac ió n  de  los es tados d e  d icho  con jun to .

H em os su p u esto  q u e  los kets in d iv id u ales  [a’>, ¡a -), q u e  d e te rm in a n  
los estados no  p e r tu rb a d o s  m e d ia n te  (16) son o rtogonales. L a  te o ría  

p u e d e  g en e ra liza rse  fác ilm e n te  p a ra  e l caso en  q u e  algunos d e  ellos es tén  
rep e tid o s, y los q u e  son d istin to s sigan  s iendo  o rtogonales. E n  e s te  caso 

tenem os a lg u n as p e rm u tac io n es  P “ p a ra  las q u e  P '‘|X> |X>, q u e  se rán
todas aq u e lla s  q u e  consistan  ú n ic a m e n te  en  in te rcam b io s d e  las ct igua les . 

I .a  ecuac ión  (20 ) se g u irá  siendo  v á lid a  si ex tendem os la sum a ú n ic a m e n te  a  

a q u e lla s  P  q u e  d an  d istin tos valo res d e  P “|X>. C on  es te  cam bio  en  el
significado d e  X, siguen  siendo  vá lidas  to d as las ecuac iones an te rio res ,

r
inc luso  e l re su ltad o  (23). P a ra  e l |X> d e  ah o ra  ex istirán  h m itac io n es  sob re  
los posib les valores n um éricos d e  las y y  así, p o r  ejem plo , no  p u e d e n  

to m ar los valores q u e  co rresp o n d e n  a u n  |X> an tisim étrico .
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58. Aplicación a electrones

C onsiderem os el caso d e  q u e  las p a rtícu la s  id én ticas  sean  e lec trones. 

S egún  el p r in c ip io  de  exclusión d e  P au li d iscu tid o  en  § 54, ú n ic a m e n te  
h ab rem o s d e  co n s id era r  estados an tisim étricos. E s n ecesario  co n s id era r  
ex p líc itam en te  el h ech o  d e  q u e  los e lec trones tien en  sp in , q u e  se m a n i­
fiesta p o r  la  a p a ric ió n  d e  u n  m o m en to  a n g u la r  y u n  m o m en to  m ag n é tico . 
E l efec to  de l sp in  en  el m o v im ien to  d e  u n  e lec tró n  b a jo  la  acc ión  d e  u n  

cam po  electi-om agnético  no  es m u y  g ran d e . S ob re  el e lec tró n  a c tú a n  u n as  

fu erzas  ad ic ionales d eb id as  a  su  m o m en to  m agnético , q u e  in tro d u c e n  

nuevos té rm inos en  el ham ilto n ian o . E l m o m en to  a n g u la r  d e  sp in  n o  tie n e  
n in g u n a  acción  d ire c ta  sob re  el m ovim ien to , p e ro  e n tra  en  ju eg o  c u a n d o  
existen  fuerzas  q u e  t ie n d e n  a  h a c e r  g ira r su  m o m en to  m ag n ético , p u e s  el 

m o m en to  m ag n ético  y el m o m en to  an g u la r  h a n  d e  te n e r  s ie m p re  la 

m ism a d irección . E n  au sen c ia  d e  u n  cam po  m ag n é tico  fu e r te  d ichos e fe c ­
tos son p eq u eñ o s , d e l m ism o o rd en  q u e  las correcciones in tro d u c id a s  p o r  

la  m e cá n ica  re la tiv is ta , y  no  se ría  ú til co n s id era r  d ichos e fecto s e n  u n a  
te o ría  no  re la tiv is ta . L a  im p o rta n c ia  d e l sp in  no re s id e  e n  estos p eq u e ñ o s



efectos so b re  el m ov im ien to  d e l e lec tró n  sino en  el h ec h o  d e  q u e  p ro p o r ­
c iona dos estados in te rn o s d e l e lec trón , en  co rre sp o n d e n c ia  con  los dos 
valores posib les d e  la  co m p o n en te  d e l sp in  en  u n a  d irecc ió n  cu a lq u ie ra , y 
q u e  h a c e  q u e  el n ú m ero  d e  estados in d e p e n d ie n te s  d e  u n  e lec tró n  sea 

doble . E ste  hecho , co m b in ad o  con el p r in c ip io  de  exclusión d e  P au li, tien e  
consecuencias m u y  im p o rtan te s .

P a ra  u n  con jun to  d e  e lec trones tenem os dos clases d e  va riab le s  d in á m i­
cas. L as p rim eras  son las co o rd en ad as  x, y, z d e  todos los e lec tro n es y  sus 
m om entos canón icos con jugados py, p¡, q u e  d en o m in arem o s variables 
orbitales. L as seg u n d as son las v a riab les  d e  sp in  Cx, a^, a« d e  todos los 

elec trones, in tro d u c id as  en  § 37. A m bas clases d e  v a riab le s  p e r te n e c e n  a 

g rad o s d e  lib e r ta d  d istin tos. S egún  §§ 20 y  21, ex isten  ke ts  q u e  d e te rm in a n  

el e s tad o  del sis tem a to ta l d e  la  fo rm a  |A>1B>, siendo  [A> u n  k e t  q u e  h ac e  

re fe re n c ia  ú n ic a m e n te  a las va riab le s  o rb ita les  y 1B> u n  k e t  q u e  ú n ic am e n te  
h a c e  re fe ren c ia  a  v a riab le s  d e  sp in , y el k e t g en e ra l q u e  d e te rm in a  el 

es tad o  del s istem a to ta l se rá  u n a  su m a o in teg ra l d e  k e ts  d e  es te  tipo . 
E s te  m odo d e  co n s id era r  el p ro b le m a  nos p e rm ite  in tro d u c ir  dos clases d e  
o p erad o res  d e  p e rm u tac ió n , los q u e  ac tú a n  sobre  las v a riab le s  o rb ita les 

y  q u e  ú n ic am e n te  se ap lican  a l fac to r  [A> y  los F*" q u e  a c tú a n  so b re  las 
v ariab les  d e  sp in  y  se ap lica n  ú n ic am e n te  a l fa c to r  ]B>. L os F® y  los F '  

p o d rá n  a p h c a rse  a c u a lq u ie r  k e t d e l sis tem a to ta l, y  n o  ú n ic a m e n te  a  c ie r ­

tos kets  p a rticu la re s  com o o cu rría  con los F"" de la secc ión  an te rio r. L as 
p erm u tac io n es  F  se a p lic a b a n  a  to d as  las v ariab les  d inám icas d e  las p a r t íc u ­

las e n  cuestión , y  p o r  ta n to  p a ra  los e lec trones a c tu a rá n  ta n to  so b re  las 

va riab le s  o rb ita les  com o so b re  las variab le s  d e  spin. A sí p u es , ca d a  F« será 
igua l al p ro d u c to

F  — P̂ P̂
" ® ®. (24)

V eam os ah o ra  la  n e c es id ad  d e  te n e r  en  cu e n ta  las v a riab le s  d e  sp in  al 
ap lica r  el p r in c ip io  d e  exclusión  d e  P au li, a u n q u e  d esp rec iem o s las fuerzas 
d e  sp in  en  el h am ilton iano . F„ h a  d e  te n e r  el v a lo r  ±  1 en  to d o  es tado  
ex isten te , según  sea  u n a  p e rm u ta c ió n  p a r  o im par; luego , seg ú n  (24)

papa -
(25)

L a  teo ría  d e  las tres  secciones p re c e d e n te s  re su lta r ía  tr iv ia l si se ap lica ­

se d ire c ta m e n te  a  los e lec trones, p a ra  los cua les c a d a  Pa =  ~  1. E n  cam ­
bio, p odem os ap lica rla  a  las p e rm u tac io n es  P̂  d e  los e lec trones. Si d e sp re ­

ciam os los té rm inos d e l h am ilto n ian o  q u e  p ro v ien e n  d e  las fu e rza s  d e  spin, 
las F'" son co n stan tes  d e l m ovim ien to , y a  q u e , en  ta l caso, la s variab les 
d inám icas d e  sp in  a no  figu ran  p a ra  n a d a  en  el ham ilto n ian o . L u eg o , las F* 

ta m b ié n  h an  d e  ser co n stan tes  d e l m ovim ien to . P odem os, pues , in tro d u c ir  
u n as nuevas ^  igua les a  la  m e d ia  d e  to d as  las P̂  d e  c a d a  clase, y  afirm ar
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q u e  p a ra  ca d a  co n ju n to  p e rm itid o  d e  valores num éricos x ' d e  d ichas x, 

ex iste  u n  con jun to  exclusivo d e  estados. L uego , ex isten  conjim tos exc lu ­
sivos d e  estados p a ra  los sistem as q u e  co n tien en  m uchos e lec trones, p ese  
a  q u e  nos lim item os a  co n s id era r  ú n ic am e n te  estados q u e  sa tisfacen  el 
p rin c ip io  d e  exclusión d e  P auli. E v id e n tem en te , los con jun to s exclusivos 
d e  estados, lo se rán  aho ra , ú n ic a m e n te  d e  fo rm a ap ro x im ad a , p u es  las x 

so lam en te  son constan tes  d e l m ovim ien to  cu an d o  d esp rec iam o s las fu erzas  
d e  spin. E n  este  caso  ex istirá  u n a  p e q u e ñ a  p ro b a b il id a d  d e  q u e  te n g a  lu g a r  
u n a  tran sic ió n  d esd e  u n  e s tad o  d e  u n  con jun to  a u n  e s tad o  d e  o tro  

conjunto .
L a  ecuación  (25) re lac io n a  d e  u n  m odo  sencillo  las y las P*", y  nos 

p e rm ite  o b te n e r  todos los re su ltad o s  q u e  deseem os, com o, p o r  ejem plo , los 
ca rac te res  x ', e s tu d ia n d o  las v a riab le s  d inám icas P*" en  lu g a r  d e  las P̂ , 
L as P'" son m u ch o  m ás fáciles d e  e s tu d ia r  d e b id o  a q u e  n o  ex isten  m ás q u e  

dos estados d e  sp in  in d e p e n d ie n te s  p a ra  c a d a  e lec trón . E s te  h ech o  se 
tra d u c e  en  q u e  h ay a  m enos ca rac te res  x ' p a ra  el g ru p o  d e  p e rm u tac io n es  
d e  las v ariab les  a q u e  p a r a  el g ru p o  g en e ra l d e  las p e rm u tac io n es , p u es  
im p id e  q u e  u n  k e t d e  las v a riab le s  d e  sp in  sea  an tis im étrico  re sp e c to  a m ás 

d e  dos d e  ellas.
E l es tud io  de  las P*" es p a r tic u la rm e n te  sencillo  d eb id o  a  q u e  se p u e d e n  

exp resar com o funciones a lg eb ra icas  d e  las v ariab les  d inám icas a. C o n si­
d erem os la c a n tid a d

Oi2 =  +  O’jrl CTa.2 4 “ ^z2) =  ^{1 +  (<Ji, O^}.

C on a y u d a  d e  las ecuac iones (50) y  (51) d e  § 37 o b ten em o s fác ilm e n te

(CTl, 02)^ — (o*a;l ŷl ŷ2 +  )^ — 3 --- 2 (a i, O2), (26)

y  en  consecuencia ,

0 ^ , =  i { l  +  2 (a i,  02) +  (cJx, 02^}  =  1. (27)

A dem ás resu lta

^12 x̂2---- ŷ2 Í^y\̂ z2),
O 12 — i  {̂ x2 +  x̂\ +  í̂ yl

luego,

O 12 =  (So!2 Oi2·

P a ra  <jyi y son  vá lidas  re lac iones aná logas

^12 — ^2 ^12
o sea,

O12 Oi 0 \l — Oo.

D e  aq u í, con a y u d a  d e  (27) p odem os o b te n e r

0 i2O2 0 ]¡ =r a i .
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E sta s  re laciones d e  co n m u tac ió n  e n tre  O 12 y Oi y 02 son  p re c isa m e n te  las 
m ism as q u e  las d e  p e rm u ta c ió n  q u e  in te rc a m b ia  las v a ria b le s  d e  sp in  

d e  los e lec trones 1 y  2. L uego , p odem os p o n e r

O 12 =

siendo  c u n  núm ero . L a  ecu ac ió n  (27) d em u es tra  q u e  c =  ±  1. P a ra  ver 
cuá l d e  los dos valo res d e  c  es el ad e cu a d o , observem os q u e  los au to - 

valores d e  Fi2 son 1, 1, 1, —  1, co rresp o n d ien te s  re sp e c tiv a m e n te  a  los 
tre s  es tados sim étricos in d e p e n d ie n te s  y  a l e s tado  an tis im étrico  d e  las 

v ariab les  d e  sp in  d e  dos e lec trones, q u e  en  la  n o ta c ió n  d e  § 37 es tán  

rep re se n ta d o s  p o r  las tres  func iones sim étricas /a(^'^)/^(<^'

/a(í^'^)//9(<y'J + /^(^'^i)/a(^'„2)» Y la  fu u c ió n  an tis im étr ica  /a(^'J//í(<^'2)

— Lue go,  la  m e d ia  d e  los au tovalo res d e  F j ^ e s  i .  P e ro  la  

m e d ia  d e  los au to v alo re s  d e  (Ci, a2) es ev id en te m e n te  ig u a l a  cero , y  p o r  

tan to , la m e d ia  d e  los au tovalo res  d e  O 12 es L u eg o , h em o s d e  to m ar 
c* =  +  1, y  re su lta  en tonces

Th =  l { l  +  ( a , ,a , ) } .  (28)

D e  esta  fo rm a  to d a  p e rm u tac ió n  F*" q u e  consista  en  u n  sim p le  in te r ­

cam b io  p u e d e  exp resarse  com o función  a lg eb ra ica  d e  las a. T o d a  p e rm u ­
tac ió n  F*" p u e d e  exp resarse  com o p ro d u c to  d e  in te rcam b io s, y en  conse­

cu en cia  ta m b ié n  se  p o d rá  ex p resa r com o función  a lg eb ra ica  d e  las a .  C on 
a y u d a  d e  (25) po d em o s ex p resa r las F^ com o funciones a lg eb ra icas  d e  las a  

y  e lim inar las F*" d e  la  d iscusión . C om o p a ra  los in te rca m b io s  hem os d e  
to m a r  e l signo m enos en  (25), d ad o  q u e  el cu a d ra d o  d e  u n  in te rca m b io  
es ig u a l a uno, tenem os

F í, =  _ ^ { l  +  ( a i , a 2)}. (29)

L a  fo rm u la  (29) es a p ta  p a ra  ca lcu la r  los ca rac te res  x ' q u e  definen  los 
con jun tos exclusivos d e  es tados. P o r e jem plo , p a ra  las p e rm u tac io n es  q u e  
consisten  s im p lem en te  en  u n  in te rcam b io , tenem os

x „  =  . ( p y

Si in tro d u c im o s la  v a ria b le  d in á m ic a  s p a r a  d esc rib ir  la  m a g n itu d  de l
m om en to  a n g u la r  d e  sp in  to ta l i  ^  en  u n id a d es  d e  /i, seg ú n  la fó rm u la
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q u e  es tá  d e  ac u e rd o  con  (39) d e  § 36, ten em o s

2 2  (®r, Oí) =  Z' 2  ®r, 2  a , \ — 2  (<»r, Or)
f <t  \  r t f  r

=  4s(s - f  1) —  3n.

L uego ,

, , 4s(s +  l)  — 3 n )  n(n — 4) + 4s(s +  l)
; 1 +  „ ( „ - ! )  i  = ------------- S ( ; í = 1 )—  w

P o r tan to , xio se p u e d e  ex p resa r com o fu n c ió n  d e  las v a riab le s  d in á m i­

cas s y  de l n ú m ero  d e  e lec tro n es n. C u a lq u ie ra  d e  los d em ás x p u e d e  
ca lcu larse  d e  fo rm a an á lo g a  y  d ich o  cálcu lo  nos llev a ría  a  exp resarlo
com o función  ú n ic am e n te  d e  5 y  d e  n, p u es  n o  h ay  n in g u n a  o tra  fu n c ió n

sim étrica  de  to d as las v a riab le s  d inám icas a  q u e  p u e d a  in te rv en ir. P o r  ta n to , 

ex iste  u n  con jun to  d e  valo res x ' d e  las x, y  en  consecuenc ia , u n  co n ju n to  
exclusivo d e  estados, p a ra  c a d a  au to v a lo r  sí d e  s. L os au to v alo res  d e  s son  

i n ,  ^ n — 1, i n  — 2 , . . . ,

te rm in a n d o  la  serie  con ü o
A sí vem os q u e  ca d a  e s tad o  e s tac io n a rio  d e  u n  s is tem a d e  vario s  e lec ­

tro n es es u n  au to es tad o  d e  s —  m a g n itu d  d e l m o m en to  a n g u la r  d e  sp in  

to ta l \  ^  Or ex p resado  en u n id a d e s  d e  ñ  —  p e r te n e c ie n te  a  u n  au to v a lo r

d e te rm in a d o  s\ D ad o  u n  s' cu a lq u ie ra  ex istirán  2«' +  1 valo res posib les d e  

u n a  co m p o n en te  del v ec to r  sp in  to ta l en  u n a  d irecc ión  c u a lq u ie ra  q u e  
co rre sp o n d e rá n  a 2 /  -f- 1 es tados es tac ionarios con  la  m ism a en e rg ía . Si n o  

d esp rec iam o s las fu e rzas  d eb id as  a  los m om en tos m ag n ético s d e  sp in , 

los 2^  + 1  es tados se d e sd o b la rán  en  gen e ra l en  2s ' +  1 es tad o s  con  e n e r ­
g ías l ig e ram e n te  d ife ren tes , d an d o  lu g a r a  u n  m u ltip le te  d e  m u ltip lic id a d  

2 s ' - f - 1 . Si d esp rec iam os las fu e rzas  d e  sp in , no  p u e d e n  o cu rr ir  tra n s i­
ciones en  las q u e  s' cam b ie , es dec ir, transic iones d e  u n a  m u ltip lic id a d  
a  o tra , y  si no  las d esp rec iam os sólo ex istirá  u n a  p e q u e ñ a  p ro b a b il id a d  
d e  q u e  te n g an  lugar.

Podem os ca lcu lar en p r im e ra  ap rox im ac ión  los n ive les d e  en e rg ía  d e  u n  
sis tem a d e  varios e lec trones a p lica n d o  la  te o ría  d e  la sección  a n te r io r  con  

kets |a^> q u e  h ag a n  re fe ren c ia  ú n ic a m e n te  a las v a riab le s  o rb ita les , y  

em p lea n d o  la  fó rm u la  (23). Si ú n ic a m e n te  consideram os las fu e rza s  d e  
C o u lo m b  en tre  los e lec trones, la  en e rg ía  d e  in te racc ió n  V e s ta rá  cons­
t i tu id a  p o r  u n a  su m a d e  té rm in o s c a d a  u n o  d e  los cua les h a c e  re fe re n c ia  

ú n ic am e n te  a dos e lec trones, d e  d o n d e  los e lem en tos d e  m a tr iz  d e  V p se rán  
todos nu los a excepción  d e  los q u e  se refieran  a  u n a  P® u n id a d  o a  u n a  
q u e  consista  en  u n  sim ple in te rca m b io  d e  dos elec trones. L uego , (23) se 

re d u c irá  a

V, +  ^V r.P l..  (31)
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siendo  Vr» e l e lem en to  d e  m a tr iz  q u e  se refiere  a l in te rca m b io  d e  los 
e lec trones r y s. C om o las P® tie n e n  las m ism as p ro p ie d a d e s  q u e  las P ·,  
cu a lq u ie r  fu n c ió n  d e  las P® te n d rá  los m ism os au tovalo res  q u e  la  fu n c ió n  
d e  las P^ co rre sp o n d ien te  y, en consecuencia , el seg u n d o  m iem b ro  d e  (31) 

te n d rá  los m ism os au tovalo res  q u e

V i +  2
í-.if >

o

V i - i  2  Vrs{l + {0 r,0 ,)} (32)
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según  (29). Los au tovalo res (32) d a rá n  las correcciones d e  p r im e r  o rd e«  
d e  los n iveles d e  energ ía . L a  expresión  (32) nos m u e s tra  q u e  u n  m odelo  

q u e  su p o n g a  la  ex istencia  d e  u n a  en e rg ía  d e  aco p lam ien to  e n tre  los sp ines 
d e  los e lec trones q u e  e s tán  en  los es tad o s o rb ita les  r y s, de v a lo r

—  i  Vr«(ar, Os) re su lta r ía  sin d u d a  m uy  ac e rta d a . E s ta  e n e rg ía  d e  ac o p la ­
m ien to  es m u ch o  m ay o r q u e  la  d e  los m om entos m ag n ético s  d e  spin. 

E stos m odelos a tóm icos se em p lea ro n  an tes  d e  conocerse  la  justificación 
q u e  d e  ellos d a  la  m e cá n ica  cuán tica .

P odem os te n e r  dos es tados o rb ita les  igua les d e l s is tem a no  p e r tu rb a d o , 

es dec ir, q u e  los ke ts  |a^> re fe ren te s  a las v ariab les  o rb ita les  d e  dos e lec ­

trones p u e d e n  ser iguales. S upongam os q u e  ja^> y |a“> sean  iguales. 

E n to n c es  ú n ic am e n te  hem os d e  to m a r  los au tovalo res  d e  (31) com patib les  

con P Í2 ~  1, o sea, aq u e llo s  au tovalo res  d e  (32) co m p atib les  con  Pf2 =  1 o 

P'" =  — 1. S egún  (28) d ic h a  cond ición  d a  (<Ji, 02) =  — 3, d e  d o n d e  
( a i  +  02)̂  ~  0. L uego , la  re su lta n te  d e  los dos spines a i  y  a 2 es n u la , q u e  

p u e d e  in te rp re ta rse  d ic ien d o  q u e  los sp ines Ci y 0*2 son an tip a ra le lo s . P or 
ta n to , podem os d ec ir  q u e  dos e lec trones q u e  es tén  en  e l m ism o es tad o  

o rb ita l tien en  sus spines an tipara le lo s . N o p u e d e n  h a b e r  m ás d e  dos e lec tro ­
nes en  el m ism o es tad o  orb ita l.
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59. Conjuntos de bosones

C onsiderem os u n  s is tem a d inám ico  co n stitu id o  p o r  t/ p a rtíc u la s  id é n ­
ticas. F o rm em os u n a  rep rese n ta c ió n  p a ra  u n a  cu a lq u ie ra  d e  las p a r tíc u la s  
co n s titu id a  p o r  los kets básicos d isc re to s ... . A p a r t i r
d e  ellos po d em o s o b te n e r  u n a  rep re se n ta c ió n  s im étrica  d e l con ju n to  d e  m'  
p a rtícu la s , com o vim os en  § 54, to m an d o  com o kets  básicos los p ro ­

ductos

K>K>\o^s>--K> (1)

eo  los cuales h ay  un  fa c to r  p o r  c a d a  p a r tíc u la ; los su b ín d ices  1, 2 , 3, . . . ,  u ' 
d e  las a son los sím bolos d e  las p a rtícu la s , y  los su p e rín d ice s  a, b, c, . .. ,  g  
re p re se n ta n  los índ ices  ... d e  los kets bás icos d e  las p a rtícu la s .
Si se  tra ta  d e  bosones, p a ra  los cuales sólo existen  es tad o s  sim étricos, 
debem os co n s id e ra r  ú n ic a m e n te  los kets sim étricos q u e  p u e d e n  co n s tru irse  
a p a r t i r  d e  los kets (I). L os estados co rresp o n d ien te s  a  d ichos ke ts  sim é­
tricos fo rm arán  u n  con jun to  com ple to  d e  estados p a ra  e l co n ju n to  d e  
bosones. P odem os co n s tru ir  p a ra  ellos la  s ig u ien te  teo ría .

In tro d u c im o s el o p e ra d o r  lin ea l S defin ido  p o r

S =  u n  2  (2)

d o n d e  la  sum a es tá  ex ten d id a  a to d as  las u'l p e rm u tac io n es  d e  las u '  p a r ­

tícu las. A l a p lic a r  S a  c u a lq u ie r  k e t d e l con jun to  se o b tie n e  u n  k e t  sim étrico . 
P o r consigu ien te , po d em o s llam a r a  S operador de simetrización. S egún  (8) 

d e  § 55, d icho  o p e ra d o r  es rea l. A p licado  a l k e t (1) d a

w'!-i 2  =  S |c e « a V .. .a O  (3)

E n  el segundo  m iem b ro  se om iten  los sím bolos d e  las p a r tíc u la s  p u es to  
q u e  y a  no  son  significativos. E l k e t (3) re p re se n ta  u n  e s ta d o  d e l c o n ­
ju n to  d e  bosones defin ido p o r  u n a  d is trib u c ió n  d e  los níiismos e n tre  los



diversos estados bosónicos, en  la  q u e  n in g ú n  bosón  p a r tic u la r  e s tá  aso ­
c iad o  a  n in g ú n  es tad o  p a rticu la r. L a  d is trib u c ió n  q u e d a  d e te rm in a d a  
cu an d o  sabem os cuan tos  bosones h a y  en  c a d a  e s ta d o  bosónico . Sean
n i, no, Tío, ... los n ú m ero s d e  bosones q u e  e s tán  re sp e c tiv a m e n te  en  los
es tad o s . . . .  Los n ' e s tán  defin idos a lg e b ra ic a m e n te  p o r  la
ecuación

+  +  == + n ' a < 2 )  (4)

L a  sum a d e  las n\ es e v id e n te m e n te  ti\ E l núm ero  d e  n\ es ig u a l al n ú m e ro  

d e  kets básicos q u e  en la  m ay o ría  de  ap licac iones d e  la  te o ría  es

m u c h o  m ay o r q u e  u \y  así p u es  la  m ay o r p a r te  d e  las n\ son  nu las. Si 
a®, a'", ..., a·̂  son todos d ife ren tes , es dec ir , si las n ' son to d as  O o 1 el
k e t (3) es tá  no rm alizado , p u e s to  q u e  en  es te  caso los té rm inos d e l p r im e r

m iem b ro  d e  (3) son o rtogonales e n tre  sí y  c a d a  u n o  co n tr ib u y e  con  

a l c u a d ra d o  d e  la  lo n g itu d  d e l ket. E n  cam bio , si a®, a® n o  son
todos d ife ren tes , los té rm inos d e l p r im e r  m iem b ro  d e  (3) q u e  p ro v ie n e n  d e  
p erm u tac io n es  F , q u e  sólo in te rc a m b ia n  bosones en  e l m ism o e s tad o , se rán  

iguales . E l  n ú m e ro  d e  té rm inos igua les  se rá  n\\ n '!  y, p o r  lo tan to ,
el c u a d rad o  d e  la  lo n g itu d  del k e t (3) se rá

=  n[\ n 'J  . . . .  (5)

P a ra  e s tu d ia r  el es tad o  g en e ra l del con jun to  p o d em o s in tro d u c ir  los

nú m ero s n i, rioy . . .  d e  bosones q u e  es tán  re sp e c tiv a m e n te  en  los es tados 
... y  co n s id era r  las com o variab le s  d in ám icas  o  com o 

observab les . Sus au to v alo res  son O, 1 , 2 , . . . ,  u\ E l k e t (3) es u n  a u to k e t 

co m ú n  a  to d as las rii p e r te n e c ie n te s  a  los au tovalo res  n ' ,  n'> n ' , * · · . Los 
d iversos kets (3) co n s titu y en  u n  con jun to  com ple to  p a ra  el s is tem a d inám ico  
fo rm a d o  p o r  u' bosones, y  en  consecuenc ia , las n» co n m u ta n  e n tre  sí (ver 

el rec íp ro co  d e l te o re m a  d e  § 13). A dem ás, sólo h a y  u n  k e t  (3) in d e p e n ­

d ie n te  q u e  p e r te n e z c a  a  c u a lq u ie r  co n ju n to  d e  au tovalo res  ·  ̂ . P o r
lo tan to , las fo rm an  u n  co n jun to  com ple to  d e  o b se rv ab les  q u e  co n m u ­

tan . Si n o rm alizam os los kets  (3) y  sim bolizam os los ke ts  re su lta n te s  m e ­

d ia n te  los au tovalo res  d e  las rii a  q u e  p e r te n e c e n , es dec ir, si p onem os

( n ; ! < ! n ; ! . . . ) “^ S |a W . . . a ^ >  =r | (6)

ob ten em o s u n  con ju n to  d e  kets | n'in'^n'j en los cua les to d o s  los n ' 

to m an  valores en te ro s  no  nega tivos cu y a  su m a  va le  u\ y  q u e  co n s tituyen  

los kets básicos d e  u n a  re p re se n ta c ió n  con  las n* d iagonales.

L as rii p u e d e n  ex p resa rse  com o fun cio n es d e  los o b se rv ab les  «i, «2 
. .. ,  defin idos p o r  los ke ts  básicos d e  los bosones in d iv id u a les , m e d ian te  

la  ecu ac ió n

«a =  2  3 . , « : ,  (7)
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o las ecuac iones

2 = 2 /(«r) (8)
a r

válidas p a ra  cu a lq u ie r  fu n c ió n  /.
S upongam os a h o ra  q u e  el n ú m e ro  d e  bosones d e l co n ju n to  n o  es té  

fijado, sino q u e  sea variab le . E s te  n ú m e ro  es, p o r  co nsigu ien te , u n a  v a ­
r iab le  d in á m ic a  u  o b se rv a b le  u, con  au tovalo res  O, 1, 2, . . . ,  y  el k e t (3) es 

u n  a u to k e t d e  u p e r te n e c ie n te  a l au to v a lo r  w'. A  fin d e  o b te n e r  u n  co n ­
jim to  com ple to  d e  kets p a r a  n u e s tro  sis tem a d inám ico  d eb e rem o s to m a r  
ah o ra  todos los kets  sim étricos (3) p a ra  todos los valo res d e  u'. P odem os 

o rdenarlo s d e l m odo  sigu ien te .

¡>, |a^>, Sla«a">, S |a ° a V > , (9)

esc rib iendo  en  p r im e r  lu g a r  e l k e t  sin  sím bolo , q u e  c o rre sp o n d e  a l e s tad o  
en q u e  no h ay  bosones, a  co n tin u ac ió n  v ien en  los k e ts  co rresp o n d ien te s  a  
los estados con  u n  bosón , d esp u és  los co rresp o n d ien te s  a  es tad o s con  dos 

bosones, etc. U n  es tad o  g en e ra l co rresp o n d e  a u n  k e t  q u e  es co m b in a ­
ción lin ea l d e  los d istin to s kets (9). Los kets (9) son  o rtogonales  e n tre  sí, 
p u es  dos kets q u e  re p re se n ta n  estados con el m ism o n ú m e ro  d e  bosones 

son o rtogonales com o an tes  vim os, y  dos k e ts  q u e  re p re se n ta n  es tad o s  con  

d is tin to  nú m ero  d e  bosones son o rtogonales  p o r  se r au to k ets  d e  u p e r te -  

te n ien tes  a au tovalo res  d istin tos. N o rm alizan d o  todos los ke ts  (9), o b te ­
nem os u n  co n ju n to  d e  kets aná logo  a  (6 ) p e ro  p a ra  el cu a l no  h a y  re s tr ic ­

ción  en  las n¡ (es dec ir, ca d a  n ' p u e d e  to m a r  todos los valo res en tero s no  
negativos), y  d ichos kets fo rm an  los kets básicos d e  u n a  rep re se n ta c ió n  

de l s is tem a d inám ico  co n stitu id o  p o r  im  n ú m ero  v a r ia b le  d e  bosones con  
las fii d iagonales.

Si no  h ay  in te rac c ió n  e n tre  los bosones y  si los kets básicos
re p re se n ta n  es tad o s es tac ionario s d e  u n  bosón , los k e ts  (9) r e ­

p re se n ta rá n  es tad o s es tac ionario s d e  u n  con jun to  d e  bosones. E l  n ú m e ro  
d e  bosones es co n s tan te  con  el tiem po , p e ro  no  h a  d e  ser n e c e sa r ia m e n te  
un  n ú m ero  p a r tic u la r , es dec ir, e l es tad o  g en e ra l es u n a  su p e rp o sic ió n  d e  

es tados con d iversos valo res de u. Si la  en e rg ía  d e  un  b o só n  es H(a), la  

en e rg ía  del con jun to  será, según  (8 ),

2  H(a,.) = X ría H- (10)
r a

d es ig n an d o  con H® e l n ú m e ro  H(a®). E s ta  expresión  nos d a  el h am ilto n ian o  

de l con jun to  com o fu n c ió n  d e  las va riab le s  d inám icas n*.
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60. Relación entre bosones y osciladores

E n  § 34 es tu d iáb am o s e l o sc ilador arm ónico , s is tem a d in ám ico  con un  

g rad o  d e  l ib e r ta d , q u e  se p u e d e  d esc rib ir  m e d ia n te  u n a  q y p canónicas, 
y  cuyo  h am ilto n ian o  es ig u a l a  la  su m a d e  cu a d rad o s  de q y p p re v ia ­
m e n te  m u ltip licad o s p o r  coeficientes num éricos. D efin im os m a te m á tic a ­
m e n te  u n  o sc ilado r g en e ra l com o u n  s is tem a con  u n  g rad o  d e  h b e r ta d  

q u e  p u e d e  d esc rib irse  m e d ia n te  u n a  q y p canón icas, y  cu y o  h a m ilto ­
n ia n o  sea  u n a  se rie  d e  p o te n c ia s  en q y p, y q u e  c o n tin ú e  siéndo lo  a u n q u e  

el sis tem a sea p e r tu rb a d o  a rb itra r ia m e n te . V am os a  e s tu d ia r  a h o ra  u n  

s is tem a d inám ico  co m p u esto  p o r  u n  con ju n to  d e  estos osc iladores. P a ra  
d esc rib ir  c a d a  o sc ilad o r po d em o s em p lea r  en  vez de q y p u n a  v a r ia b le  

d in á m ic a  com ple ja  ?/, co rre sp o n d ien te  a  la  ry d e  § 34, y  su com ple ja  co n ­
ju g a d a , q u e  sa tis fag an  la  re lac ió n  d e  co n m u tac ió n  (7) d e  § 34. A sig n a re ­

m os los sím bolos 1, 2, 3, . . .  a  los d ife re n te s  osc iladores, d e  m o d o  q u e  el 

co n ju n to  co m p le to  d e  osc iladores p u e d a  d esc rib irse  m e d ia n te  las v a riab le s  
d inám icas 771, 772, 773, Vu *72, ^ 8, q u e  sa tisfacen  las re lac io n es d e  
co nm utac ión

rUVb — VbV<̂ =  O, Ì
VaVb — VbVa= O, ? (11)

VaVa = na, (12)

(13)
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P ongam os 

d e  m o d o  q u e

L as n son observab les  q u e  co n m u tan  e n tre  sí y  e l d esa rro llo  d e  § 34 m u e s ­

t r a  q u e  ca d a  u n a  d e  ellas tien e  com o au to v alo res  to d o s los en te ro s  no  
negativos. P a ra  c a d a  o sc ilado r a h ay  u n  k e t  s ta n d a rd  d e  la  rep re se n ta c ió n  

d e  F o ck  |0a>, q u e  es u n  au to k e t n o rm alizad o  d e  Ua p e r te n e c ie n te  al au to - 
va lo r cero. M u ltip lic an d o  e n tre  sí todos estos ke ts  s ta n d a rd s  o b tenem os 
u n  k e t s ta n d a rd  d e  la  rep rese n ta c ió n  d e  F o ck  d e l co n ju n to  d e  osc iladores

|0 i> |02> |03>  (14)

el cua l es u n  a u to k e t co m ú n  a  todas las n  p e r te n e c ie n te s  a  los au tovalo res  

cero. L o  des ignarem os s im p lem en te  |0>. S eg ú n  (13) d e  § 34

Va\0> =  O (15)

p a ra  c u a lq u ie r  a. L os desarro llo s d e  § 34 m u e s tia n  ta m b ié n  q u e  si 

n ',  n ' ,  fig, . .· son en tero s n o  n eg a tiv o s cu a le sq u ie ra ,

7 7 ? Í< ,t7 ? . . . |0 >  (16)



es u n  au to k e t com ún  a  to d as  las n, p e r te n e c ie n te  a los au tovalo res  

n ',  rÍ2* n ' , . . .  . L os d iversos kets (16) ob ten id o s to m an d o  d is tin ta s  n\ fo rm an  
un  con jun to  com pleto  de  kets o rtogonales e n tre  sí, siendo  e l c u a d ra d o  d e  
la lo n g itu d  d e  u no  d e  ellos, seg ú n  (16) d e  § 34, n ' ! n '!  n ' I  . . . .  P odem os
ver p u es , te n ien d o  en  cu e n ta  el re su ltad o  (5), q u e  los k e ts  (16) tie n e n
exac tam en te  las m ism as p ro p ie d a d e s  q u e  los kets (9), y  así ig u a lam o s ca d a  
k e t (16) a l k e t  (9) q u e  h a c q  re fe re n c ia  a  los m ism os valores n[ cAn in tro d u ­

cir n in g u n a  co n trad icc ión . E s to  su p o n e  to m a r

S |a ® a V ...a O  =  VaViVc (17)

E l k e t s ta n d a rd  [0> re su lta  ig u a l a l p rim ero  d e  los kets  (9), c o rre sp o n d ien ­

tes a  la  au sen c ia  d e  bosones.
L a  consecuenc ia  d e  la  ecu ac ió n  (17) es la  iden tificac ión  d e  los es tados 

d e  u n  co n ju n to  d e  bosones con  los es tados d e  un  co n ju n to  d e  osciladores. 

E sto  significa q u e  el sistema dinámico constituido por un confuido de 
bosones idénticos es equivalente a un conjunto de osciladores —  los dos 
sistemas son exactamente el mismo sistema visto desde dos puntos de vista 
distintos. H ay  u n  o sc ilador asociado  co n  c a d a  e s tad o  bo só n ico  in d e p e n ­
d ien te . É s te  es u n o  de los resu ltad o s  m ás im p o rta n te s  d e  la  m e cá n ica  
cuán tica , q u e  p e rm ite  re a liz a r  u n a  un ificación  d e  las te o rías  o n d u la to r ia  
y  co rp u scu la r  d e  la  luz.

L a  teo ría  d e  la  secc ión  an te r io r  se  con stru y ó  so b re  u n  co n ju n to  d isc re to  

d e  kets  básicos la®> p a r a  u n  bosón . P o d ríam o s p a s a r  a  u n  co n ju n to  d is ­
cre to  d ife ren te  d e  kets  básicos y  co n s tru ir  so b re  ellos u n a  te o ría
análoga . Los k e ts  básicos p a ra  e l co n ju n to  serían , e n  v e z  d e  (9)

|>, (18)

E l p rim e ro  d e  los ke ts  (18), q u e  re p re se n ta  el e s tado  en  q u e  no  h ay  bosones, 

es el m ism o q u e  el p r im e r  k e t d e  (9). Los kets (18), q u e  re p re se n ta n  e s ­
tados con u n  bosón, son funciones lineales d e  los kets (9) q u e  re p re se n ­
tan  estados con u n  bosón . es d ec ir

=  2  (19)
a

y en  g en e ra l los kets (18) re fe ren te s  a  la  p re se n c ia  d e  w' bosones son  fu n ­
ciones lineales d e  los kets  (9) re fe ren te s  a la  p re se n c ia  d e  u' bosones. Así 
p u es ex istirá  u n  n u ev o  co n ju n to  d e  v ariab le s  de  osc ilado res 77̂  asoc iadas 
a los nuevos es tad o s básicos d e  u n  bosón , y  en  c o rre sp o n d e n c ia  con  

(17) ten d rem o s
=  77^^b^,;...10>. (20)

L u eg o  u n  k e t  ^ x ^ ^ ... |0 >  con w' fac to re s  77̂ , fjn, ··· ha de se r fu n c ió n  
lineal d e  los kets rjaVb.- lOy con  u' fac to re s  r¡i . . . .  P o r co n s igu ien te ,
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c a d a  o p e ra d o r  lin ea l h a  d e  se r fu n c ió n  lin ea l d e  las f¡̂ . L a  e c u a ­
c ión  (19) d a

Va¡0> =  2  Va¡OXc(^¡fi^>
a

y d e  a q u í

Va =  X  (21)
a

L u eg o , las 7] se transforman según la misma ley que los kets básicos de un 
bosón. L as r¡ tran sfo rm ad a s  sa tisfacen  las m ism as re lac io n es d e  co n m u ­
ta c ió n  con  sus com plejas co n ju g ad as q u e  las orig ina les. L as  f¡ tra n s fo r ­
m ad as es tán  en  p ie  d e  ig u a ld a d  con las o rig ina les, y  p o r  co n sigu ien te , 

c u a n d o  consideram os n u es tro  sis tem a d inám ico  com o u n  co n ju n to  d e  osci­
ladores, los d ife ren te s  g rad o s  d e  lib e r ta d  n o  tie n e n  u n  sign ificado  in ­

v arian te .
L as fj se tran sfo rm an  seg ú n  la m ism a ley  q u e  los b ra s  básicos d e  im  

bosón , y  p o r  lo ta n to , seg ú n  la  m ism a ley  q u e  los n ú m ero s  <(z®lx> q u e  fo r ­
m a n  el re p re se n ta n te  d e  u n  es tad o  x. E s ta  s im ilitu d  d a  lu g a r  a  q u e  a  

m e n u d o  se d ig a  q u e  las rj v ien en  d ad a s  p o r  u n  p roceso  d e  segunda cuanti- 
ficación apH cado a  <cx®|x>, sign ificando  con  ello q u e , tra s  h a b e r  co n s tru id o  
u n a  te o ría  cu á n tic a  p a ra  u n a  sola p a r tíc u la  e in tro d u c id o  los n ú m e ro s  

<a®(x> q u e  re p re se n ta n  u n  es tad o  de la  p a r tíc u la , p u e d e n  in tro d u c irse  
o p era d o re s  lineales co rresp o n d ien te s  q u e  sa tisfacen  las re lac io n es  d e  con ­

m u tac ió n  co rrec tas  (11) con  sus com pleos con jugados, o b ten ién d o se  así 
la  b ase  m a tem á tica  a p ro p ia d a  p a ra  tr a ta r  u n  con jun to  d e  d ich as p a r tícu la s , 
s ie m p re  q u e  se  tra te  d e  bosones. P a ra  ferm iones h a y  u n  p ro ceso  corres ­

p o n d ie n te , q u e  e s tu d ia rem o s en  § 65.
C om o u n  co n jun to  d e  bosones es e q u iv a le n te  a  u n  co n ju n to  d e  osc ila ­

dores, h a  d e  ser p o s ib le  ex p resa r  c u a lq u ie r  fu n c ió n  s im étr ica  d e  las v a r ia ­

bles d e l bosón  en  fu n c ió n  d e  las v a ria b le s  rj y fj del o sc ilado r. L a  e c u a ­

ción  (10) nos p ro p o rc io n a  u n  e jem plo  d e  ello con  rjaVa su s titu id o  p o r
n*. V eam os q u é  o cu rre  en  genera l. C onsiderem os en  p r im e r  lu g a r  u n a  fu n ­
ción  d e  las va riab le s  d e l b o só n  d e  la  fo rm a

Ut =  x  Ur, (22)
r

siendo  ca d a  Ur fu n c ió n  so lam en te  d e  las variab les  d in ám icas d e l bosón  

f-ésim o, d e  d o n d e  su re p re se n ta n te  ú n ic a m e n te  se  re fie re  a  los
ke ts  básicos \ofr> d e l b o só n  r-ésim o. P a ra  q u e  Ut sea simétrica, este r e p r e ­
se n ta n te  h a  d e  se r el m ism o p a ra  to d o  r, luego  sólo p u e d e  d e p e n d e r  d e  
los dos au tovalo res  sim bo lizados p o r  a y h. P a ra  a b re v ia r  podem os, pues, 

escrib irlo
^  = <a\U\b> (23)

T enem os
~  ...><a\lJ\Xr>. (24)
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S um ando  esta  ecuac ión  p a ra  todos los valo res d e  r  y  ap lica n d o  e l o p e ra d o r  
d e  s im etrizac ión  S a  am bos m iem bros, o b tenem os

. . .> =  2  2 ) of»...«; ...><oIt/|x r> . (25>
r o

C om o Ut es s im étrica  p o d em o s re e m p la z a r  SUt por UtS y su s titu ir  en to n ­
ces los kets sim étricos d e  (25) p o r  sus expresiones d ad a s  p o r  (17). D e  es te  
m odo  ob tenem os

=  2  2  V-^Xj]^.^-\OXa\U\Xr>
a r

=  S  í/a 2  ■ ■ · |0 > Í6. / a i t / | b > ,  (26)
ah T

7}~̂  significa q u e  el fa c to r  h a  d e  ser suprim ido . A p a r t i r  d e  (15) y  d e  las 

re laciones d e  co n m u tac ió n  (11) se  tie n e

(27)

(obsérvese q u e  ¡̂, ac tú a  com o el o p e ra d o r  d e  d eriv ac ió n  p a rc ia l 8/dr¡i). 
d e  d o n d e  (26) d a

Ut V̂ i · -|0> =  2  T?» fji Vs, V - |0><fl|l7¡¿>. (28)
Ob

L os kets 7ja ,j .. .l0 > fo rm an  u n  con ju n to  com pleto , luego , a  p a r t i r  d e  (28) 

podem os in fe rir  la  ecuac ión  e n tre  o p erad o res

Ut =  i: Va<a\U\b>Vv. (29)
al>

q u e  nos d a  Ut en func ión  d e  las variab le s  r¡ y fj y de los e lem en tos d e  
m a tr iz  <fl|l7|b>.

T om em os ah o ra  u n a  fu n c ió n  s im étrica  de  las v a riab le s  d e l bo::ón q u e  
consis ta  en  u n a  sum a d e  té rm inos re ferid o s ca d a  u n o  a dos bosones.

V r  =  2  (30)
r,8^r

N o necesitam os su p o n e r Vrs =  V^r. D e  acu erd o  con  (33), a  fin d e  a b re ­
viar, piodemos esc rib ir  los e lem en tos d e  m a tr iz  d e  Vr« en  la  fo rm a

<«? =  <ab\V\cd> (31)

P ro ced ien d o  com o an tes, ob ten em o s e l re su ltad o  co rre sp o n d ien te  a  (25)

ai" . . .> = 2 2  S| (32)
r,»^r ab
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y  el q u e  co rre sp o n d e  a  (26)

Vr7j,^T)^ .̂..¡0> =  2 VaV„ 2 ••.|0>5.,,8í,/flfc¡V|cíí>.(33)
abcd r,9 *r '' s i s

P or gen era lizac ió n  d e  (27) p odem os d e d u c ir

V M ,V .,  - ÍO> = S  V:lr¿V,,.V,.^..-¡0>Sr.M’ (34)
r , s ^ r

d e  d o n d e  (33) d a

'^rV.rX, •••|0> =  2  VaVi>VcVdV̂ ,V., ...\OXab\V\cd>,
abcd

q u e  nos lleva a  la  ecu ac ió n  e n tre  o p era d o re s

V r =  2  VaVi><ab\V\cd>iicfja. (36)
abcd

E l m éto d o  p u e d e  g en e ra liza rse  fác ilm e n te  p a ra  ex p resa r c u a lq u ie r  fu n ­
ción sim étrica  d e  las v a riab le s  d e l bosón  en  fu n ció n  d e  las r] y  las fj.

L a  te o ría  p re c e d e n te  p u e d e  g en e ra liza rse  con fa c ilid a d  p a r a  ap lica rla  
a  u n  co n ju n to  d e  bosones e n  in te rac c ió n  con  a lg ú n  o tro  sis tem a  d inám ico  
com o, p o r  ejem plo , el á tom o. T en d rem o s q u e  in tro d u c ir  u n  co n jun to  d e  

kets básicos |^'> p a ra  el á tom o solo. A p a r t i r  de  ellos p o d em o s o b te n e r  u n  

co n ju n to  d e  k e ts  básicos p a ra  el s is tem a to ta l, fo rm a d o  p o r  e l á tom o  y 

los bosones, m u ltip lica n d o  ca d a  k e t |^'> p o r  c a d a  u no  d e  los kets (9). 
P odem os e sc rib ir  estos kets

l O ,  1?V > , (36)

C onsiderem os el sis tem a com o com puesto  p o r  el á tom o  e n  in te rac c ió n  con 
u n  co n ju n to  d e  osc iladores, p u d ié n d o se  d esc rib ir  en to n ces en  fu n c ió n  d e  

las v ariab les  d e l á tom o y  d e  las v a riab le s  fja d e  los osc iladores. V o lv iendo  
a  u sa r  e l k e t  s ta n d a rd  )0 > d e l con jun to  d e  osc iladores, ten em o s

S |í V a V .* . >  =  VaVbVc--^0>\O, (37)

en  co rresp o n d en c ia  con (17), com o ecuac ión  q u e  ex p resa  los ke ts  básicos 

(36) e n  función  d e  las va riab le s  d e l oscilador.

C u a lq u ie r  fu n c ió n  d e  las va riab le s  d e l átom o y  d e  las v a ria b le s  de  los 

bosones q u e  sea s im étrica  re sp e c to  a  todos los bosones p u e d e  exp resarse  

com o fu n c ió n  d e  las v a ria b le s  d e l átom o y  d e  las V y V* C onsiderem os en 
p r im e r  lu g a r  u n a  fu n c ió n  Ut d e  la  fo rm a  (22 ) con  Ur fu n c ió n  so lam en te  

d e  las variab les  d e l á to m o  y d e  las v ariab les  d e l b o só n  r-ésim o, cuyo 

re p re se n ta n te  se rá  p u es  . E s te  re p re se n ta n te  h a  d e  ser in d e ­

p e n d ie n te  d e  r p a r a  q u e  Ur p u e d a  ser s im étrica  re sp e c to  a  to d o s los bo so ­
nes, luego , po d em o s escrib irlo  D efinam os ah o ra  <a|C7|b>
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com o la  fu n c ió n  d e  las v a riab le s  a tóm icas cuyo  re p re se n ta n te  sea  
ten em o s p u es

en co rresp o n d e n c ia  con (23). P odem os re c u rr ir  a h o ra  a  las ecu ac iones 
(24) - (28) y  ap lica rlas  m u ltip lica n d o  p re v ia m e n te  am bos m iem b ro s  p o r  

|¿'>  a  la  d e rech a , d e  d o n d e  se  d e d u c e  q u e  la  fó rm u la  (29) co n tin ú a  s iendo  
válida. P odem os tr a ta r  an á lo g a m en te  la  función  s im étr ica  Vt d e  la  fo r ­

m a (30), con Vra fu n c ió n  so lam en te  d e  las v a riab le s  a tóm icas y  d e  las v a r ia ­
b les d e  los bosones r-ésim o y  5-ésim o. D efin iendo  <iab\V\cdy com o la  fu n ­

ción d e  las va riab le s  atóm icas cuyo  re p re se n ta n te  es

la  fó rm u la  (35) co n tin ú a  s iendo  válida .
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6 i .  Emisión y absorción de bosones

S upongam os q u e  los osc iladores d e  la  sección an te r io r  son  arm ónicos 

y  q u e  n o  h ay  in te rac c ió n  en tre  ellos. L a  en e rg ía  d e l o sc ilad o r a-ésim o  es, 

según  (5) d e  § 34,

Ha =  fiî a Va Va +

D esp rec ia rem o s el té rm in o  co n s tan te  q u e  es la  e n e rg ía  d e l o sc ilado r 
en  su  n ivel m ás ba jo  —  el llam ad o  ‘‘p u n to  cero  d e  e n e rg ía ” — . E s ta  om i­
sión no  tien e  n in g u n a  co n secu en c ia  d in ám ica , com o q u e d a  ex p licad o  al 

p r in c ip io  d e  § 30, e  im p lica  s im p lem en te  u n a  n u e v a  defin ic ión  d e  Ha· 
L a en e rg ía  to ta l d e  todos los osc iladores es ah o ra

H r  =  2  =  2  ft<̂ aVaVa =  2  (39)
a n d-

con la  a y u d a  d e  (12). E s d e  la  m ism a fo rm a  q u e  (10) con  /io>a en  lu g a r  
d e  H'". Así p u es  un conjunto de osciladores armónicos es equivalente a un 
conjunto de bosones en estados estacionarios sin interacción entre ellos. 
Si un oscilador del conjunto está en su estado cuántico n\ hay n '  bosones 
en el estado bosónico asociado.

E n  genera l, e l ham ilto n ian o  d e l con jun to  d e  osc iladores se rá  u n a  serie  
d e  potencias! en  las v a riab le s  77, o sea,

Ht ~  Hp -j- 2  (l â Va Vn) “1“ ' (̂Uab Va Vb Va Vh “l· ^ab Va Vb) ~ l·---
ab (40)

d o n d e  Hp, Uq, Uah, Vah son  núm eros, s iendo  Hp rea l, y  Uab =  Uba* Si el 
con jun to  d e  o sc iladores es tá  en  in te rac c ió n  con  u n  á tom o, com o ten íam os



al final d e  la  sección  p re c e d e n te , el ham ilto n ian o  to ta l se rá  ta m b ié n  d e  la 
fo rm a (40), con  Hp, 17«, Uah, Vab func iones d e  las va riab le s  a tóm icas siendo  
en  p a r tic u la r  H p  el h am ilto n ian o  d e l átom o. E l e s tu d io  g e n e ra l d e  este  
s is tem a  d inám ico  se ría  m ás b ie n  com plicado  y  p a ra  las ap licac iones p rá o  

ticas se su p o n e  q u e  los té rm inos

H p +  2  U^Tjafj, (41)
a

son g ran d e s  en  co m p arac ió n  con  los otros y  co n s titu y en  p o r  sí solos u n  
s is tem a no  p e r tu rb a d o ; los res ta n te s  té rm inos se co n s id e ran  com o u n a  

p e r tu rb a c ió n  q u e  p ro d u c e  transic iones en  e l s is tem a n o  p e r tu rb a d o , d e  
a c u e rd o  con  la  te o ría  d e  § 44. Si ad em ás Uaa es in d e p e n d ie n te  d e  las v a ­
r iab les  a tóm icas, e l s is tem a sin  p e r tu rb a r  cuyo  h am ilto n ian o  es (41) es tá  
fo rm ad o  sim p lem en te  p o r  u n  á tom o d e  h am ilto n ian o  H p y  u n  con jun to  

d e  bosones en  es tados es tac ionario s con el h am ilto n ian o  en  la  fo rm a  (39) 
sin in teracción .

C onsiderem os q u é  clases d e  transic iones p ro d u c e n  los d iversos té rm inos 
d e  p e r tu rb a c ió n  d e  (40). S ea u n  e s tad o  es tac ionario  d e l sis tem a sin  p e r tu r ­
b a r  p a ra  e l cu a l e l á tom o  es tá  en  u n  es tad o  es tac ionario  y  los bosones 
p e rm a n ec en  en  los estados bosónicos estac ionarios , a, b, c, ... . E s te  estado  
es tac ionario  p a ra  el s is tem a sin  p e r tu rb a r  c o rre sp o n d e  a l k e t

(42)

an á lo g a  a  (37). Si se  m u ltip lica  es te  k e t  p o r  el té rm in o  Ug,r¡̂  d e  (40), el 
re su lta d o  es u n a  co m binac ión  linea l d e  ke ts  del tip o

^ , 7 ) , ^ , ^ , . . . 1 0 > | r > ,  (43)

en  la  cual es c u a lq u ie r  es tad o  estac ionario  d e l á tom o. E l k e t  (43) 
re p re se n ta  u n  e s tad o  con u n  bosón  m ás q u e  el k e t (42); e s te  bosón  ex tra  
e s tá  en  el e s tad o  x. L u eg o  e l té rm in o  d e  p e r tu rb a c ió n  Ug. o rig in a  t r a n ­

siciones en  las q u e  se em ite  u n  bosón  en  el es tad o  x y  el á to m o  p a s a  a  un 
es tad o  a rb itra rio . Si ap h cam o s e l té rm in o  d e  (40) a l k e t  (42), el r e ­
su ltad o  es cero  a  no  se r q u e  (42) co n ten g a  u n  fa c to r  % en  cuyo  caso  será 

u n a  com b in ac ió n  lin ea l d e  ke ts  d e  la  fo rm a

con u n  bosón  m enos en  el e s tad o  x. L u eg o  el té rm in o  d e  p e r tu rb a c ió n  

o rig ina  transic iones en  las q u e  se ab so rb e  u n  b o só n  d e l e s tad o  x, y 
el á tom o p a sa  ta m b ié n  a  u n  es tad o  a rb itra rio . A n á lo g a m e n te  p u e d e  verse 
q u e  u n  té rm in o  d e  p e r tu rb a c ió n  Û y f¡y (x ^  y) o rig in a  p rocesos en  los 

q u e  se  ab so rb e  u n  bosón  en  e l e s ta d o  y y  se  em ite  u n o  en  e l e s tad o  x, o, 

lo q u e  es lo  m ism o d e sd e  el p u n to  d e  v is ta  físico, u n  bosó n  h a c e  u n a

248 TEORÍA DE LA RADLVCIÓN



tran s ic ió n  de l es tad o  y al es tad o  x. E s te  tip o  d e  procesos sería  p ro d u c id o  

p o r  u n  té rm ino  com o L^r d e  (22) y  (29) en  la  en e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n , 
cuyos e lem en tos d iagonales  <(a¡U¡a} fu e ran  nulos. P o r o tra  p a r te  los té r ­

m inos d e  p e r tu rb a c ió n  Vxyi]aVvy V̂ wyVxVv o rig in an  p rocesos en  los q u e  
son em itidos o abso rb id o s dos bosones, y  así su cesiv am en te  p a r a  té rm inos 
m ás com plicados. E n  c u a lq u ie ra  d e  estos p rocesos d e  em isión  y  abso rc ión  

el á tom o p u e d e  p a sa r  a u n  es tad o  a rb itra rio .
D ete rm in em o s la d e p e n d e n c ia  d e  la p ro b a b il id a d  d e  q u e  o c u rra  cad a  

u no  d e  estos p rocesos d e  tran sic ió n  resp ec to  a la d is trib u c ió n  o rig ina l d e  
bosones en  los d iversos estados bosónicos. S egún  §§ 44 y  46 la  p ro b a b il i ­

d a d  d e  transic ión  es s iem p re  p ro p o rc io n a l al cu a d rad o  d e l m ó d u lo  del 

e lem en to  de m a triz  d e  la  e n e rg ía  d e  p e r tu rb ac ió n , q u e  h ace  re fe ren c ia  a 
los dos estados en  cuestión . Así p u es la p ro b a b il id a d  d e  q u e  u n  bosó n  

sea em itido  en  el es tad o  x y q u e  el á tom o p a se  s im u ltá n ea m en te  del e s ta ­

do a l es tad o  es p ro p o rc io n a l a

I < r i < n > ; - K  +  . . .> |r >  p  (44)

las n'i son e l n ú m e ro  d e  bosones p re se n te s  in ic ia lm en te  en  los d iversos 
estados bosónicos. D e  (6) y  (17), te n ien d o  en  cu e n ta  (4), re su lta

¡n' n' n' y =  ( n '! n ' !n' ! . . 7?”; 77jL ..iO > , (45)
y  asi p u es  ^

=  (n^ +  +  1) .. .> . (46)

L uego , (44) es ig u a l a

« ·  +  1)1 <ri^.!r>  p, (47)

es dec ir, q u e  la probabilidad de una transición en la que se emite un 
bosón en el estado x es proporcional al número de bosones que estaban 
anteriormente en el estado x, más uno.

L a  p ro b a b il id a d  d e  q u e  sea  ab so rb id o  u n  bosón  en  el es tad o  x y q u e  
el á tom o  p ase  s im u ltá n ea m en te  d e l es tad o  1̂' al es tado  es p ro p o rc io n a l a

I < r i < n > ; . . . ( n ' .  -  P  (48)

d o n d e  las n\, ig ua l q u e  an tes, son el n ú m ero  d e  bosones p re se n te s  in ic ia l­

m e n te  en  los d iversos estados bosónicos. D e  (45)

fj Jf»; n ; .. . n ; ...  > =  n'i \n\ < . . .  (n '. —  1) ... >, (49)

luego , (48) es ig ua l a

K\< r\Ü X>\^  (50)

E s dec ir, la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  te n g a  lu g a r  u n a  tran s ic ió n  en  la  q u e  se 

a b so rb a  u n  bosón  en  el e s tad o  x es p ro p o rc io n a l al n ú m e ro  d e  bosones 

o rig in a lm e n te  en  el es tad o  x.
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P u e d e n  ap lica rse  m é to d o s análogos p a r a  procesos m ás co m p licad o s y 

v e r  q u e  la p ro b a b il id a d  d e  q u e  u n  b osón  h a g a  u n a  tran s ic ió n  d e l e s tad o  y 
a l e s tad o  x {xy^ y) es p ro p o rc io n a l a  n ' ( n '  - f  1) . M ás en  gen e ra l, la  p ro b a ­

b ilid ad  d e  q u e  sean  ab so rb id o s bosones en  los es tados x, y, . .. y  em itidos 
en  los estados a, b, ... es p ro p o rc io n a l a

1 ) K + 1 ) . , . ,  (51)

siendo  las en  c a d a  caso  el n ú m e ro  d e  bosones p re se n te s  in ic ia lm en te . 
E sto s resu ltad o s  v a len  p a ra  p rocesos d e  tran s ic ió n  d ire c ta  y  p a ra  procesos 

d e  tran sic ió n  q u e  se  re a liz a n  a  trav és d e  u n o  o m ás es tados in te rm ed io s, 

d e  ac u erd o  con la  in te rp re ta c ió n  d a d a  a l final d e  § 44.
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62. Aplicación a fotones

P u esto  q u e  los fo tones son bosones, p u e d e  ap licá rse les  la  te o ría  p re ­
ced en te . Los es tados es tac ionario s d e  u n  fo tó n  son  los a u to es tad o s  d e  su 
m om ento . P a ra  c a d a  a u to e s ta d o  d e l m o m en to  ex isten  dos es tad o s  d e  p o la ­
rización  in d ep en d ie n te s , p a ra  los cua les p u e d e n  e leg irse  dos es tados d e  
p o la rizac ión  lin ea l en  d irecciones p e rp e n d icu la re s . L as  v a ria b le s  d in á m i­

cas n ecesarias p a ra  d esc r ib ir  los es tados es tac ionarios son  en  e s te  caso el 

v ec to r m o m en to  p y u n a  v a r ia b le  d e  p o la riza c ió n  1 co n s is te n te  en  u n  
v ec to r  u n id a d  p e rp e n d ic u la r  a  p. L as v aria b le s  p y  1 o c u p a n  e l lu g a r  d e  
las a an terio res. L os au to v alo res  d e  p son todos los n ú m e ro s  d esd e  — oo 
a  00 p a ra  ca d a  u n a  d e  las tres  co m p o n en tes  ca rtesian as d e  p, y  p a ra  ca d a  

au to v a io r  p '  d e  p, 1 tien e  so lam en te  dos au tovalo res  q u e  c o rre sp o n d e n  a 

dos vec to res  escogidos d e  m a n e ra  a rb itra ria , p e rp e n d ic u la re s  a  p ' y p e r ­

p en d icu la re s  e n tre  sí. P u es to  q u e  los au tovalo res  d e  p fo rm a n  u n  in terv a lo  
con tinuo , existirá  u n  co n jun to  co n tinuo  d e  es tados es tac ionario s  q u e  cons­

t i tu y e n  los kets  básicos con tinuos |p 'r> . E n  cam bio , la  te o ría  p re c e d e n te  
se  construyó  p a ra  u n  co n ju n to  d isc re to  d e  kets básicos ]«'> d e  u n  bosón. 
P odem os re c u rr ir  a dos fo rm alism os p a ra  e lim in ar es ta  d isc rep an c ia .

E l p rim e ro  consiste  en  re e m p la z a r  la  d is trib u c ió n  co n tin u a  tr id im e n ­

sional d e  au tovalo res  d e  p p o r  im  g ra n  n ú m e ro  d e  p u n to s  d isc re to s  s itu a ­

dos m u y  ce rca  unos d e  o tros y  fo rm a n d o  u n a  n u b e  e sp a rc id a  so b re  to d o  el 
espac io  p trid im ensional. S ea Sp, la  d e n s id a d  d e  la n u b e  (núm ero  d e  p u n to s  

p o r  u n id a d  d e  vo lum en) en  las p ro x im id ad es  de  c u a lq u ie r  p u n to  p'. P or 

consigu ien te , Sp, h a  d e  se r g ra n d e  y  positivo , p e ro  a p a r te  d e  eso p u e d e  ser 

u n a  fu n c ió n  a rb itra r ia  d e  p'. L as in teg ra le s  so b re  e l e sp ac io  p p u e d e n  
reem p laza rse  p o r  sum as ex ten d id as  a  la  n u b e  d e  p u n to s , d e  ac u e rd o  con 

la fó rm u la

f f f  m  dp^dp^dp' =  2  m s - j ,  (52)



la cua l nos p ro p o rc io n a  la  b a se  p a ra  e l p aso  d e  los valo res d e  p ' con tinuos 
a  los discretos y v iceversa . C u a lq u ie r  p ro b le m a  p u e d e  p la n te a rse  en  té r ­
m inos d e  los valo res d iscre tos d e  p', p a r a  los cuales p u e d e  u sa rse  la  te o r ía  

d e  §§ 5 9 - 6 1 ,  y  los resu ltad o s  p u e d e n  tran sfo rm arse  d e  n u ev o  p a r a  re fe ­
rirlos a los valo res con tinuos d e  p'. L a  d en s id ad  a rb it ra r ia  Sp, d e sa p a re c e  

en tonces de  los resu ltados.
E l seg u n d o  fo rm alism o  consiste  en  m odificar las ecuac iones d e  la  te o ría  

de  §§ 5 9 - 6 1  d e  m odo  q u e  se a p liq u e n  a l caso  d e  u n  co n ju n to  d e  k e ts  
básicos \<x'y con tinuo , ree m p la za n d o  sum as p o r  in teg ra le s  y  e l s ím bolo  8 

d e  las re laciones d e  co n m u tac ió n  (11) p o r  las funciones 8 e n  lo  q u e  con ­
c ie rne  a las va riab le s  con au to v alo res  con tinuos. C a d a  u n o  d e  estos fo rm a ­

lism os tien e  sus v en ta jas  y  sus inconven ien tes. E l p r im e ro  su e le  se r m ás 

co n v en ien te  p a ra  la  d iscusión  física, y  e l seg u n d o  p a r a  e l d esarro llo  

m atem ático . D esa rro lla rem o s los dos y  em p learem os u n o  u  o tro  según  nos 

convenga  en  cad a  m om ento .

E l ham ilto n ian o  q u e  d esc r ib e  u n  con ju n to  d e  fo tones en  in te rac c ió n  
con u n  átom o te n d rá  la  fo rm a  g en e ra l (40), con coeficientes Hp, Ua, Uai, 
Vab q u e  con tien en  las va riab le s  a tóm icas. E s te  h am ilto n ian o  p u e d e  esc ri­

b irse

Hr ^  Hp + Hq + Hu. (53)

d o n d e  Hp es Ja en e rg ía  d e l á tom o solo, Hji la en e rg ía  d e l co n ju n to  d e  

fo tones aislado

Hit =  2  np ,„hvp„ (54)
p'V

—  Vp, es la f re cu e n c ia  d e  u n  fo tó n  d e  m o m en to  p ' — , y  H q es la  en e rg ía  

d e  in te rac c ió n  q u e  p u e d e  ca lcu la rse  p o r  an a lo g ía  con  la  te o r ía  c lásica  

com o verem os en  la  sección  s igu ien te . E l s is tem a g lo b a l p u e d e  tra ta rs e  
p o r  u n  m éto d o  d e  p e r tu rb a c ió n  com o el d e  la  sección  p re c e d e n te , con  Hp 
y Hr en  el lu g a r  d e  la  e n e rg ía  (41) d e l s is tem a n o  p e r tu rb a d o  y Hq com o 
e n e rg ía  d e  p e r tu rb a c ió n  q u e  o rig in a  las transic iones con  em isión  y  ab so r­
ción  d e  fo tones y  pasos s im u ltáneos d e l á to m o  d e  u n  e s tad o  e s tac io n a rio  
a otro.

V im os en  la sección an te rio r  q u e  la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  te n g a  lu g a r  u n  
proceso  de  abso rc ión  es p ro p o rc io n a l a l n ú m e ro  d e  bosones q u e  e s ta b a n  
in ic ia lm en te  en  el es tad o  en  q u e  es a b so rb id o  el bosón . P o d em o s d e d u c ir  
de  ello  q u e  la  p ro b a b il id a d  d e  q u e  u n  fo tó n  p ro c e d e n te  d e  u n  h a z  d e  
rad ia c ió n  q u e  in c id e  sob re  u n  á tom o  sea a b so rb id o  es p ro p o rc io n a l a  la  
in ten s id a d  d e l haz . V im os ta m b ié n  q u e  la  p ro b a b il id a d  d e  u n  p ro ceso  
de  em isión es p ro p o rc io n a l a l n ú m e ro  d e  bosones p re se n te s  an te r io rm e n te  
en  el e s tad o  d a d o  m ás uno. P a ra  in te rp re ta r  este  re su lta d o  hem os d e  h a c e r  
u n  es tu d io  cu id ad o so  d e  las re lac iones im p licad as al re e m p la z a r  el c o n ­
jun to  co n tinuo  d e  es tad o s fo tón icos p o r u n  co n jun to  d isc re to .
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D esprec iem os p o r  ah o ra  la  v a ria b le  d e  po la rizac ió n  1. S ea |p'd> el k e t 

no rm alizad o  co rre sp o n d ien te  a l e s tad o  fo tón ico  d isc re to  p '.  E n to n c es  se­
g ú n  (22 ) d e  § 16

2  Ip 'd X p 'd I =  1,
P'

q u e  da, según  (52),

J lp'D><p'D|Sp, d®p' =  1, (55)

h a b ie n d o  escrito  p a ra  ab re v ia r  en  lu g a r  de  dp'/lp'^dp[. Si |p '>  es e l 

k e t  básico  c o rre sp o n d ien te  al es tad o  con tin u o  p ', según  (24) d e  § 16, te- 

nem os

/  i p ' x p i d y  =  1 ,

q u e  m u estra , co m p aran d o  con  (55) q u e

|p '> =  1p 'd>5^^ (56)

L a  re lación  e n tre  [p'> y 1p 'd> es an á lo g a  a  la  q u e  ex iste  e n tre  los ke ts  b ás i­

cos a l ca m b ia r  la  fu n c ió n  p eso  d e  la  re p re se n ta c ió n ; v éase  (38) d e  § 16.
Si tenem os n ,̂ fo tones e n  ca d a  es tad o  fo tón ico  d isc re to  p ',  la  d en s id ad  

d e  G ibbs p p a ra  e l  co n ju n to  d e  fo tones es, según  (68) d e  § 33,

P =  S  lp'D>n'pXp'D| =  f  lp'D>nj^ <p'D|Sp.
P'

=  /  |p '> n 'p X p V ^ p ' (57)

con  la  a y u d a  d e  (56). E l  n ú m e ro  de  fo tones p o r  u n id a d  d e  vo lu m en  en  el 
e n to rn o  d e  u n  p u n to  c u a lq u ie ra  es, p o r  co n sigu ien te , < x '|p |x '> , según  (73) 

d e  § 33.
S egún  (57), a l in tro d u c ir  el va lo r d e  la  fu n c ió n  d e  transfo rm ac ión  

< x '|p '>  d a d a  p o r  (54) d e  § 23, d a  com o re su ltad o

<x'|p|x'> rr I  <x'¡p'}n'̂ <py> dy
=  I  h-^n'^,cPp' (58)

L a  ecuac ión  (58) expresa e l n ú m e ro  d e  fo tones p o r  u n id a d  d e  vo lum en  
com o u n a  in teg ra l so b re  el e spac io  d e  los m om en tos, luego , el in te g ra n d o  

d e  (58) p u e d e  in te rp re ta rse  com o el n ú m e ro  d e  fo tones p o r  u n id a d  d e  
v o lu m en  del espac io  d e  fases. L legam os d e  es ta  m a n e ra  a l re su lta d o  q u e  

el número de fotones por unidad de volumen del espacio de fases es igual 
a hr  ̂ veces el número de fotones por estado discreto, o d ich o  d e  o tro  

m odo, urui celda de volumen en el espacio de fases es equivalente a 
un estado discreto. E s te  re su lta d o  es g e n e ra l y  v á lid o  p a r a  c u a lq u ie r  clase 
d e  p a rtícu la s . Si se tie n e  en  cu e n ta  la  v a r ia b le  d e  p o la riza c ió n  d e  los
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fo tones, el re su ltad o  v ale  p a r a  ca d a  un o  d e  los dos es tados d e  p o la rizac ió n  
in d ep en d ien te s .

L a  m a g n itu d  de l m o m en to  d e  u n  fo tó n  d e  f re cu e n c ia  v es hv/c, luego , 

e l e lem en to  d e l espac io  d e  m om en tos es

dp^dpydpz =

siendo  d<ú u n  e lem en to  d e  án g u lo  sólido  en  la  d irecc ió n  d e l v ec to r  p. Así 
pues, u n a  d is trib u c ió n  d e  fo tones q u e  co n ten g a  n'p fo tones p o r  e s tad o  d is ­

creto , o lo q u e  es eq u iv a len te , u n a  d is trib u c ió n  d e  hr^n'^d^pdH fo tones 
p o r  e lem en to  d e  vo lu m en  dH y u n  e lem en to  del espac io  de  m om en tos d^p, 
es ig u a l a u n a  d is trib u c ió n  d e  n'pC~^v^dvdo)d®x fo tones p o r  e lem en to  d e  
vo lum en  p o r in te rv a lo  d e  fre cu e n c ia  dv y  p o r  e lem en to  d e  án g u lo  
sólido  d(o en  la  d irecc ión  p d e l m ovim iento . E sto  co rre sp o n d e  a  u n a  d e n ­
s id a d  d e  en e rg ía  p o r u n id a d  d e  áng u lo  sólido  y  p o r  u n id a d  d e
in te rv a lo  d e  fre cu e n c ia , o a  u n a  in ten s id a d  p o r  u n id a d  d e  in te rv a lo  
d e  fre cu e n c ia  (q u e  es la  en e rg ía  q u e  a trav ie sa  la  u n id a d  d e  á re a  p o r  
u n id a d  d e  tiem p o  y  p o r  u n id a d  d e  in te rv a lo  d e  frecu en c ia ) d e  va lo r

h  =  (59)

E l h ech o  d e  q u e  la  p ro b a b il id a d  d e  em isión  d e  u n  fo tó n  sea p ro p o r ­
cional a  n'pj +  1, siendo  n'p, el n ú m ero  d e  fo tones q u e  in ic ia lm e n te  es tán  

en  el e s tado  d isc re to  d ado , p u e d e  in te rp re ta rse  ah o ra  com o q u e  la  p ro b a -  
b iU dad  es p ro p o rc io n a l a  +  /iv^/c^, d o n d e  í^, es la  in te n s id a d  d e  la  
rad iac ió n  in c id e n te  p o r  u n id a d  d e  in te rv a lo  d e  frecu en c ia s  en  e l e n to rn o  

d e  la  fre cu e n c ia  d e l fo tó n  em itid o  y  con su  m ism a p o la riza c ió n  1. P o r 

consigu ien te , inc luso  cu a n d o  n o  in c id e  rad ia c ió n  s ig u e  ex istiendo  u n a  
c ie r ta  em isión, p e ro  la  em isión  re su lta  in c re m e n ta d a  o estimulada p o r  la  

rad ia c ió n  in c id e n te  en  la  m ism a d irecc ión  y  con la  m ism a f re cu e n c ia  y 
p o la rizac ión  d e  la rad ia c ió n  em itida . L a  te o ría  d e  la  ra d ia c ió n  a q u í d e s a ­
r ro lla d a  com p le ta  d e  este  m o d o  la  te o ría  defic ien te  d e  § 45, justificando  
ta n to  la  em isión e s tim u la d a  com o la  espo n tán ea . L a  re la c ió n  q u e  d a  p a ra  

los dos tipos d e  em isión, 7^, :  e s tá  en  co n co rd an c ia  con  la  q u e  p r o ­

p o rc io n a  la  te o ría  d e  E in s te in  d e l e q u ih b rio  es tad ís tico , m e n c io n a d a  e n  § 45.

L a  p ro b a b il id a d  d e  q u e  e n  u n  ex p e rim en to  d e  d isp e rs ió n  p a s e  u n  fo tó n  

d e l es tad o  p ' l '  al e s ta d o  p 'T '  es p ro p o rc io n a l a rip,,,(np^,^ +  1), d o n d e  las n  

son e l n ú m e ro  d e  fo tones q u e  e s ta b a n  in ic ia lm e n te  en  los es tad o s  d is ­
cre tos dados. P odem os in te rp re ta r  es te  re su ltad o  d ic ien d o  q u e  la  p ro b a ­
b ih d a d  es p ro p o rc io n a l a

/ . .P  +  ^v"3/c^). (60)

D e  m a n e ra  sem ejan te  p a r a  u n  p roceso  d e  rad ia c ió n  m ás g e n e ra l en  e l q u e  

se  em iten  y  a b so rb e n  varios fo tones, la  p ro b a b il id a d  es p ro p o rc io n a l a l
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fa c to r  Î x p a ra  ca d a  fo tó n  ab so rb id o  y a l fac to r  p a ra  cada
fo tón  em itido . L u ego , e l p roceso  es e s tim u lad o  p o r  la  ra d ia c ió n  in c id en te  
e n  la  m ism a d irecc ió n  y  con la  m ism a fre c u e n c ia  y  p o la riza c ió n  q u e  los 

fo tones em itidos.
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63. La energía de interacción de los fotones con un átomo

V am os a  d e te rm in a r  a h o ra  la  en e rg ía  d e  in te rac c ió n  e n tre  u n  á tom o y 

u n  con jun to  d e  fo tones, es dec ir, la  H q d e  la  ecu ac ió n  (53), p o r  an a lo g ía  

con; la  expresión  clásica d e  la  en e rg ía  d e  in te racc ió n  e n tre  u n  á tom o  y  un  
cam po  d e  rad iac ió n . P a ra  sim plificar su p o n d rem o s q u e  e l á to m o  es tá  fo r ­

m ad o  p o r  u n  solo e lec tró n  q u e  se m u e v e  en  u n  cam p o  d e  fu e rz a s  e lec tro s ­

tá tico . E l cam p o  d e  rad ia c ió n  p u e d e  d esc rib irse  m e d ia n te  u n  p o te n c ia l 

e sca la r y  u n  p o te n c ia l vec to r. E sto s po ten cia le s  no  e s tán  u n ív o cam en te  
d e te rm in a d o s  y  p u e d e n  escogerse d e  m a n e ra  q u e  e l p o te n c ia l esca lar 
desap a rezca . E l cam po  q u e d a  en to n ces co m p le tam e n te  d e te rm in a d o  p o r  

e l p o te n c ia l v ec to r  Ax, Ay, Az o A . E l cam bio  en  e l h am ilto n ian o  q u e  
d esc rib e  el á tom o p ro d u c id o  p o r  el cam po  es, según  hem os visto  al p r in ­
c ip io  d e  § 41,

H^ = ^ U p  + - ^ a Y - p ^ \  =  - ^ ( p , A )  +  - ^ A = .  (61) 
2m  ( \  c J j  me 2mc-

É s ta  es la  en e rg ía  clásica  d e  in te racc ión . E l  A  d e  es ta  exp resión  te n d r ía  

q u e  ser el v a lo r  d e l p o te n c ia l v ec to r  en  el p u n to  en  q u e  e s tá  s itu ad o  el 

e lec tró n  en  el instante considerado. Sin em bargo , si tom am os p a ra  A  

el va lo r d e l p o te n c ia l v e c to r  en  a lg ú n  p u n to  fijo d e l átom o, com o p o r  e jem ­

p lo  el núcleo , re su lta  u n a  ap rox im ac ión  su fic ien tem en te  b u e n a , s ie m p re  q u e  
se t r a te  de  rad iac io n es  cu y a  lo n g itu d  d e  o n d a  sea g ra n d e  en  co m p arac ió n  
con  las d im ensiones de l átom o.

C onsiderem os p rim e ro  c lásicam en te  el cam po  d e  rad ia c ió n  e ignorem os 
su  in te racc ió n  con, el á tom o. S egún  la te o ría  d e  M axw ell, el p o te n c ia l v ec ­
to r  sa tisface  las ecuac iones

□  A  =  O, d iv  A  ^  O, (62)

□  s im boliza ^ V dt  ̂—  d^/dx^ —  d^/dy  ̂—  L a  p r im e ra  ecuac ión
nos d ice  q u e  A  p u e d e  d esco m p o n erse  en  co m p o n en tes  d e  F o u rie r  d e  la 
fo rm a

=  /  {A k e-Mkx)+2,r.v„í A k  (63)

C a d a  co m p o n en te  d e  F o u rie r  re p re se n ta  u n  tre n  d e  ondas q u e  av a n za  con 
la  v e lo c id ad  d e  la luz, d ad o  p o r  u n  v ec to r  k  cuya  d irecc ió n  d a  la  d irecc ión



d e  m ovim ien to  d e  las o n d as  y  cu y a  m a g n itu d  |kl e s tá  re la c io n ad a  con su 

fre cu e n c ia  p o r
2'juVk =  c |k |. (64)

E l v ec to r  k  es p re c isa m e n te  el m o m en to  d e l fo tó n  q u e  la  te o ría  cu á n tic a  
asoc ia ría  con estas ondas d iv id id o  p o r  ñ. P a ra  ca d a  v a lo r d e  k  ten em o s u n a  
a m p litu d  A,^, q u e , en  g enera l, es u n  v e c to r  com plejo , y  la  in te g ra l d e  (63) 

se ex tien d e  so b re  to d o  el espac io  tr id im en sio n a l d e  las k . L a  se g u n d a  d e  las 
ecuac iones (62) d a

( k ,A O  =  O, (65)

q u e  nos d ice  q u e  p a r a  ca d a  v a lo r d e  k , es p e rp e n d ic u la r  a k . E s to  

exp resa  q u e  las on d as son transversales. A ^  e s tá  d e te rm in a d o  p o r  sus dos 
com ponen tes  en  dos d irecc iones p e rp e n d ic u la re s  e n tre  sí y  a  su  v ez  p e r ­
p en d icu la re s  a  k ;  es tas dos co m p o n en te s  co rresp o n d e n  a  dos es tad o s d e  

p o la rizac ió n  lin ea l in d e p e n d ie n te s .

L a  en e rg ía  to ta l d e  rad ia c ió n  v ien e  d a d a  p o r  la  in te g ra l d e  vo lum en

Hit =  (8x )-i  /  dH (66)

e x ten d id a  a to d o  el espacio ; el cam p o  e léc trico  S  y  el cam p o  m a g n é tico  ^  
v ienen  dados p o r

€  = --------Jf =  ro t A . (67)
c dt

U san d o  fó rm u las conocidas de l análisis vec to ria l, re su lta

d i v [ A X ^ ]  =  ( ^ ,  ro t A ) — (A, ro t ^ )  =  — (A, ro t ro t A )

= +  (A, V^A)

con la  ay u d a  d e  la  se g u n d a  ecuac ión  (62). D e  este  m odo , d esp re c ia n d o  un  

té rm in o  q u e  p u e d e  tran sfo rm arse  en  u n a  in teg ra l d e  superfic ie  ex ten d id a  
a  la  superfic ie  d e l infinito , (66) se co n v ie rte  en

H . =  (8* ) - / { ^ ( §  . § )  -  (A , V^A) ¡ (68)

S ustitu y en d o  A  e n  es ta  expresión  p o r  su v a lo r (63) p o d em o s o b te n e r  la  
en e rg ía  d e  rad iac ió n  en  fu n c ió n  d e  las am p litu d es  d e  F o u rie r  A ^ . L a  e n e r ­
g ía  d e  la  rad ia c ió n  es co n s tan te  (puesto  q u e  d esp rec iam o s la  in te rac c ió n  
de la  rad ia c ió n  con el átom o), lu eg o  p a ra  ca lcu la rla  p o d em o s to m a r  í  — 0 . 

E sto  significa to m ar

A  =  /  (A „  +  d?k, (69)

V^A =  —  /  (A k +  d%
8A/dt = ic f  |k l(A k — A-k)e-*<*'*> d’k. (70)
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In tro d u c ie n d o  estas expresiones en  (68), ob tenem os, con  la  a y u d a  d e  la  

fó rm u la  (49) d e  § 23

Hn =  (8 ,r)-i I I I  lk'=*(Ak +

—  |k | |k 1(A k — A. k ,  A k · — d^kd^WdH

^  j  ik '^ (A ^ +  A ^ . + A - K · ) -

-  |kl Ik'KÂ  -  A.^, A^. -  A _k.)!8(k +  k') d W k ' ,

siendo  S(k +  k ')  el p ro d u c to  de  tres fac to res  co rresp o n d ien te s  a  las tres 

com ponen tes  d e  k . D e  ah í

IIn =  k^í(A k +  A_^, A_„ +  A ^) -  (A ^ -  A_„, A_k —  Ak)1 d̂ k̂ 

=  27̂2 J  k^’j(A ^, Ak) +  (A^k, A_k)í d^k

=  Jk ^ -(A ^ ,A ^ )d ^ k . (71)

P odem os ree m p la za r  la d is trib u c ió n  d e  valo res de  k  co n tin u a  p o r u n a  n u b e  
d e  valores d isc re to s d e  k , com o hic im os con  los valo res d e  p en  la sección  

an terio r. L a in teg ra l (71) se tran sfo rm a  en tonces, seg ú n  la fó rm u la  (52) en 

la sum a

Hn -  2  k ^ ( A K , a o ^ k ^
k

siendo  la  d en s id a d  d e  valores d iscre tos d e  k . P odem os esc rib irlo  ta m b ié n  

en  la fo rm a

Hj, ^  4t:^ 2  k2A K ,Á K i^ .\ (72)
kl

siendo  A^i la co m p o n en te  d e  en  u n a  d irecc ión  1 p e rp e n d ic u la r  a  k  

y  es tan d o  re fe r id a  la  sum ación  re sp e c to  a l a  dos d irecc iones I p e rp e n ­

d icu la re s  en tre  sí. E s dec ir, en  (72) h a y  u n  té rm in o  p a ra  c a d a  e s tad o  e s ta ­

c ionario  de  u n  fo tó n  in d e p e n d ie n te .

Los valores £  y  ^  d e l cam po  en  u n  p u n to  c u a lq u ie ra  p u e d e n  to m arse  
com o variab les  d inám icas. L as ca n tid a d es
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,2'ícií̂ kí-^kií — Aki Áî it — û.1 ^

son en tonces v a riab le s  d inám icas en  el in s ta n te  t, p u e s to  q u e  es tán  lig ad as 
a f i  y  ^  en  d iversos p u n to s  x  y  en  e l in s ta n te  t p o r  ecuac iones q u e  no 

co n tien en  la  t, com o se d e d u c e  d e  (63) y  (67). A ^, es co n s tan te , luego , 
Aki í  v a ría  con t según  u n a  ley  arm ó n ica  sim ple. P o r  lo ta n to , h ac e



el p a p e l d e  la  rjt d e  u n  o sc ilad o r arm ónico , defin ido  p o r  (3) d e  § 34, d o n d e  
la (O d e l o sc ilador es 2T:Vk. P odem os to m ar c a d a  p ro p o rc io n a l a  la  i]i 
d e  u n  o sc ilador arm ónico , y  en tonces el cam po  d e  ra d ia c ió n  se  co n v ie rte  
en u n  con jun to  de  osc iladores arm ónicos.

Pasem os a  la te o ría  c u á n tic a  y  tom em os Ak, f  com o v a ria b le s  d i ­
nám icas en  la  im ag en  d e  H eisen b e rg . L a  expresión  (72) d e  la  e n e rg ía  p u e d e  
conservarse, si b ie n  a h o ra  e l o rd en  en  q u e  a p a rec en  los fac to re s  A ^i y 

no  p u e d e  m odificarse  si no  q u ere m o s q u e  ap a re z c a  u n  p u n to  ce ro  d e  
en e rg ía . L as A^i t  c o n tin ú an  v a r ia n d o  con  el tiem p o  d e  a c u e rd o  con  la  ley  

e ig u a l q u e  an tes  p u e d e n  to m arse  p ro p o rc io n a les  a las 7]t d e  osc ila ­

d o res arm ónicos. E l fac to r  d e  p ro p o rc io n a lid a d  p u e d e  o b te n e rse  ig u a la n ­
do  (72) a la  expresión  (39) d e  la  en e rg ía , su s titu y en d o  en  e lla  e l s ím bolo  a 
p o r los dos sím bolos k  y  1, y  fítúa p o r  E s to  nos d a

4t:~ 2  =  2  ftVk Vkit Vkit,
kl

In tro d u c im o s el su b ín d ice  t p a ra  in d ic a r  q u e  trab a ja m o s con  variab le s  

d inám icas d e  H e isen b e rg  (com o hem os d e  h a c e r  c a d a  v ez  q u e  p asam o s 

ecuac iones d e  la  te o ría  c lásica a  la  te o ría  cuán tica). D e  ah í, u sa n d o  (64),

d esp re c ia n d o  u n  fac to r  d e  fase  a rb itra r io  sin im p o rtan c ia . D e  es te  m odo  
se in tro d u c e n  las variab le s  d inám icas d e  H e ise n b e rg  17̂ 1̂ , q u e  d e sc r ib e n  

el cam p o  de rad iac ió n  com o u n  co n jun to  d e  osciladores. L as  re lac io n es d e  

co n m u tac ió n  e n tre  y  son conocidas y  es tán  d a d a s  p o r  (11), luego , 
la ecu ac ió n  (73) fija las re lac io n es d e  co n m u tac ió n  e n tre  Ak, í  y  Ajcií. 
E n  consecuencia , fija ta m b ié n  las re laciones d e  co n m u tac ió n  e n tre  los p o ­

tencia les A  y  los valores d e l cam po  S  y  ^  e n  los d iversos p u n to s  x  y  en  
el in s ta n te  t. (In c id en ta lm en te  las re lac iones d e  co n m u tac ió n  e n tre  A ,̂ y  A î 
110 d e p e n d e n  del tiem po , y, p o r  consigu ien te , la  re lac ió n  d e  co n m u tac ió n  
en tre  dos po ten cia les  o dos c a n tid a d e s  q u e  d e sc r ib en  el cam p o  en  dos 

tiem pos d istin tos ta m p o co  v a ría  con  el tiem po .)
A sim ism o p o d em o s u sa r  (73) c u a n d o  qu erem o s te n e r  e n  c u e n ta  la  in ­

te racc ión  e n tre  el cam po  d e  rad ia c ió n  y  el átom o. E s ta  afirm ación  im p lica  

su p o n e r q u e  la  in te rac c ió n  no  a fe c ta  a  las re laciones d e  co n m u tac ió n  e n tre  
los po ten c ia le s  y  las ca n tid a d es  q u e  d esc rib en  el cam p o  en  u n  in s ta n te  

dado . L a  in teracc ió n  h a c e  q u e  las 77̂ 1« d e jen  d e  v a r ia r  d e  ac u e rd o  con  la  
ley  arm ó n ica  sim ple  y q u e  los osc iladores de jen  d e  ser arm ónicos. P o r 

consigu ien te , p o d r ía  a fe c ta r  a la  re lac ió n  d e  co n m u tac ió n  en tre  dos p o ­
tencia les o dos c a n tid a d es  q u e  d esc rib en  el cam po  p a ra  dos in s tan te s  d is ­
tin tos.

P odem os in tro d u c ir  ah o ra  la  en e rg ía  d e  in te rac c ió n  (61) en  la  teo ría  
cu á n tic a  su stitu y en d o  p  p o r  p¿ p a ra  in d ica r  q u e  es u n a  v a r ia b le  d in ám ica
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d e  H eisen b e rg . T o m a n d o  e l nú c leo  atóm ico  com o o rigen , al su s titu ir  (63) 
con X =  O en  (61), o b ten em o s
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J (Pf, A k t  4" ^ k í )  +

+  J j (A k, +  ÄK., A^., + A^.,) d^kíPk’ 

=  (p<- Ak» +  Äkt)«;;^ +  +  Akí ,  A k ·,  +  A k-,)
kk'

si pasam os d e  valo res con tinuos d e  k  a  valores d iscre tos. L uego ,

^Qt — ------- 2  Pl í (^kl t  +  ^ k l í ) \ ^  +me

H 0 2 (^kl< “h Äjtit) (Ak' i ' í  +  Äk-/jnc

d o n d e  pn es la  co m p o n en te  d e  Pí en  la  d irecc ión  1. C on  la  a y u d a  d e  (73) 

podem os ex p resa r Hqt e n  fu n c ió n  d e  Y Vw\u y e lim in ar en to n ces el 
su b ín d ice  t (lo q u e  significa p a sa r  a  las variab le s  d in ám icas d e  S ch rö d in ­

ger, o b te n ién d o se  fina lm en te

^  Pi\HVki +  +

B̂ h
+  -̂ 2^  +  Vκ^) iVk r + Vk'i W )  (74)

P a ra  e l m ode lo  d e  á tom o  q u e  em pleam os, la  en e rg ía  d e  in te rac c ió n  
a p a re c e  com o u n a  fu n c ió n  lin ea l m ás u n a  fu n c ió n  c u a d rá tic a  en  las fj y 
las fj. Los té rm inos lineales o rig in a n  p rocesos d e  em isión  y abso rc ión , y  los 

c u ad rá tico s  procesos d e  d isp e rs ió n  y  p rocesos en  los q u e  se a b so rb e n  o 
em ite n  dos fo tones s im u ltán eam en te . E l o rd en  d e  los fac to re s  7] y fj en los 
té rm inos cu ad rá tico s  no q u e d a  d e te rm in a d o  p o r  e l m é to d o  em p lea d o  en  la 

te o ría  clásica, p e ro  no  tien e  im p o rta n c ia  pu es to  q u e  un  cam b io  d e l o rd en  no  
m odifica a  H q m ás q u e  en  u n a  co nstan te .

E l e lem en to  d e  m a tr iz  d e  H q re la tiv o  a la em isión  d e  u n  fo tó n  en  el 
e s tad o  d isc re to  k l ,  o lo q u e  es lo m ism o, e n  el e s tad o  d isc re to  p 'l  como 
ta m b ié n  p u e d e  des ignarse , a c o m p a ñ a d a  d e l salto  de l á tom o  d e l e s tad o  a® 

a l es tad o  a ', es

p u e s to  q u e  s¡̂  =  Spñ̂ . E l pi q u e  figura aq u í, y  q u e  se re fie re  a l m o m en to  
d e l e lec trón  es, p o r  supuesto , to ta lm e n te  d is tin to  d e  las o tras  le tra s  p, q u e



se refieren  a l m o m en to  d e l fo tó n  em itido . P a ra  e v ita r  con fusiones re e m ­

p lazarem os el m o m en to  p  d e l e lec tró n  p o r  m i ,  ya  q u e , p a ra  e l á to m o  sin 
p e r tu rb a r ,  es tas dos v a riab le s  d in á m ic as  son  u n a  m ism a. P a sa n d o  a  e s ta ­
dos con tinuos d e l fo tó n  m e d ia n te  la  im ag in a ria  co n ju g ad a  d e  la  e c u a ­

ción (56), o b tenem os

<p'W\H,yy (75)

A nálogam en te , el e lem en to  d e  m a tr iz  d e  Hq re la tiv o  a  la  ab so rc ió n  d e  u n  
fo tón en  el e s tad o  co n tin u o  p®l, p asan d o  el á tom o s im u ltá n ea m en te  de l 

es tado  a® al es tad o  a ' es

< a '|H o |p ‘'la«> =  (76)

y  el e lem en to  d e  m a tr iz  re la tiv o  a la  d ispers ión  d e  u n  fo tón  d e sd e  e l es tad o  

co n tinuo  p®l® al es tad o  co n tin u o  pT con  el á tom o sa lta n d o  d e l e s tad o  a® 
al es tad o  <x' es

< p T .'|H ,!p n v >  =  (tt)

p a r a  el cual h a y  dos té rm in o s d e  (74) q u e  d a n  co n trib u c ió n  no  nu la . E n  la  

p róx im a sección em plearem os estos e lem en tos d e  m a triz . L os e lem en tos 
d e  m a tr iz  re la tivos a  la ab so rc ió n  o em isión  s im u ltán ea  d e  dos fo tones 

p u e d e n  o b te n erse  d e  la m ism a m an era , p e ro  co n d u cen  a  efectos físicos 
d em asiad o  p e q u e ñ o s  p a ra  se r d e  im p o rta n c ia  p rác tic a .
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64. Emisión, absorción y dispersión de la radiación

P odem os d e te rm in a r  ah o ra  d ire c ta m e n te  los coeficientes d e  em isión, 
abso rc ión  y d ispers ión  d e  rad iac io n es su stitu y en d o  en  las fó rm u las  d e l ca ­
p ítu lo  V II I  los valo res d e  los e lem en tos d e  m a tr iz  dad o s p o r  (75), (76) y  (77).

P a ra  d e te rm in a r  la  p ro b a b il id a d  d e  em isión  p o d em o s u sa r  la  fó rm u ­

la  (56) d e  § 53. N os d ice  q u e  p a ra  u n  á tom o en u n  e s tad o  a® la  p ro b a b i­

l id a d  p o r  u n id a d  d e  tie m p o  y  p o r  u n id a d  d e  ángu lo  sólido  d e  q u e  em ita  
e sp o n tá n e a m e n te  un  fo tón  y p ase  a u n  es tad o  a ' d e  m e n o r  e n e rg ía  es

4 t;2 WP e 1

T c2 h (2w )i
(78)

A hora b ien , la  en e rg ía  y  el m o m en to  d e  u n  fo tón  d e  f re cu e n c ia  v son

W  =  /iv, P  =  hWc.



A dem ás, d e  la  ley  d e  H e ise n b e rg  (20) d e  § 29,

<a'lx,la°> =  — 2xiv((?{0a')<(jí'|x,la^>,

d o n d e  v(a^a') es la  fre cu e n c ia  aso c iad a  a  las transic iones d e l es tad o  ofi a l 

e s tad o  ot', q u e  en  n u es tro  caso es p re c isa m e n te  la f re cu e n c ia  v d e  la r a d ia ­
ción em itida . E stos resu ltad o s  su stitu idos en  (78) re d u c e n  e l coeficiente 
d e  em isión  a

I -  (79)

P a ia  o b te n e r  la  c a n tid a d  d e  en e rg ía  em itid a  en  la  u n id a d  d e  tiem p o  p o r
u n id a d  d e  án g u lo  sólido  con  u n a  p o la riza c ió n  d a d a  ten em o s q u e  m u lti ­
p lica rlo  p o r  h .̂ C on ello, el coeficien te to ta l d e  em isión  d e  en e rg ía  en

to d a á  d irecciones será

4 (2xv)^

q u e  es tá  d e  a c u e rd o  con la  exp resión  (34) d e  § 45 y  justifica la  h ip ó tesis  

d e  H e isen b e rg  p a ra  la  in te rp re ta c ió n  d e  sus e lem en tos d e  m a triz .
D e  la m ism a m a n e ra  el coeficien te d e  absorción , d a d o  p o r  la fó rm u la  

(59) d e  § 53, se co n v ie rte  p a r a  fo tones en
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h (2xv)i

E s te  coeficiente d e  abso rc ión  se refiere a u n  h az  in c id e n te  q u e  con tiene  
u n  fo tó n  p o r  u n id a d  d e  in te rv a lo  d e  en e rg ía  q u e  a tra v ie sa  la  u n id a d  d e  

á re a  e n  la  u n id a d  d e  tiem po . Si en  lu g a r  d e  p o r  u n id a d  d e  in te rv a lo  

d e  en e rg ía  tom am os p o r  u n id a d  d e  in te rv a lo  de  fre cu e n c ia , com o se  su e le  
h a c e r  cu an d o  se tr a ta  d e  rad iac io n es, el coeficiente d e  ab so rc ión  re su lta  ser

E s te  re su ltad o  es el m ism o q u e  (32) d e  § 45, si en  é l su stitu im os p o r  la  

en e rg ía  hv d e  u n  solo fo tón . D e  este  m o d o  la teoría elemental de § 45, en 
la que se considera el campo de radiación como una perturbación externa, 
da el valor correcto para el coeficiente de absorción.

E s ta  co n co rd an c ia  e n tre  la  te o ría  e lem e n ta l y  la  p re se n te  te o ría  p o d r ía  
d ed u c irse  d e  a rg u m en to s  generales. L as dos teo rías  d ifie ren  so lam en te  en  

q u e  las ca n tid a d es  q u e  d esc r ib en  el cam po  co n m u tan  e n tre  sí en  la  te o ría  

e lem en ta l y, en  cam bio , e n  la  p re se n te  te o ría  sa tisfacen  u n as  re lac iones 

d e  co nm utac ión  defin idas, d ife ren c ia  q u e  resu lta  sin im p o rta n c ia  p a ra  
cam pos fuertes . P o r lo tan to , las dos teo rías h a n  d e  d a r  la  m ism a em isión



y absorc ión  cu an d o  in te rv ien en  cam pos fu ertes . C om o las dos te o ría s  dain 
e l coeficiente d e  absorc ión  p ro p o rc io n a l a la  in ten s id a d  d e l h a z  in c id en te , 
la co nco rdanc ia  h a  d e  m a n te n e rse  ta m b ié n  p a ra  cam pos d éb iles  en  el caso  

d e  la  absorción . D e  la  m ism a m a n e ra  la  p a r te  d e  em isión  e s tim u la d a  d e  la 

p re se n te  te o ría  h a  d e  co in c id ir  con  la  em isión  en  la  te o r ía  e lem en ta l.
C onsiderem os ah o ra  la  d ispersión . E l  coeficiente d e  d isp ers ió n  d ire c ta  

v ien e  d ad o  p o r  la  fó rm u la  (38) d e  § 50. E s ta  d ispers ión  d e  fo tones n o  irá  
ac o m p a ñ ad a  p o r  n in g ú n  cam bio  en  e l e s tad o  d e l átom o, d e b id o  a  la  p r e ­

senc ia  d e l fac to r  en  la  expresión  d e l e lem en to  d e  m a tr iz  (77). L uego , 
la  en e rg ía  final W ' de l fo tó n  se rá  ig ua l a  su  en e rg ía  in ic ia l W ^. E l coefi­

c ien te  d e  d ispers ión  q u e d a  re d u c id o  a

e^/rn^c^. (IVf.
E s el m ism o q u e  da. la  m ecán ica  clásica  p a ra  la  d ispers ión  d e  ra d ia c ió n  p o r  

u n  e lec tió n  lib re . V em os, pues , q u e  la  d ispers ión  d ire c ta  d e  ra d ia c ió n  
p o r  u n  e lec trón  en  u n  á tom o  es in d e p e n d ie n te  d e l á tom o  y  v ie n e  d a d a  
co rrec tam en te  p o r  la  te o ría  clásica. R ecordem os q u e  e s te  re su lta d o  sólo 

es v á lido  cu an d o  la  lo n g itu d  d e  o n d a  d e  la rad iac ió n  es g ra n d e  en  co m p a ­

rac ió n  con las d im ensiones d e l átom o.
L a  d ispers ión  d ire c ta  es u n  co n cep to  m a tem ático  y n o  p u e d e  se p a ra rse  

ex p e rim en ta lm en te  d e  la d ispers ión  to ta l, d a d a  p o r  la  fó rm u la  (44) d e  

§ 51. V eam os cuá l es e s ta  d ispers ión  to ta l en  el caso d e  fo tones. H em os 

d e  ir  con cu id ad o  al a p h c a r  la  fó rm u la  (44) d e  § 51. L a  sum ación  2  ^^ta

fó rm u la  re p re se n ta  la  co n trib u c ió n  a la  d ispers ión  d e  tran sic io n es dob les, 

consisten tes en  transic iones p r im e ra m e n te  de l es tado  in ic ia l al e s ta d o  k y  

luego  d e l es tad o  k a l es tad o  final. L a  p r im e ra  tran s ic ió n  p u e d e  ser u n a  

abso rc ión  de l fo tón  in c id e n te  y la  se g u n d a  u n a  em isión  d e l fo tó n  d isp e r ­
sado, p e ro  ta m b ié n  es p o sib le  q u e  te n g a  p rim ero  lu g a r  la  em isión  y  d e s ­

p u és  la  absorción . L a  n a tu ra le z a  g en e ra l d e l m é todo  u sa d o  p a r a  d e d u c ir  

la fó rm u la  (44) d e  § 51 p o n e  d e  m anifiesto  q u e  cu a n d o  se a p lic a  a  fo tones
h a n  d e  inc lu irse  los dos tipos d e  transic ión  d o b le  en  la  su m ació n  2  a u n q u e

k
en  la  d ed u cc ió n  d a d a  en  § 51 so lam en te  ap a re z c a n  las d e l p r im e r  tip o  

d eb id o  a q u e  allí  no  se  tuvo  en  cu e n ta  la  p o s ib ilid a d  d e  q u e  la  p a r tíc u la  

fu e ra  c re ad a  o an iq u ilad a .

E m pleam os los su p e rín d ice s  cero, p r im a  y  se g u n d a  p a r a  re fe r irn o s  re s ­
p ec tiv a m e n te  a  los es tados in icia l, final e  in te rm ed io  d e l átom o, y  cero y 

p r im a  p a ra  re ferirn o s re sp e c tiv am e n te  a  los fo tones a b so rb id o s  y  em itidos. 

P a ra  la  d o b le  tran sic ió n  d e  ab so rc ió n  se g u id a  d e  em isión ten d re m o s  q u e  
to m ar en tonces com o elem en tos d e  m a triz

<fc|V|pOâ >, <pV|V|fc> 

en  la  fó rm u la  (44) d e  § 51 los sigu ien tes:

<k\V\p^a^y <a"|Hc,|pW>, <p'a'|V|fc> =  <p'lV|H^|a">.
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T am b ién  hem os d e  to m a r

E ' — Ek =  fovO +  Hp(a») — //p (a " ) =  — v ( a 'V ) ] ,

d o n d e
ftv(a"a«) =  i/p (o " ) — H p(í« ).

A nálogam en te , p a r a  la  d o b le  tran sic ió n  d e  em isión  se g u id a  d e  abso rc ió n  
hem os d e  to m ar

<fc|V|p«a«> =  <pTa"|Ho|a®>, <p'a'|V|fc> =  W\H^\p«V>a">

y
E' —  Eu =  /»vO +  Hpíoc») — H p (a" )— ftvo — /iv' =  _  +  v ( a 'V ) ] ,

ex istiendo  a h o ra  en  e l e s ta d o  in te rm ed io  dos fo tones, d e  fre cu e n c ia s  v® y v'. 

S u stitu y en d o  los valo res d e  los e lem en tos d e  m a tr iz  d a d o s  p o r  (75), (76) 

y  (77) en  (44) d e  § 51 o b te n em o s p a r a  e l coeficien te d e  d isp e rs ió n
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ĥ c* V»
2

^  I V* — v(«"««) v' +  v(a"a») (

P o n ien d o  (81) e n  fu n c ió n  d e  x e n  v ez  d e  x, o b tenem os

• (81)

(2%e)* v' f i

ĥ c* V» 2xm V« — v (o 'V )

>

v' +  v(ct'V) j · (82)

P odem os sim plificar (82) m e d ia n te  las cond iciones cuán ticas . T enem os

x¡,xi9 x¡oXif — o,
q u e  d a

2  {<a1x.o|a''><a''|x,,|a«>} =  O, (83)

y  ta m b ié n
x„x,o— .í-,oX,, =  l / m . ( x , , p t o  —  p,oxi , )  =  i ñ / m - ( l V ) ,

q u e  d a

2  · v(a 'V )<a"|x,o|a«> — v(« V ')< a 'lx ,.|a ">  · <á"|x„la< '>}

1 ifi fi 
= 2 S  W

M u ltip lican d o  (83) p o r  v' y  su m á n d o la  a  (84) o b ten em o s

2  {< a '|x ,,IO <a"l^ .« !á '® > [v ' +  v(a"««)] —  <a '|x ,o |a"><a"|x„|a«> [v ' +  v (« V ') ] }
=  fi/2TTn . ( l 'P ) 8, .



Si sustitu im os en  (82) ^ 2 x m  · (11®) Sa a« p o r  es ta  expresión , o b ten em o s 
d espués dei u n a  sim plificación d ire c ta  h ac ie n d o  uso  d e  re lac io n es id én ticas  

en tre  las v,
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ĥ c* v“ — v'  +  vía"««) j (85)

q u e  es el coeficiente d e  d isp e rs ió n  en  la  fo rm a  d e  secc ión  eficaz so b re  la  

q u e  h a  d e  in c id ir  el fo tó n  p o r  im id a d  d e  án g u lo  sólido  d e  d ispersión- Se 
conoce com o fórmula de dispersión de Kramer-Heisenberg, y  fu e  o b te ­

n id a  p r im e ra m e n te  p o r  estos au to res  m e d ia n te  an a lo g ías  co n  la  te o ría  

c lásica d e  d ispersión .
E l h ech o  d e  q u e  los d iversos té rm inos d e  (82) p u e d a n  co m b in arse  

p a ra  d a r  el re su ltad o  (85) justifica la  suposic ión  h e c h a  a l d e d u c ir  la  fó rm u ­
la  (44) d e  § 51, d e  q u e  los e lem en tos d e  m a tr iz  < p 'a '|V lp"o5">  d e  la  en e rg ía  
d e  in te rac c ió n  son d e  seg u n d o  o rd e n  d e  m a g n itu d  co m p arad o s  con  los 

<p'a 'jV |k> en  todo  p ro m ed io  te m p o ra l c u a n d o  las p a r tíc u la s  son  fo tones.

65. Conjuntos de fermiones

U n con jun to  d e  ferm iones p u e d e  es tu d ia rse  m e d ia n te  u n  m é to d o  an á lo ­
go a l u sa d o  en  §§ 59 y  60 p a ra  bosones. C on  los k e ts  (1) p o d em o s u sa r  el 

o p e ra d o r  d e  an tis im etrizac ió n  A defin ido  p o r

A u'l-i (2')

d o n d e  la  sum a está  ex te n d id a  a  to d as  las p e rm u tac io n es  F, y  con  e l signo  

+  o —  según  sea F  p a r  o im par. A p licado  al k e t (1) d a

u '! - i  2  ±P|ce®(z^oc^...a^,> =r A la^ ^ aV .-.aO , (3')

k e t c o rre sp o n d ien te  a u n  e s ta d o  d e  u n  con ju n to  d e  w' ferm iones. E l k e t (3') 
e s tá  n o rm alizad o  s i l o s  kets |a®>, |a^>, ... d e  los fe rm iones in d iv id u a les  son 
todos d ife ren tes , en  caso co n tra rio  es cero. A es te  re sp e c to  el k e t  (3') 

es m ás sim p le  q u e  el k e t (3). E n  cam bio  (3') es m ás com pH cado q u e  (3) 
p o r  el h ech o  d e  q u e  (3') d e p e n d e  d e l o rd e n  en  q u e  se p re se n ta n  a®,

y  cam b ia  de  signo cu an d o  se ap lica  a  este  o rd e n  u n a  p e rm u ta c ió n
im par.

P odem os in tro d u c ir  ig u a l q u e  an tes los n ú m eros d e  fe rm io n es fii, fij, 
. ..  en  los es tados a^^>, ... y  considerarlos com o v ariab le s  d i ­

nám icas u  observab les . C a d a  u n o  d e  ellos t ie n e  p o r au to v a lo re s  so lam en te  

O y  1. F o rm a n  im  con jun to  co m p le to  d e  o b servab les  q u e  c o n m u ta n  p a ra  

el con ju n to  d e  ferm iones. L os ke ts  básicos d e  u n a  re p re se n ta c ió n  con  las

fii d iagonales p u e d e n  tom arse  ligados a  los kets  (3') p o r  la  ecu ac ió n

±  | nf,..·>  (6 ')



co rresp o n d ien te  a  (6); las n ' es tán  re lac io n ad as  con las v ariab le s  a®,

. . .  p o r  la  ecu ac ió n  (4.) E n  (6') es necesario  p o n e r  el signo p u es to  
q u e  p a ra  u n as n'^ d ad a s  los es tados o cu p ad o s a“, ... q u e d a n  fijados,

p e ro  n o  su o rd en  y, p o r  tan to , el signo d e l p r im e r  m iem b ro  d e  (6 ')  ta m ­

p oco  e s tá  fijado. P a ra  e s tab lec e r  u n a  re g la  q u e  d e te rm in e  e l signo  d e  (6 ') 

hem os d e  co m p o n er a rb itra r ia m e n te  todos los es tados a  d e  u n  fe rm ió n  en  
u n  o rd e n  d ad o . L as  a d e l p r im e r  m iem b ro  d e  (6 ') son  u n  su b c o n ju n to  d e  

to d a s  las a  y  el o rd en  e s tab lec id o  p a ra  to d a s  las a  fijará u n  o rd e n  p a ra  el

subcon jun to . F ijem os a h o ra  la  s ig u ien te  reg la : p o n d rem o s signo  m ás en  (6 '),
si las (X d e l p r im e r  m iem b ro  p u e d e n  p o n e rse  en  el o rd e n  p re v ia m e n te  

es tab lec id o , m e d ia n te  u n a  p e rm u ta c ió n  p a r , y  el signo  m enos, si p a ra  ello 
es necesario  ap lic a r  u n a  p e rm u ta c ió n  im p ar. D e b id o  a  la  co m p le jid ad  d e  
es ta  re g la  la  rep re se n ta c ió n  con los kets básicos ¡ n 'n 'n ' . . . )  n o  es m u y  útil.

Si e l n ú m e ro  d e  fe rm iones en  el con jun to  es v a riab le , p o d em o s fo rm a r 
u n  con jun to  co m p le to  d e  kets

|>, la«>, A |a"a^>, A | a W > ,  (9')

co rre sp o n d ien te  a  (9). U n  k e t g en e ra l p u e d e  exp resarse  a h o ra  com o com ­
b in ac ió n  lineal d e  los d iversos ke ts  (9').

P a ra  c o n tin u a r  con e s te  d esa rro llo  in tro d u c im o s u n  co n ju n to  d e  o p e ra ­
do res hnea les 77, 77 (un  p a r  d e  ellos fĵ  p a ra  cad a  es tad o  fe rm ión ico  a®),

q u e  verifiquen  las re laciones d e  co n m u tac ió n

Va Vb +  VhVa — O, ^
Va Vb VbVa ~  O, > (11')

Va Vb VbVa =  Sab· j

E sta s  re laciones son igua les a  las (11) p e ro  con  u n  signo +  en  v ez  d e  —  en 

el p r im e r  m iem bro . P a ra  Va y Va an tico n m u tan  con y  m ie n ­

tra s  q u e  p a ra  b = a d a n

7f̂  =  O, v i =  o, Va Va +  % Va -  1- (H")
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P a ra  c o m p ro b a r q u e  las re laciones (11') no  se c o n tra d ic e n  veam os cóm o 

p u e d e n  constru irse  o p e ra d o re s  tJ, 77 q u e  v erifiquen  las cond iciones (11 '). 
P a ra  ca d a  es tad o  o® tom em os u n  con jun to  d e  o p era d o re s  lineales 

(Tza com o los (7a;, (T„, in tro d u c id o s  en  § 37 p a ra  d esc rib ir  el sp in  d e  lui
e lec trón , ta les q u e  (r̂ay co n m u tan  con <7.5 p a r a  b ^  a. T o ­
m em os ta m b ié n  u n  co n ju n to  d e  o p era d o re s  lineales X̂a in d e p e n d ie n te s , u no  
p a ra  ca d a  es tad o  q u e  a n tico n m u ten  todos e n tre  sí, cuyos cu a d rad o s

sean  la  u n id a d  y  q u e  co n m u ten  con to d as las v a riab le s  a. E n to n ces , p o ­

n ie n d o

Va — Í̂ (cT;íra — ÍCTv,), 7},, ™ x a y a ) y



se sa tisfacen  to d as  las cond iciones (11 ').
D e  (11")

iVa Va)^  —  Va Va Va  =  ^ a ( l  Va Vo)V<i “  Vo' Va·

Q u e es u n a  ecu ac ió n  a lg eb ra ica  e n  VaVa d e  la  cu a l d ed u c im o s q u e  Va Va
es u n  o b se rv a b le  cuyos au tovalo res  son O y  1. A dem ás Va Va co n m u ta  con 
Vi> Vb p a ra  b ^  a. E stos re su ltad o s  nos p e rm ite n  p o n e r

Va Va — na, (12')

igu a l q u e  en  (12). D e  (11") o b tenem os ah o ra

Va Va =  l  — ria, (13')

ecu ac ió n  c o rre sp o n d ien te  a  (13).
L lam em os |0 > al au to k e t n o rm alizad o  d e  todas las n  p e r te n e c ie n te s  a 

los au tovalo res  cero. E s dec ir,

n^|0> =  O,
y, p o r  lo tan to , d e  (12')

<0\VaVa\0> =  0.
L uego ,

^a|0> =  O, (15')

c o rresp o n d ien te  a  (15). A dem ás

<01^a77al0> =  <01( l - n , ) | 0> =  <0 |0 > =  1 ,

y  p o r  tan to , ^ „10> es tá  no rm alizad o , y

na^a¡0> =  77̂ 77̂ 77̂ 10) =  T]a{l— na)\Oy =  T/JO),

O sea, ?7a|0> es u n  au to k e t d e  ría p e r te n e c ie n te  al a u to v a io r  uno . A dem ás, 
es u n  au to k e t d e  las o tras  n  p e r te n e c ie n te  a  los au to v a lo res  cero , p u es to  
q u e  las o tras  n  co n m u tan  con  17«. G en e ra liz an d o  el a rg u m e n to  vem os q u e  

Va Vb Ve Vífl ŷ es tá  n o rm aliza d o  y  es u n  au to k e t com ún  a  to d a s  las n  
q u e  p e r te n e c e  a  los au to v alo res  u n o  d e  n«, rii, tic, ... rig y cero  d e  las 
o tras  n. E sto  nos p e rm ite  p o n e r

A |a«a^qe^,.aO (17')

en  d o n d e  am bos m iem bros son an tis im étricos  con re sp e c to  a  los sím bolos 

fl, fe, c, . .. ,  g. C o rre sp o n d e  a  (17).
Si consideram os u n  con jun to  d ife re n te  d e  kets básicos \ß̂ > p a r a  un  

ferm ión , p o d em o s in tro d u c ir  u n  n u ev o  con jun to  d e  o p e ra d o re s  linea les  Va 
e n  co rresp o n d en c ia  con ellos. E n co n tram o s en tonces, ra z o n a n d o  ig u a l q u e  

hic im os con los bosones, q u e  las nu ev as Va e s tán  re la c io n ad a s  con  las o ri­

g ina les p o r  (21). V em os con  ello  q u e  h ay  u n  p ro ce d im ie n to  d e  se g u n d a  
cuan tificac ión  p a ia  ferm iones, s im ilar al d e  bosones, con  la  ú n ic a  d ife re n ­
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c ia  d e  q u e  p a ra  fe rm iones h an  d e  em p lea rse  las re lac io n es d e  co n m u ta ­
c ión  (11 ') q u e  ree m p la za n  a  las re lac iones d e  co n m u tac ió n  (11) q u e  se 
ap lican  p a ra  bosones.

U n  o p e ra d o r lin ea l s im étrico  Ut d e  la  fo rm a  (22) p u e d e  exp resarse  en  

fu n c ió n  d e  las v a riab le s  rj, fj p o r  u n  m é to d o  aná logo  a l em p lea d o  p a ra  
bosones. L a  ecuac ión  (24) co n tin ú a  s iendo  v á lid a  e  ig u a lm e n te  la  (25) 
ree m p la za n d o  S p o r  A. E n  vez  d e  (26) tenem os a h o ra

u r

= V - l O )  h.,<a\U\b>, (260
ab r

VjI significa q u e  el fac to r  tj h a  d e  e lim inarse  sin  c a m b ia r  su  posic ión

e n tre  las o tras an tes  d e  la  ehm inac ión . E n  vez  d e  (27) ten em o s

-  2  ( - ) ^ “^ r 4  (27')
r

luego , (28) p e rm a n e c e  in a lte ra d a  y, com o consecuencia , (29) tam b ié n . P a ra  

Ut e n  e l caso  d e  ferm iones tenem os la  m ism a fo rm a  final (29) q u e  en  el 
caso  d e  bosones. D e  m a n e ra  aná loga , u n  o p e ra d o r  lin ea l s im étrico  Vjr d e  

la  fo rm a (30) p u e d e  exp resarse  com o

Vt = 'Z 'na'nb<cib\y\cdyfjaT],, (35')
abcd

q u e  es u n a  d e  las fo rm as d e  esc rib ir  (35).
£1  d esarro llo  p re c e d e n te  nos m u e s tra  q u e  h ay  u n a  p ro fu n d a  ana log ía  

e n tre  la  te o ría  d e  fe rm iones y  la  d e  bosones, n eces itán d o se  so lam en te  lig e ­

ros cam bios en  las ecuac iones genera les  d e l fo rm alism o al p a s a r  d e  u n a  

a  o tra .
Sin em bargo , h a y  u n  desarro llo  d e  la  te o ría  d e  fe rm iones q u e  no  tien e  

su  aná logo  p a ra  bosones. P a ra  fe rm iones so lam en te  h a y  las dos a l te rn a ti ­
vas d e  o cupación  o no ocu p ac ió n  d e  u n  es tad o  y hay simetría entre ambas 
alternativas. P u e d e  d em o stra rse  la  s im e tr ía  m a te m á tic a m e n te  h ac ie n d o  

u n a  tran sfo rm ac ió n  q u e  in te rc a m b ie  los concep tos d e  “o c u p a d o ” y  "d e so ­

c u p a d o ”, a sa b e r

v: =  Va. V* ^  Va. 

n* zzz 77* =  1 ---fia.n ’a ‘a ®

L os o p erad o res  d e  c reac ió n  d e  las va riab le s  sin e s tre lla  son los o p e ra ­
do res d e  an iq u ila c ió n  d e  las variab le s  con e s tre lla  y  v iceversa . V em os q u e  

las va riab le s  con e s tre lla  sa tisfacen  ah o ra  las m ism as cond ic iones c u á n ti­

cas y  tien en  ex a c tam e n te  las m ism as p ro p ie d a d e s  q u e  las v a riab le s  sin 
estre lla .

2 6 6  TEORÍA DE LA RADIACION



Si sólo h ay  unos pocos estados desocupados, u n  k e t  s ta n d a rd  co n v e ­
n ie n te  p a ra  tra b a ja r  se ría  a q u e l p a r a  el cua l todos los es tados e s tán  o c u ­

pados, es decir, el k e t |0 *> q u e  verifica

fialO*> == 10*>.

y  que , p o r  tan to , verifica ta m b ié n

n* iO*> =  O,
o sea,

rj* |0*> =  0.

Los o tros estados p a ra  e l co n jun to  v e n d rá n  rep rese n ta d o s  ah o ra  p o r

en la  cua l las variab le s  q u e  a p a re c e n  se refieren  a  los es tad o s ferm ión icos 
sin o c u p a r  a, b, c P odem os co n s id era r estos es tad o s ferm ión icos d eso cu ­

p ad o s  com o hu eco s e n tre  los es tad o s o cu p a d o s  y  las v a riab le s  f¡* com o los 

o p e ra d o re s  d e  c reac ión  d e  ta les  huecos. Los huecos tie n e n  la  m ism a exis­
te n c ia  física q u e  las p a rtícu la s  o rig ina les y  son ta m b ié n  ferm iones.
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XI

TEORIA RELATIVISTA DEL ELECTRÓN

66 , Teoría relativista de una paitieula

L a  teo ria  q u e  hem os ido  constru y en d o , h as ta  aho ra , es esen c ia lm en te  
u n a  teo ría  no re la tiv is ta . H em os tra b a ja d o  s iem p re  en  u n  s is tem a d e  re fe ­
re n c ia  d e  L o re n tz  p a r tic u la r  y  hem os co n s tru id o  la te o ría  en  a n a lo g ía  con 
la  d in ám ica  clásica no  re la tiv is ta . T ra te m o s a h o ra  d e  h a c e r  in v a ria n te  la 
te o ría  f re n te  a  las tran sfo rm ac io n es d e  L o re n tz , d e  m o d o  q u e  cu m p la  con 
e l p rin c ip io  d e  la  re la tiv id a d  res tr in g id a . E llo  es necesario  p a ra  p o d e r  
a p h c a r  la  te o ría  a  p a r tíc u la s  d e  g ran  v e loc idad . N o n eces itam o s q u e  la 

teo ría  sa tisfaga  la  re la tiv id a d  genera l, p u es to  q u e  la  re la tiv id a d  gen e ra l 
sólo es n ec esa ria  cu an d o  se tra b a ja  con la  g rav itac ión , y las fuerzas  gravi- 
ta to rias  son to ta lm e n te  d esp rec iab le s  en  los fenóm enos atóm icos.

V eam os cóm o p u e d e n  a d a p ta rse  las ideas  básicas d e  la  te o ría  cu á n tic a  
a l p rin c ip io  re la tiv is ta  según  el cual las cua tro  d im ensiones d e l espacio- 
tiem p o  d e b e n  tra ta rse  d e  ig u a l form a. E l p rin c ip io  g en e ra l d e  su p e rp o s i­
ción d e  estados ta l com o se en im ció  en  el cap ítu lo  I es u n  p r in c ip io  re la ­

tiv ista , p u es to  q u e  se ap lica  a  'e s ta d o s ' con el significado re la tiv is ta  del 
espac io -tiem po . Sin em bargo , el concep to  gen e ra l d e  o b se rv a b le  no encaja  
b ien , p u es to  q u e  u n  o b se rv a b le  p u e d e  co n ten e r en tes  físicos en  p u n to s  
m u y  sep arad o s en  un  m ism o in s tan te  d e  tiem po . P o r co n sigu ien te , si se 
tra b a ja  con u n a  rep rese n ta c ió n  gen e ra l re fe r id a  a  u n  con ju n to  com pleto  

d e  observ^ables q u e  con m u tan , la  te o ría  no  p u e d e  m o s tra r  la  s im etría  

en tre  espac io  y  tiem p o  ex ig ida  p o r  la re la tiv id ad . E n  la  m e cá n ica  cu á n tic a  

re la tiv is ta  deb em o s co n ten ta rn o s  con u n a  sola re p re se n ta c ió n  q u e  goce 
d e  es ta  sim etría . E xiste, sin em bargo , la  p o s ib ilid a d  d e  tran sfo rm arla  a  o tra  
rep re se n ta c ió n  re fe r id a  a o tro  sis tem a d e  re fe ren c ia  d e  L o re n tz  p a rticu la r, 
si ello re su lta  ú til.

E n  e l p ro b lem a  d e  u n a  sola p a r tíc u la , p a ra  ex p re sa r  la  s im etr ía  en tre  
espac io  y  tiem po , hem os d e  u sa r  la  rep re se n ta c ió n  d e  S ch röd inger. P o n g a ­

m os Xi, X2y X3 e n  lu g a r  de  x, y, z y Xo en  lu g a r  d e  ct. L a  fu n c ió n  d e  o n d a  
d e p e n d ie n te  d e l tiem p o  a p a re c e  en tonces en  la  fo rm a  ^(xo ^2 y  nos 
p ro p o rc io n a  u n a  b ase  p a ra  t r a ta r  las cu a tro  x d e  la  m ism a  m a n era .



E m p learem o s la n o ta c ió n  re la tiv is ta  escrib ien d o  las cu a tro  x com o x^ 
({JL =  O, 1, 2, 3). C u a lq u ie r  v ec to r  d e l espac io -tiem po  q u e  se  tran sfo rm e  
en  u n a  tran sfo n n a c ió n  d e  L o re n tz  com o los cu a tro  e lem en tos dx^ se  esc ri­
b irá  con u n  su b ín d ice  griego . P odem os su b ir  el ín d ice  d e  a c u e rd o  con 

las reg la s
z= a„, =  — aj, á- =  — «2, — — â . (1)

L as se  llam an  com ponen tes  co n tra v aria n tes  d e l v ec to r  0 , y  las son las 
co m p o n en tes  covarian tes . D os vec to res  y tien en  u n  p ro d u c to  esca lar 

in v a ria n te  b a jo  las tran sfo rm ac io n es d e  L o re n tz  ig u a l a

aobo — aibi — a2b2 — asbs == ~

D e b e  en ten d e rse  q u e  u n  ín d ice  no  n u m érico  re p e tid o  in d ica  sum ación . 

E l tenso r fu n d a m e n ta l es tá  defin ido p o r

g O O ^ l ,  g i l  ^  g 2 2  ^  g 3 3  ^  I

g^*' — O p a ra  (x ^  v. |

C on  su ay u d a , las reg las (1) q u e  re lac io n an  los co m p o n en tes  covarian tes

y co n trav arian tes  se p u e d e n  e sc rib ir

E n  la rep re se n ta c ió n  d e  S ch rö d in g er el m om ento , cuyas co m p o n en tes  

escrib irem os pi, po, p̂  en  vez  d e  psy Py, Pzy es ig u a l al o p e ra d o r

p, = — iñd/dxr (r =  1, 2, 3). (3)

A hora  b ien , los cu a tro  o p era d o re s  d/dx^ fo rm an  las co m p o n en te s  co v a rian ­
tes d e  u n  c u a d riv ec to r  cuyas com ponen tes  co n tra v aria n tes  se esc rib en  

d/dx^. P a ra  in tro d u c ir  (3) en  la  te o ría  re la tiv is ta  hem os d e  esc rib ir la  p r i ­

m e ra m e n te  con los índ ices  cam b iad o s

p  ̂ = : itid/dx '̂y

y ex ten d e rla  en tonces a  la  ecu ac ió n  co m p le ta  de l cu a d riv ec to r

P,, = ihd/dx^. (4)

T enem os q u e  in tro d u c ir , p o r  lo tan to , u n a  n u e v a  v a r ia b le  d in á m ic a  po 
ig u a l al o p e ra d o r  ifid/dxo. P u es to  q u e  co m b in ad a  con  los m om en tos pr 
fo rm a u n  cu ad riv ec to r, t ien e  q u e  te n e r  el significado físico  d e  la  e n e rg ía  
d e  la  p a r tíc u la  d iv id id a  p o r  c. P odem os seg u ir  el d esarro llo  d e  la  te o ría  
co n s id eran d o  las cu a tro  p en  p ie  d e  ig u a ld a d  con las cu a tro  x.

E n  la  te o ría  del e lec tró n  q u e  vam os a d esa rro lla r  te n d re m o s  q u e  in tro ­
d u c ir  u n  nuevo  g rad o  d e  l ib e r ta d  q u e  d a  c u e n ta  d e  u n  m o v im ien to  in te rn o  
d e l e lec trón . L a  fu n ció n  d e  o n d a  te n d rá  q u e  inc lu ir, p u es , u n a  n u ev a  
v a r ia b le  adem ás d e  las c u a tro  x.
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67. La ecuación de onda para el electrón

C onsiderem os en  p r im e r  lu g a r  el caso d e l m o v im ien to  d e  u n  e lec tró n  
en  au sen c ia  d e  cam po  elec tro m ag n é tico , es decir, e l p ro b le m a  sim p le  d e  

u n a  p a r tíc u la  lib re  ya  e s tu d ia d o  en  § 30 con  la  p o sib le  ad ic ió n  d e  g rados 
d e  lib e r ta d  in ternos. E l  h am ilto n ian o  re la tiv is ta  en  m e cá n ica  clásica  v ien e  
d ad o  p o r  la  ecuac ión  (23) d e  § 30 y  co n d u c e  a  la  ecuac ión  d e  o n d as

iPo — + PI + PI + =  0. (5)

d o n d e  las p se  in te rp re ta n  com o o p erad o res  d e  ac u e rd o  con (4). L a  e c u a ­

ción (5) si b ie n  t ie n e  en  c u e n ta  la  re lación  e n tre  e n e rg ía  y  m o m en to  q u e  
ex ige la  re la tiv id ad , no  es d e l to d o  sa tisfac to ria  d e sd e  el p u n to  d e  v is ta  
d e  la  te o ría  re la tiv is ta , p o r la  as im e tría  e n tre  po y  las o tras  p , y  d e b id o  
a esto  no  p u e d e  g en e ra liza rse  d e  u n a  m a n e ra  re la tiv is ta  p a ra  el caso  d e  

q u e  ex ista  u n  cam po. H em os d e  bu scar, p o r  consigu ien te , u n a  n u e v a  e c u a ­

ción  d e  ondas.
Si m u ltip licam os a  la  iz q u ie rd a  la ecu ac ió n  de ondas (5) p o r  el o p e ra d o r 

{p^ +  (mV^ -|- p 2 ^  p 2 ob tenem os la  ecuac ión

{p2 _  ^„2^2 _  p 2 _  p 2 _  p 2}^ — O, (6 )

q u e  es d e  u n a  fo rm a  in v a ria n te  re la tiv is ta  y, p o r  co nsigu ien te , es m ás a d e ­
c u a d a  com o b a se  d e  u n a  te o ría  re la tiv is ta . L a  ecu ac ió n  (6 ) no  es co m p le ­

ta m e n te  eq u iv a le n te  a  la  ecu ac ió n  (5) p u e s  si b ien  to d a  so lución  d e  (5) es 
ta m b ié n  solución  d e  (6) e l rec íp ro c o  n o  es cierto . Sólo las so luciones d e  (6 ) 

q u e  p e r te n e c e n  a valo res positivos d e  po son  ta m b ié n  so luc iones d e  (5).

L a  ecu ac ió n  d e  o ndas (6) no  es d e  la  fo rm a re q u e r id a  p o r  las leyes 

g enera les  d e  la  te o ría  cu án tica , p u es to  q u e  es c u a d rá tic a  en  po* E n  § 27 

ded u jim o s m e d ia n te  a rg u m en to s  to ta lm en te  g en e ra le s  q u e  la  ecu ac ió n  d e  

o n d as  h ^  d_e ser l i n e a l ^  e l operadoj: o po, com o se tie n e  en  la  e c u a ­
ción (7) de  e s ta  sección. B uscam os, p o r  lo tan to , u n a  ecu ac ió n  d e  ondas 

q u e  sea lineal en po y ap ro x im ad a m en te  e q u iv a le n te  a  la  (6). A fin d e  q u e  
es ta  ecuac ión  se  tran sfo rm e  d e  u n a  m a n e ra  sencilla  ba jo  im a  tra n s fo rm a ­
ción d e  L oren tz , in ten ta re m o s m odificarla  p a ra  q u e  sea  rac io n a l y lineal 

no sólo en  po, sino ta m b ié n  en pu p2 y p:i, y, p o r  lo  tan to , d e  la fo rm a

{po —  ai Pl —  a . po —  a^p^ —  p)xls ~  O, (7)

d o n d e  las a y 0 son in d e p e n d ie n te s  d e  las p . P uesto  q u e  estam os co n sid e ­
ra n d o  el caso d e  q u e  no  exista n in g ú n  cam po , todos los p u n to s  d e l espacio- 
tiem p o  h a n  d e  ser eq u iv a len te s ; luego , e l o p e ra d o r  d e  la  ecu ac ió n  d e  o n d as 

n o  h a  d e  co n ten e r a  las x. P o r consigu ien te , las a y  3̂ h a n  d e  in d e p e n d ie n ­
tes ta m b ié n  d e  las x y , p o r  lo tan to , h a n  d e  co n m u ta r  co n  las p y  las x. 
E n  consecuencia , d esc rib en  a lg ú n  nu ev o  g rad o  d e  l ib e r ta d  re la c io n ad o
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con  a lg ú n  m ov im ien to  in te rn o  d e l e lec trón . V erem os m ás a d e la n te  q u e  

d a n  c u e n ta  d e l sp in  d e l e lec trón .
M u ltip lican d o  (7) a  la iz q u ie rd a  p o r  el o p e ra d o r {po +  *i P i +  «2 P2 +  

+  «.? p .3 +  fi) tenem os

ip l — 1 , í« !  +  (®i fe +  fe «i) Pi p-i +  («1 +  fi<ti)pi] =  O,
' 123 '

d o n d e  2  se refiere a p e rm u tac io n es  c ircu la res  d e  los su b ín d ices  1, 2, 3.
123

E s ta  ecuac ión  co in c id e  con (6 ) si \sls a y fí sa tisfacen  las re lac iones

=  1 , a i  3fo - |-  (Xo a i  —  O, 

a i  +  ^ a i  r . :  O,

y las relaciones q u e  se o b tie n e n  d e  éstas a l p e rm u ta r  los índ ices 1, 2, 3. 
E sc rib ien d o

p = (Xn,mc,

po d em o s re su m ir  estas re lac iones en  la  ecuac ión  ú n ic a

«a (Xb +  «6 =  2$a6 («, fc ~  1, 2, 3, O  b ien  m). (8 )

L as  c u a tro  a a n tico n m u tan  to d as  en tre  sí y  el cu a d ra d o  d e  c a d a  u n a  d e  
ellas es la  u n id a d .

P o r lo tan to , a trib u y en d o  p ro p ie d a d e s  a d e cu a d as  a las a y  /?, p o d em o s 

h a c e r  la  ecuac ión  d e  ondas (7) eq u iv a le n te  a la  (6 ) en  lo q u e  co n c ie rn e  a l 
m ovim ien to  d e l e lec tró n  com o u n  todo . S upongam os ah o ra  q u e  (7) es la  
ecu ac ió n  d e  ondas re la tiv is ta  p a r a  el m ov im ien to  d e  u n  e lec tró n  en  a u se n ­

cia  d e  cam po. E sto , sin  em b arg o , o rig in a  u n a  d ificu ltad  d e b id a  a l h ec h o  
q u e  (7), com o (6), n o  es ex a c tam e n te  e q u iv a le n te  a  (5), y  p e rm ite  so lu ­
c iones co rresp o n d ien te s  ta n to  a  valores nega tivos com o a valo res p o s it i­
vos d e  Po. L as p rim e ra s  no  co rresp o n d en , p o r  supuesto , a  n in g ú n  m ov i­

m ien to  rea lm e n te  o b se rv a b le  d e l elec trón . P o r aho ra  co n s id era rem o s so la­
m e n te  las so luciones de  en e rg ía  po sitiv a  y  dejarem os la d iscusión  d e  las 
d e  en e rg ía  n e g a tiv a  p a ra  § 73.

P odem os o b te n e r  fác ilm e n te  u n a  rep re se n ta c ió n  d e  las c u a tio  a. T ie n e n  
p ro p ied a d es  a lg eb ra icas  sim ilares a las a in tro d u c id as  en  § 37, q u e  p o d ía n  
re p re se n ta rse  p o r  m a trice s  con  dos filas y  dos co lum nas. C o n  m a tr ice s  d e  

dos filas y  dos co lum nas n o  p o d em o s o b te n e r  u n a  re p re se n ta c ió n  d e  m ás 
d e  tres  ca n tid a d es  q u e  an tico n m u ten ; necesitam os c u a tro  filas y  cu a tro  
co lum nas p a ra  o b te n e r  u n a  rep re se n ta c ió n  d e  las c u a tro  a  q u e  an tico n ­
m u tan . C o n v ien e  ex p resa r p re v ia m e n te  las a e n  fu n c ió n  d e  las cr y  d e  u n  
seg u n d o  co n jun to  d e  tres  va riab le s  q u e  a n tico n m u tan  p i ,  p2, pa y  q u e  son 
in d e p e n d ie n te s  d e  las a y  q u e  con m u tan , p o r  ta n to , con  ellas y cuyos 
C uadrados v a len  la  u n id a d . P odem os to m ar e n tre  o tras  p o sib ilid ad es

«1 =  Pl <7l, «2 =  P l «3 =  Pl «m =  p3, (9 )
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L as a sa tisfa rán  en tonces to d as las r e l a c i o i ^  X8), com o p u e d e  co m p ro b a rse  
fác ilm en te . Si tom am os a h o ra  u n a  rep re se n ta c ió n  con p3 y  T3 d iagonales, 
o b ten d rem o s el s ig u ien te  esq u em a  d e  m a trices:

Pl 0 1 0\ P2 = 0 — i 0 P3 =  /  1 0 0
0 0 0 1 \ 0 0 — i 0 1 0
1 0 0 0 ) i 0 0 0 0 0 — 1

1 0 0 / '0 i 0 OI 0 0

O bservem os q u e  las p y  las d son herm íticas , lo q u e  h a c e  q u e  las a ta m b ié n  
lo sean.

E n  co rresp o n d en c ia  con las cu a tro  filas y  las cu a tro  co lum nas, la  fun^ 
ción d e  o n d a  i¡r h a  d e  co n ten e r u n a  v a ria b le  q u e  tom e cu a tro  valo res a fin 
d e  q u e  las m a trice s  p u e d a n  m u ltip lica rse  p o r  ella. O tra  p o s ib ilid a d  es 

co n s id era r q u e  la  fu n c ió n  d e  ondas tien e  cu a tro  co m ponen tes , ca d a  u na  

función  so lam en te  d e  las c u a tro  x. V im os en  § 37 q u e  el sp in  d e l e lec trón  
exige q u e  la  función  de o n d a  te n g a  dos com ponen tes. E l h e c h o  d e  q a e  

n u e s tra  p re se n te  te o ría  d é  lu g a r a cua tro , es d eb id o  a q u e  la  fu n c ió n  d e  

o ndas tien e  d o b le  n ú m e ro  d e  so luciones d e  las q u e  d e b e r ía  ten er, corres­
p o n d ie n d o  la  m ita d  d e  ellas a  es tados d e  en e rg ía  nag tiv a .

C on  la a y u d a  d e  (9) la  ecuac ión  d e  o n d a  (7) p u e d e  esc rib irse  en  n o tac ión  
vx'ctorial de  tres d im ensiones

{po — pl (o, p) —  p3 mc}i/y — 0 . (10)

P ara  g en e ra liza r  es ta  ecu ac ió n  al caso d e  q u e  h ay a  un  ca m p o  e lec tro m ag ­
nético , seguim os la reg la  c lásica d e  su b s titu ir  po y P p o r  po +  e/c · Aq y 
p  - f  e/c · A , d o n d e  Aq y  A  son los p o ten c ia le s  esca lar y  v ec to r  d e l cam po 
en  el lu g a r  d o n d e  se h a lla  el e lec trón . Así ob ten em o s la  ecu ac ió n

Po m e 10· =  O, (11)

q u e  es la ecu ac ió n  d e  o n d a  fu n d a m e n ta l de la  te o ría  re la tiv is ta  del 
electrón.^

L as cua tro  co m p o n en tes  d e  i/f en  (10) u (11) h a n  d e  re p re se n ta rse  escri­

tas u n a  deba jo  d e  o tra , fo rm an d o  u n a  m a tr iz  de  u n a  sola co lum na. Las 
m a trices  cu a d rad a s  p y  a q u e d a n  m u ltip lica d as  en tonces p o r  la  m a tr iz  de 

u n a  sola co lu m n a  i¡s según  la  reg la  o rd in a r ia  de  m u ltip lica c ió n  d e  m atri-

t  N. de T.: Esta ecuación se conoce con el nombre de ecuación de Dirac 
para el electrón, en honor a su descubridor.



ces, s iendo  el p ro d u c to  o tra  m a tr iz  de  u n a  so la co lum na. L a  fu n c ió n  d e  
o n d a  im ag in a ria  co n ju g ad a  q u e  re p re se n ta  u n  b ra  d e b e  re p re se n ta rse  
con  sus cu a tro  co m p o n en te s  u n a  a l lad o  d e  o tra  fo rm a n d o  u n a  m a tr iz  d e  
u n a  sola fila, q u e  p u e d e  m u ltip lica rse  a  la  d e re c h a  p o r  u n a  m a tr iz  c u a d ra d a  
p a ra  d a r  o tra  m a tr iz  d e  u n a  so la fila. A  e s ta  fu n c ió n  d e  o n d a  im a g in a ria  
co n ju g ad a , r e p re se n ta d a  p o r  u n a  m a tr iz  d e  u n a  so la fila la  d e s ig n a re ­
m os d o n d e  e l signo   ̂ in d ic a  la  tra sp u e s ta  d e  u n a  m a triz , es dec ir , e l 
re su lta d o  d e  in te rc a m b ia r  filas p o r  co lum nas. L a  im ag in a ria  co n ju g ad a  

d e  la  ec u ac ió n  (11) se rá  en to n ces

í ^ | p o  +  “ ^ o  —  =  O, (12)

con los o p era d o re s  p a c tu a n d o  a  la  iz q u ie rd a . Los o p e ra d o re s  d e  d e r iv a ­

ción ac tu a n d o  a  la  iz q u ie rd a  h a n  d e  in te rp re ta rse  d e  a c u e rd o  con  (24) 
d e  § 2 2 .
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68. Invarianda bajo una transformación de Lorentz

A ntes d e  p a s a r  a  d isc u tir  las consecuencias físicas d e  la  e c u ac ió n  d e  
o n d a  (11) o (12) vam os a  co m p ro b a r  p re v ia m e n te  q u e  n u e s tra  te o ría  es 

in v a ria n te  b a jo  las tran sfo rm ac io n es d e  L o re n tz , o m ás ex ac tam en te , q u e  
los resu ltad o s  físicos a  q u e  c o n d u c e  la  te o ría  son in d e p e n d ie n te s  d e l s is tem a 
d e  re fe ren c ia  d e  L o re n tz  co n sid erad o . E s to  n o  se d e s p re n d e  in m e d ia ta ­

m e n te  d e  la  fo rm a  d e  la  e c u ac ió n  d e  o n d a  (11). H em os d e  co m p ro b a r  q u e , 

al esc rib ir  la  ecu ac ió n  d e  o n d a  en  u n  s is tem a d e  L o re n tz  d is tin to , las 
so luciones d e  la  n u e v a  ec u ac ió n  d e  o n d a  p u e d e n  p o n e rse  e n  c o rre sp o n ­

d e n c ia  b iy ec tiv a  con  las d e  la  p rim itiv a  d e  ta l  m o d o  q u e  las so luciones 

co rresp o n d ien te s  re p re se n te n  el m ism o estado . P a ra  c a d a  s is tem a d e  L o ­
ren tz , el cu a d ra d o  d e l m ó d u lo  d e  la  fu n c ió n  d e  o n d a , q u e  se  o b tien e  

su m an d o  los d e  las cu a tro  com ponen tes , tie n e  q u e  se r ig u a l a  la  p ro b a b i ­
lid a d  p o r  u n id a d  d e  v o lu m en  d e  q u e  e l e lec tró n  e s té  e n  u n  c ie rto  lu g a r  

d e  e s ta  rep rese n ta c ió n . P odem os d en o m in a rla  densidad de probabilidad. 
Sus valores, ca lcu lad o s en  d ife ren te s  sis tem as d e  L o re n tz  p a ra  funciones 

d e  o n d a  q u e  re p re se n te n  e l m ism o estado,^ h a n  d e  e s ta r  re lac io n ad o s  com o 
las com ponen tes  tem p o ra le s  d e  u n  cu a d riv ec to r  en  estos sistem as. A dem ás 

la d iv e rg en c ia  c u a d rid im e n sio n a l d e  e s te  cu a d riv ec to r  h a  d e  an u la rse , s ig ­

n ificando  con e llo  conservac ión  d e l e lec trón , es dec ir, q u e  e l e lec tró n  no  
p u e d e  p a re c e r  o d e sa p a re c e r  e n  u n  vo lu m en  sin  p a sa r  p o r  su con to rno .

P a ra  ab re v ia r  es c o n v e n ie n te  in tro d u c ir  el sím bolo  «o =  1 y  su p o n e r 

q u e  los su b ín d ices  d e  las c u a tro  (pi =  O, 1, 2 , 3) p u e d e n  su b irse  d e  
ac u e rd o  con las reg la s  (1), a  p e s a r  d e  q u e  estas c u a tro  a n o  fo rm en  las



com ponen tes  d e  n in g ú n  cu ad riv ec to r. P odem os e sc rib ir  a h o ra  la  ecu ac ió n  

d e  o n d a  (11)

+ — =  0. (13)

L as cu a tro  verifican

ce +  =  2g^*'a,, (14)

con  las defin idas en  (2 ), com o p u e d e  co m p ro b a rse  to m a n d o  se p a ra d a ­

m e n te  los casos en  q u e  ix y  v son am bas O, cu an d o  u n a  d e  ellas es O, y 

c u a n d o  n in g u n a  lo es.
A pliquem os u n a  tran sfo rm ac ió n  d e  L o re n tz  in fin itesim al y  d istigam os 

m e d ia n te  u n a  e s tre lla  las ca n tid a d es  re fe rid a s  a l n u ev o  s is tem a d e  re fe ­
renc ia . L as co m p o n en tes  d e l c u a d riv ec to r  se tra n sfo rm a rá n  d e  a c u e rd o  

con  ecuaciones d e l tipo

(15)

d o n d e  las son infinitésim os d e  p r im e r  orden . D esp rec ia rem o s las c a n ­
tid a d e s  cu ad rá tica s  e n  las a y a  q u e  son d e  seg u n d o  o rd en . L a  cond ición  
p a ra  q u e  u n a  tran sfo rm ac ió n  sea  d e  L o re n tz  es q u e

v y *  =
q u e  d a

+P^^^‘'P. =  O-
y  p o r  lo ta n to

— 0 . (16)

L as com ponen tes  d e  A^ se tran sfo rm ará n  d e  ac u e rd o  con  la  m ism a ley, y  
así tenem os

+  e /c . =  p*  +  e / c . A* —  fl ;{p*  +  e/c . A*).

L a  ecuación  d e  o n d a  (13) se tran sfo rm a  p u e s  en

{(«'' —  +  e/c ■ A *) —  a „  mc)x¡s =  0. (17)

D efin im os a h o ra

Ai — í V “ ' “ '»'*''· (18)
L u ego , según  (14)

« " «mM — M  a „ a "  =  {(a"«»,«'’ +  a '’a „ a « )a „ a · '—

—  a '’a „ (a « a „ a ' +  « '«„««)}
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con la  a y u d a  d e  (16). D e  a q u í

+ o^M) =z (1 + MamXoí- ^  (19)

M u ltip lican d o  (17) p o r  (1 +  Ma,») a  la  iz q u ie rd a , o b ten em o s

{ a^ (l +  Aí)(p* +  e/c · —  (a^  +  M )w c } ^  =  0.

Y si ponem os
( l  +  a „ ,M )^  = . (2 ft)

re su lta
{a"^(p* +  ^ / c .  A*)  — =  0. (21)

q u e  es de la  m ism a fo rm a  q u e  (13) en  las v a riab les  con  e s tre lla  p j ,  

y  m u e s tra  q u e  (13) es in v a rian te  ba jo  im a  tran sfo rm ac ió n  d e  

L o re n tz  infinitesim al, s iem p re  y  c u a n d o  ^  es té  su je ta  a la  tra n s fo n n a c ió n  

co rrec ta  d a d a  p o r  (20). M e d ia n te  tran sfo rm ac io n es d e  L o re n tz  in fin itesi­

m ales p o d em o s co n s tru ir  u n a  tran sfo rm ac ió n  d e  L o re n tz  finita, luego , la  
ecu ac ió n  d e  o n d a  (13) ta m b ié n  es in v a rian te  bajo  u n a  tran sfo rm ac ió n  d e  

L o re n tz  finita. O b sérv ese  q u e  las m a tr ice s  q u e d a n  to ta lm e n te  in a lte ­

rad as.
L a  inv a rian c ia  q u e  hem os co m p ro b ad o  significa q u e  las so luciones ^  

d e  la  p rim itiv a  ecuac ión  de o n d a  (13) es tán  en  co rresp o n d e n c ia  b iy e c tiv a  
con las so luciones d e  la  n u ev a  ecuac ión  d e  o n d a  (21), e s tan d o  re la c io ­

n ad a s  las soluciones co rresp o n d ien te s  p o r  (20). V am os a su p o n e r  q u e  lasi 
so luciones co rresp o n d ien te s  re p re se n ta n  el m ism o es tad o  físico. H e m o í

d e  co m p ro b a r a h o ra  q u e  las in te rp re tac io n e s  físicas d e  las so luciones 
co rresp o n d ien tes , re fe r id a s  a  sus respec tivos sistem as d e  re fe re n c ia  d e  

L o ren tz , con cu erd an . E sto  ex ige q u e  d é  la  d e n s id a d  d e  p ro b a b il id a d  
re fe r id a  a l sis tem a p rim itivo  y  la  d e n s id a d  d e  p ro b a b il id a d  re fe r id a
al nuevo  sistem a. E xam inem os la  re lac ió n  e n tre  estas dos can tid a d es . 
es lo m ism o q u e  q u e  fo rm a u n a  d e  las cu a tro  c a n tid a d e s
q u e  considerarem os co n ju n tam en te .

L as ecuac iones (18) y  (16) m u e s tra n  q u e  M es im ag in a rio  p u ro . L u eg o , 
la  co n ju g ad a  im ag in a ria  d e  la  ecu ac ió n  (20) es

^  ^ t ( l _ M c e „ , ) .

D e  d o n d e

—  ^ t ( l  _  M  CCm)<X^{l  +  (Xm M ) l / f

=  ^ t ( i  _  M  afn){l + M — a/a )̂}¡s

según  (19). E s to  se re d u c e  con la  a y u d a  d e  (16), a
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Sí bajam os e l ín d ic e  y. o b ten em o s u n a  ecu ac ió n  d e  la  m ism a fo rm a  q u e  (15),

lo  q u e  m u e s tra  q u e  las c u a tro  ca n tid a d es  se  tra n s fo rm a n  com o las
com ponen tes  c o n tra v a ria n te s  d e  u n  cu ad riv ec to r. L u eg o , se tran sfo rm a  
com o la  c o m p o n en te  te m p o ra l d e  u n  cu a d riv ec to r , q u e  es la  ley  d e  tr a n s ­

fo rm ación  co rrec ta  d e  la  d e n s id a d  d e  p ro b a b ilid a d . Si m u ltip licam o s p o r  c 
las co m p o n en tes  espac ia les  d e l cu ad riv ec to r , o sea, las o b ten em o s

la  co rr ien te  d e  p ro b a b il id a d  o p ro b a b il id a d  d e  q u e  e l e lec tró n  a trav ie se  la  

u n id a d  d e  á re a  p o r  u n id a d  d e  tiem po .
O bservem os q u e  es in v a rian te , p u es to  q u e

=  í2?t(l _  M  a „ )a „  (1 +  a,„ M )^

H em os d e  verificar fina lm en te  la  ley  d e  conservac ión , es dec ir , q u e  la  

d iv e rg en c ia

4 -  (22 )8x^

es n u la . P a ra  p ro b a r lo  m u ltip lica rem o s la  ecu ac ió n  (13) p o r  a  la  iz ­

q u ie rd a . E l  re su lta d o  es

L a  ecuac ión  im ag in a ria  c o n ju g ad a  es 

R estan d o  y  d iv id ien d o  p o r  ih, o b tenem os

=  «.

q u e  exp resa  p rec isam en te  la  an u lac ió n  d e  (22). C o m p le tam o s d e  e s ta  

m a n e ra  la p ru e b a  d e  q u e  n u e s tra  te o ría  d a  re su ltad o s  co n c o rd an te s  en  

cu a lq u ie r  sis tem a d e  re fe ren c ia  a  q u e  se  ap liq u e .
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69, Movimiento de un electrón libre

E s in te re sa n te  co n s id e ra r  e l m ov im ien to  d e  u n  e lec tró n  lib re  en  la  
im a g e n  d e  H e ise n b e rg  d e  ac u e rd o  con  la  teo ría  a n te r io r  y  e s tu d ia r  las 

ecuac iones d e l m o v im ien to  d e  H e isen b e rg . E stas ecu ac io n es  d e l m ov i­
m ien to  p u e d e n  in te g ra rse  exac tam en te , com o h izo  p o r  p r im e ra  v ez  Schro-



d in g e r.i O m itirem os p a ra  a b re v ia r e l su b ín d ic e  t q u e  se g ú n  la  n o ta c ió n  
d e  § 28 te n d ríam o s q u e  a ñ a d ir  a  las v a ria b le s  d in ám icas q u e  v a ría n  con 
e l tiem p o  en  la  im ag en  d e  H eisen b e rg .

H em os d e  to m ar com o h am ilto n ian o  la  ex p resió n  q u e  se o b tie n e  p a ra  
cpo a l ig u a la r a  cero  e l o p e ra d o r q u e  a c tú a  so b re  rfi en  (10), es d ec ir,

H = cpt{a, p ) +  p3 =  c (a , p) +  me-, (23)

V em os in m ed ia tam en te  q u e  e l m om en to  co n m u ta  con  H y q u e , p o r lo 

ta n to , es u n a  co n s tan te  d e l m ov im ien to . A dem ás la  co m p o n en te  Xi d e  la  
v e lo c id a d  es

i l  =  [xu H] =  c a í. (24)

E ste  re su lta d o  es b a s ta n te  so rp re n d e n te , p u e s  es u n a  re la c ió n  to ta lm e n te  

d ife re n te  e n tre  v e lo c id a d  y m om en to  d e  la  q u e  se  tie n e  en  m ecán ica  

c lásica . S in em b arg o , e s tá  re la c io n a d a  con  la  ex p resió n  ^ ^ c a i^  d e  u n a  
co m p o n en te  d e  la  c o rrie n te  d e  p ro b a b ilid a d . L a  i i  d a d a  p o r (24) tie n e  
los au to v alo re s ±  c co rre sp o n d ien te s  a  los au to v alo re s ± 1  d e  a i. C om e 

Í 2 y ¿3 son  an á lo g as, po d em o s co n c lu ir q u e  la medición de una componen- 
te de la velocidad de un electrón da con certeza el resultado ± c. P u ed e  
v erse  fác ilm e n te  q u e  e s ta  co n clu sió n  v a le  ta m b ié n  cu a n d o  ex is te  cam po.

C om o en  la  p rá c tic a  se  o b se rv a  q u e  los e lec tro n es tie n e n  v e lo c id a d es 
co n sid e rab lem e n te  m en o res q u e  la  d e  la  lu z , p o d ría  p a re c e r q u e  ten em o s 
u n a  co n tra d ic c ió n  con  la  ex p e rien c ia . S in  em b arg o , la  co n tra d ic c ió n  n o  es 
re a l p u es to  q u e  la  v e lo c id a d  te ó ric a  d e  la  conclusión  a n te rio r  es la  v e lo ­
c id a d  e n  u n  in s ta n te , m ien tra s  q u e  las v e lo c id ad es o b se rv a d as son  siem p re  

p ro m ed io s d e  v e lo c id a d  d u ra n te  in te rv a lo s d e  tiem p o  a p re c ia b le s . E x am i­
n an d o  con  m ás d e ta lle  la s ecu ac io n es d e l m ov im ien to  en c o n tra rem o s q u e  
la  v e lo c id ad  no es en  ab so lu to  co n stan te , sino  q u e  o sc ila  rá p id a m e n te  a lre ­

d e d o r d e  un  v a lo r m ed io  q u e  c o n c u e rd a  con  e l v a lo r o b se rv ad o .
P u e d e  ju stifica rse  fá c ilm e n te  q u e  u n a  m e d id a  d e  u n a  co m p o n en te  d e  

la  v e lo c id a d  h a  d e  c o n d u c ir en  u n a  te o ría  re la tiv is ta  a l re su lta d o  ±- c, 
co n sid eran d o  s im p lem en te  e l p rin c ip io  d e  in c e rtid u m b re  d e  § 24. P a ra  
m e d ir la  v e lo c id a d  hem os d e  m e d ir la  p o sic ió n  en  dos in s ta n te s  d e  tiem p o  
lig e ram e n te  d ife re n te s  y  d iv id ir  en to n ces e l cam bio  d e  p o sic ió n  p o r  e l 

in te rv a lo  d e  tiem p o . (N o te n d ría  v a lo r a lg u n o  m e d ir e l m o m en to  y  a p li­

ca r u n a  fó rm u la , p u e s to  q u e  la  re la c ió n  o rd in a ria  e n tre  v e lo c id a d  y  m o ­
m en to  n o  es v á lid a .) P a ra  q u e  la  v e lo c id a d  q u e  m ed im os p u e d a  ap ro x i­

m a rse  a  la  v e lo c id a d  in s ta n tá n e a , e l in te rv a lo  d e  tiem p o  e n tre  la s dos 

m e d id as d e  la  p o sic ió n  h a  d e  se r m u y  co rto  y, p o r  lo  ta n to , la s  m ed id as 

m uy  p rec isas . L a  g ra n  p rec is ió n  con  q u e  d e b e  co n o cerse  la  p o sic ió n  d e l 

e lec tró n  d u ra n te  el in te rv a lo  d e  tiem p o , h a  d e  d a r  lu g a r, seg ú n  el p rin c i-
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p ío  d e  in c e rtid u m b re , a u n a  in d e te rm in ac ió n  casi co m p le ta  en  su  m om en to . 
E sto  sign ifica q u e  casi to d o s los v alo res d e l m om ento  son ig u a lm e n te  p ro ­
b a b le s , luego , e l m om ento  es con  casi to d a  p ro b a b ilid a d  in fin ito . U n  v alo r 

in fin ito  d e  u n a  co m p o n en te  d e l m om ento  co rresp o n d e  a l v a lo r ±  c d e  la  

co m p o n en te  d e  la  v e lo c id ad  co rresp o n d ien te .
E xam inem os ah o ra  cóm o v a ría  la  v e lo c id a d  d e l e lec tró n  con  el tiem p o . 

T enem os
mài =  (XiH —  H(Xi.

C om o a i an tico n m u ta  con to d o s los té rm in o s d e  H ex cep to  se te n d rá

2 jI + IIai =  aicocipi + C(x,piCCi =  2cpu
d e  d o n d e

iñái = 2«iH — 2cpu ]

=  - 2 H a i  +  2 c p „  P
C om o H y Pl son co n stan tes, d e  la  p rim e ra  ecu ac ió n  (25) se  d e d u c e  q u e

itídi ^  2áiH. (26)

E s ta  ecu ac ió n  d ife re n c ia l en  ái p u e d e  in te g ra rse  in m e d ia ta m e n te  o b te ­

n ién d o se
á i  == (27)

(k>nde es u n a  co n stan te , ig u a l a l v a lo r d e  ài p a ra  f =  0. E l fa c to r
0~2iHt/fi tie n e  q u e  co lo carse  a  la d e re c h a  d e l fac to r á j  en  (27) p o rq u e  la  H
a p a re c e  a  la  d e re c h a  d e  á ^ ^ e n  (26). L a  seg u n d a  ecu ac ió n  (25) co n d u ce
d e l m ism o m odo  al re su lta d o

ái =

P odem os co m p le ta r ah o ra  fác ilm e n te  la  in teg rac ió n  d e  la  ecu ac ió n  d e  m o ­
v im ien to  en  Xi. D e  (27) y  d e  la  p rim e ra  ecu ac ió n  (25)

a i ^  ^  cp,H -\ (28)

d e  d o n d e  la  in te g ra l re sp e c to  al tiem p o  d e  la  ecu ac ió n  (24) es

Xi ^  +  c^p,H-H +  í/,, (29)

sien d o  u n a  co n stan te .
V em os en  (28) q u e  la  co m p o n en te  x̂  d e  la  v e lo c id ad , o sea c a í, co n sta  

d e  dos p a rte s ; im a p a r te  c o n stan te  re la c io n ad a  con el m om en to
p o r la  fó rm u la  clásica  re la tiv is ta , y  u n a  p a r te  o sc ila to ria

d e  a lta  fre cu e n c ia  2H/h, q u e  v ale  com o m ín im o 2mc-/h. E n  u n a  m e d i­
ción  p rá c tic a  de la  v e lo c id a d  sólo se o b se rv a ría  la  p a r te  co n stan te , p u es
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la  m ed ición  sólo p u e d e  d e te rm in a r la  v e lo c id ad  p ro m ed io  d u ra n te  u n  
in te rv a lo  d e  tiem p o  m ucho  m en o r q u e  h/2mc^. L a  p a r te  o sc ila to ria  h a c e  
q u e  e l v a lo r in s ta n tá n e o  d e  Xi te n g a  los au to v alo res ±  c. L a  p a r te  o sc ila ­
to ria  d e  Xi es p e q u e ñ a ; seg ú n  (29) v a le

q u e  es d el o rd en  d e  m a g n itu d  d e  fi/mc, y a  q u e  (a i —  cpiH~ )̂ es d e l 

o rd en  d e  m a g n itu d  u n id a d .

7 0 . EXISTENCIA DEL SPIN 2 7 9

70, Existencia del spin

V im os en  § 67 q u e  la  ecu ac ió n  d e  o n d a  c o rrec ta  p a ra  e l e le c tró n  en  

au sen c ia  d e  u n  cam po  e lec tro m ag n é tico , es d ec ir, la  ecu ac ió n  (7) o  (10) es 
e q u iv a le n te  a  la  ecu ac ió n  d e  o n d a  (6) su g e rid a  p o r a n a lo g ía  con  la  te o ría  

clásica . E s ta  eq u iv a le n c ia  d e ja  d e  se r v á lid a  cu a n d o  h a y  u n  cam po . L a  
ecu ac ió n  d e  o n d a  q u e  p u e d e  e sp e ra rse  en  e s te  caso  p o r an a lo g ía  con  la  

te o ría  clásica  es

po +  - ^ A o j  —  ( p  +  - ^ a )  —  =  O, (30)

en  la  cu a l e l o p e ra d o r es p rec isam en te  e l h am ilto n ian o  re la tiv is ta  clásico . 
Si, p a ra  o b te n e r a  p a r tir  d e  (11) u n a  exp resión  q u e  se  p a re z c a  a  (30) ta n to  
com o sea  p o sib le , la  m u ltip licam o s a  la  iz q u ie rd a  p o r  e l fa c to r

e ( e \
Po H-----Aq +  pl C» p +  ■— A ) +

C \  ^  /

o b ten em o s

í a, pH---- A
c

—  m-c~ —  p I( p o  +  - ^ A „ )

( p o  +  - ^ A o ) ( o ,  p  +  - ^ A j — ( ct, p  4 - A j ( p o  + - ^  A oj  |vV =  0. (31)

E m pleem os ah o ra  la  fó rm u la  g en e ra l, v á lid a  p a ra  dos v ec to res  tr id i­

m ensionales B y  C cu a le sq u ie ra  q u e  co n m u ten  con  a,

( c t ,  B)(a, C) =  2) B i  C i - | - ^ 2  f i i  C 2 +  ^2  o’i  B 2 C ' i } ,
123

d o n d e  la  sum ación  e s tá  e x ten d id a  a las p e rm u tac io n es c irc u la re s  d e  los 

su b ín d ices 1, 2, 3, y  q u e  ta m b ié n  p u e d e  e sc rib irse

(a, B)(a, C) =  (B, C) +  i 2  a3 (Bi C2 -  B2 Ci)
123

=  (B, C) +  i(a, B X C). (32)



T o m an d o  B  = C =  p  +  e /c  A , y  te n ie n d o  en  c u e n ta  q u e  

^ p  +  - ^ A j x ^ p  +  - ^ A )  = - l { p X A  +  A X p }

=  — ihe/c Tot A  — — ihe/c · ^ ,  
d o n d e  í f  es el cam po  m ag n ético , re su lta

* fíe 
+  - (< T . » )■
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(33)

A sim ism o re su lta

( a , p  +  ± A )  = ^ P  +  y A ^  

su lta

^ p o  +  -^ A o ^ |^ < T > p  +  - ^ A j _ ^ o ,  p  +  +

e
=  —  (a , poA  —  A po +  A«p —  pA„) 

c
ihe / 1 dA , . \

=  ------1 <r,-------^  +  g ra d  Ao ) =  —  t —  (a , S ) ,
c \ c dt j  c

d o n d e  f i  es e l cam po  e léc trico . P o r lo  ta n to , (31) d a

( /  e í  e fíe fie )
í Po +  — Ao j —  í p  +  — A j - m V -  — —  (a , ^ )  +  í p i _ ( a ,  6))i/f — 0.

(34)

E s ta  ec u ac ió n  d ifie re  d e  (30) en  q u e  tie n e  dos té rm in o s m ás en  el o p e ra d o r. 
E sto s té rm in o s ex tra  im p lic an  c ie rto s efec to s físico s nu ev o s, p e ro  com o 

a q u é llo s no son  rea le s  n o  se  p re s ta n  a  u n a  in te rp re ta c ió n  fís ic a  d ire c ta .
P a ra  co m p re n d e r los h ech o s físico s q u e  se d e riv a n  d e  la  d ife re n c ia  

e n tre  (34) y  (30) es m ejo r e m p lea r la  rep re se n ta c ió n  d e  H e isen b e rg , q u e  

es siem p re  la  m ás a d e c u a d a  p a ra  e s ta b le c e r co m p arac io n es e n tre  la  m e cá ­
n ic a  c lásica  y  la  cu á n tic a . L as ecu ac io n es d e  H e ise n b e rg  d e l m ov im ien to  

e s tán  d e te rm in a d a s  p o r el h am ilto n ian o

II — — cAo +  cpi I c , p-|- (3 5 j

q u e  se o b tien e  p o r g en e rah z ac ió n  d e  (23) p a ra  e l caso  en  q u e  h ay  cam po. 
L a  ecu ac ió n  (35) d a , con  la  a y u d a  d e  (33),

; TJIC :- { p ^ ( < ^ > P  +  7 A j + p 3 :

=  I <y. p +  —A(■
/  e fie

=  í p  +  —  A  j  +  m-c  ̂ +  —  {a, (36)



A q u í ap a re c e  la  p a r te  re a i d e  los té rm in o s ad ic io n a le s d e  (34) sin  su  p a r te  
im ag in a ria . P a ra  u n  e le c tro n  q u e  se m u ev a  le n ta m e n te  (es d e c ir, con  m o ­
m en to  p eq u e ñ o ), p o d em o s e sp e ra r q u e  las ecu ac io n es d e l m o v im ien to  d e  
H e isen b e rg  e s tén  d e te rm in a d as p o r  u n  h am ilto n ian o  d e  la  fo rm a mc  ̂ +  H i, 

d o n d e  Hi es p e q u e ñ o  en  co m p arac ió n  con  S u stitu y e n d o  en  (36) H 
p o r mc  ̂ +  H i y  d esp re c ia n d o  h \ y o tro s té rm in o s q u e  co n tien e n  o b te ­

nem os, d iv id ien d o  p o r 2m
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1 /  e He
Hi +  eAo — -z—  ( P  4-------A j ~|- ——  (a , ^ ) .

2m \ ̂  J 2m c
(37)

E l h am ilto n ian o  H i d ad o  p o r (37) es e l m ism o q u e  e l h am ilto n ian o  clásico  
p a ra  u n  e lec tró n  le n to  a  ex cep ció n  d e l ú ltim o  té rm in o

He
■ip, » y

2mc
E ste  té rm in o  p u e d e  co n sid era rse  com o u n a  e n e rg ía  p o te n c ia l ad ic io n a l d e  

um e lec tró n  le n to  en  la  te o ría  c u á n tic a  y  p u e d e  in te rp re ta rse  q u ^ r w i e n e  
d e  q u e  el electrón tiene un momento magnético — A e /2m c · a .  tsT e  m o ­
m en to  m ag n é tico  es e l q u e  p o stu lam o s en  §§ 41 y  47 a l e s tu d ia r  e l e fe c to  

Z eem an  y  e s tá  d e  ac u e rd o  con  la  ex p e rien c ia .
E l m om en to  a n g u la r d e  sp in  no  o rig in a  n in g u n a  e n e rg ía  p o te n c ia l y 

p o r e llo  no  a p a re c e  en  e l re su lta d o  d e l cá lcu lo  p re c e d e n te . L a  m a n era  
m ás sim p le  d e  m o stra r la  ex isten c ia  d e l m om en to  a n g u la r d e  sp in  es consi­

d e ra r  e l caso  d e l m ov im ien to  d e  u n  e lec tró n  lib re  o d e  u n  e le c tró n  en  u n  
cam po  d e  fu e rzas c e n tra l y  d e te rm in a r la s in teg ra le s  d e l m o m en to  an g u la r. 

P a ra  e llo  hem os d e  em p lea r e l h am ilto n ian o  (23), o el h am ilto n ian o  (35) 

to m an d o  A  — O y  Ao fu n ció n  d e l ra d io  r, es d ec ir,

H = — eAo(r) +  c p i(a , p) +  pa mc ,̂ (38)

y  o b te n e r las ecu ac io n es d e l m o v im ien to  d e  H e isen b e rg  p a ra  el m om en to  
an g u la r. C on am bos h am ilto n ian o s se o b tie n e  u n a  v aria c ió n  re sp e c to  a l 

tiem p o  d e  la  co m p o n en te  Xi d e l m om en to  a n g u la r o rb ita l m i = : X2P 3 —

—  X3P2, q u e  v ale

//im i urr miH —  Hmi
cp i{ m i(a , p) — (a , p )m i}

=  c p i ( a ,  m i p  — p m i )

=  í/icpi{(T2p3 — <y3P2}.

en  cu y a  d ed u c c ió n  hem os em p lead o  las re lac io n es d e  co n m u tac ió n  o b te ­
n id a s  en  § 35.

P o r lo  ta n to , m i ^  O d e  d o n d e  el m o m en to  a n g u la r o rb ita l no  es u n a  
c o n stan te  d e l m ov im ien to . E s te  re su lta d o  e ra  4 ^  e sp e ra r a  la  v is ta  d e  la



ecu ac ió n  d e l m ov im ien to  in te g ra d a  (29), p u es to  q u e  la  p a r te  o sc ila to ria  

d e l m ov im ien to  q u e  ap a re c e  en  é s ta  d e b e  d a r lu g a r a  u n  té rm in o  o sc ila ­
to rio  en  e l m om en to  an g u la r.

P o r o tro  lad o , te n ien d o  en  cu e n ta  las ecu ac io n es (51) d e  § 37, re su lta

iHci = gxH —  Hci
r= cpi{(ji(o', p)-~(a, p)<Ji} 

rr Cpi((TiCJ — affi, p)

=  2icpi{ff3p2 — ^2̂ 3}
L u eg o ,

Vil +  ^Äffi =  O,

y  en  co n secu en cia , e l v e c to r m  - f  ¿ ñ a  es u n a  co n s tan te  d e l m ov im ien to . 
P u ed e  in te rp re ta rse  es te  re su lta d o  d ic ien d o  q u e  el electrón tiene un mo­
mento angular de spin ¿ f ia , q u e  p a ra  o b te n e r u n a  c o n s ta n te  d e l m ov i­

m ien to  h a  d e  a ñ a d irse  a l m om en to  an g u la r o rb ita l m. E l m om en to  an g u ­
la r d e  sp in  p o d ía  h a b e rse  o b te n id o  ta m b ié n  a  p a r tir  d e  los o p e ra d o re s  d e  
ro ta c ió n  p a ra  los es tad o s d e  sp in , según  el m éto d o  g e n e ra l d e  § 35.

E l m ism o v ec to r a  fija las d irecc io n es d e l m om en to  m ag n é tico  d e  sp in  
y  d e l m om ento  a n g u la r d e  sp in . Si u n  e lec tró n  e n  u n  c ie rto  e s ta d o  d e  
sp in  tie n e  u n  m om en to  a n g u la r d e  sp in  en  u n a  d irecc ió n  p a rtic u la r, 

te n d rá  a  su v ez  u n  m om en to  m a g n ético  —  eh/2mc en  la  m ism a d irecc ió n .

H em os o b te n id o  el v a lo r p a ra  el sp in  d e l e lec tró n  m e d ia n te  u n  a r ­

g u m en to  b asad o  ú n ic a m e n te  en  p rin c ip io s  g en e ra le s d e  la  te o ría  c u á n tic a  
y  d e  la  re la tiv id a d . P o d ríam o s a p lic a r el m ism o a rg u m e n to  a  o tra s  p a r tíc u ­

las e lem en ta les y  lleg aríam o s a  la  m ism a co nclu sión  d e  q u e  su  m om en to  

a n g u la r de  sp in  es m ed io  cu an to . E sto  se ría  sa tisfac to rio  p a ra  e l p ro tó n  

y e l n eu tró n , p e ro  h ay  a lg u n as p a rtíc u la s  e lem en ta les (p o r e jem p lo  el 

fo tó n  y  c ierto s tip o s d e  m esones) cuyos sp ines sabem os ex p e rim e n ta l­
m e n te  q u e  son  d is tin to s  d e  h e  a q u í, p u es, u n a  d isc re p a n c ia  e n tre  
n u e s tra  te o ría  y  la  ex p e rien c ia .

L a  re sp u e s ta  h a  d e  en c o n tra rse  en  u n a  h ip ó tesis  q u e  e s tá  im p líc ita  en  
n u e s tro  trab a jo . E l a rg u m e n to  sólo es v á lid o  sí la  p o sic ió n  d e  la  p a rtíc u la  

es u n  o b se rv ab le . Si se  v erifica  e s ta  h ip ó tesis , la  p a r tíc u la  h a  d e  te n e r  u n  
m om en to  a n g u la r d e  sp in  d e  m ed io  cu an to . P a ra  las p a rtíc u la s  q u e  tie n e n  

u n  sp in  d ife re n te  no d e b e  v erificarse  la  h ip ó tesis , y  la s v a ria b le s  d in á m i­

cas Xi, X2, Xs, q u e  p u e d a n  in tro d u c irse  p a ra  d e sc rib ir  la  p o sic ió n  d e  la  
p a rtíc u la , seg ú n  n u e s tra  te o ría  g e n e ra l n o  se rán  o b se rv ab les . P a ra  ta le s  
p a rtíc u la s  n o  ex iste  u n a  rep re se n ta c ió n  d e  S ch rö d in g er a u té n tic a . S ería  

p o sib le  in tro d u c ir  u n a  cu a si fu n c ió n  d e  o n d a  re la tiv a  a  la s  v a ria b le s  d i­
nám icas Xu X2, Xs p e ro  no  te n d ría  la  in te rp re ta c ió n  fís ic a  c o rre c ta  d e  u n a  
fu n c ió n  de o n d a  y  e l c u a d ra d o  d e  su  m ó d u lo  no  re p re se n ta ría , p o r ta n to , 
la  d en s id ad  d e  p ro b a b ilid a d . P a ra  ta les p a rtíc u la s  ex iste  u n a  re p re se n ta c ió n   ̂
d e  m om entos q u e  es su fic ien te  p a ra  casos p rác tic o s.
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71. Transformación a variables polares

P a ra  el e s tu d io  p o ste rio r d e l m ov im ien to  d e  u n  e lec tró n  en  u n  cam po  

d e  fu e rzas c e n tra l con e l h am ilto n ian o  (38), es co n v e n ie n te  h a c e r u n a  

tran sfo rm ac ió n  a  co o rd en ad as p o la re s , com o h icim os en  § 38 e n  e l caso  n o  

re la tiv is ta . P odem os in tro d u c ir  r y pr ig u a l q u e  a lh , p e ro  en  v ez  d e  fc,
m a g n itu d  d e l m o m en to  an g u la r o rb ita l m , q u e  y a  n o  es u n a  co n s ta n te  d e l
m ov im ien to , hem os d e  e m p lea r ah o ra  la  m a g n itu d  d e l m ov im ien to  a n g u ­

la r  to ta l M  :=  m  +  P ongam os

Ml + Ml + M l+ iñ^. (39)

los au to v alo res d e  m¿ son m ú ltip le s en te ro s de  ñ, los d e  son

— y> p o r co n sig u ien te , los d e  M 3 h a n  d e  ser m ú ltip lo s im p ares sem i­
en te ro s d e  ñ. D e  la  te o ría  d e  § 36 se d e d u c e  q u e  los au to v a lo re s d e  [;| h a n  
d e  se r en tero s positivos.

Si en  la  fó rm u la  (32) tom am os B =  C =  m, o b ten em o s

(or, m)2 = m2 + i(a, m X  m)
= — fi{Oy m)
=: (m -f f̂ta)- — 2/í(a, m) —

D e d o n d e

{(a, m) +  /i}2 =

L u eg o , (a, m) + ̂  es u n a  c a n tid a d  cuyo  c u a d rad o  es y d e
ac u erd o  con la  ecu ac ió n  (39), p o d ríam o s d efin ir jh com o (a , m) +  fi. É s ta  
n o  se ría , sin  em b arg o , la  d efin ic ió n  m ás co n v en ien te  d e  /, p u e s  q u erem o s 

q u e  / sea  u n a  co n s ta n te  d e l m ov im ien to  y  (a, m) + /i n o  lo  es. A p lican ­
d o  (32) tenem os

(a, m)(a, p) == í(a, m X  p)
y

(a, p)(a, m) = í(a, p X  m),
d e  m odo  q u e

(a, m)(a, p) + (<̂. m) = i 2 —  m p 2 +  P2ms —  p^n^}
123

=  t 2  f f i . 2 iü p i  =  —  2 a (a ,  p),
123

O sea,
{(<T, m) +  ft}(a, p) + (C7, p){(a, m) +  ñ} = 0.

P o r lo  ta n to , (c, m) +  /i  a n tico n m u ta  con  im o d e  los té rm inos, en  la  ex p re ­

sió n  (38) d e  H, a  sa b e r, e l té rm in o  cpi{a, p), y  co n m u ta  con  los o tro s  dos. 

D e  e llo  se s ig u e  q u e  ps{(<^, co n m u ta  con los tre s  té rm in o s d e  H
y q u e , p o r lo  ta n to , es u n a  co n s ta n te  d e l m ovim iento- A dem ás, e l c u a d ra d o
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d e  pa{a, m ) +  H) es ta m b ié n  - f  P odem os to m ar, p o r co n sig u ien te ,

=  p3{(<x, m ) +  ft} , (40)

q u e  es u n a  defin ición  ra c io n a l y  co n v e n ie n te  d e  /, en  co n c o rd an c ia  con  (39), 
y  h a c e  d e  / u n a  co n s tan te  d e l m ov im ien to . L os au to v a lo re s  d e  e s ta  /, son 
to d o s los en tero s p o sitiv o s y  n eg a tiv o s m enos e l cero .

M e d ian te  u n a  n u e v a  ap lica c ió n  d e  (32) ob ten em o s, con la  ay u d a  d e  (40) 
y  ta m b ié n  d e  la  ecu ac ió n  (58) d e  § 38

(a , x)(<y, p ) =  (x , p ) +  i(or, m )

=  rpr+ipajti — ih, (41)

In tro d u c im o s el o p e ra d o r h n e a l e d efin id o  p o r

n  =  pi(a, x ). (42)

C om o r co n m u ta  con  pi y  con  (a , x ) h a  d e  co n m u ta r con e. T enem os p u es

^  [p ,(a , x )]2  =  (a , x)^ =  x^ ^  r^,

o sea,
r= 1.

A hora b ien , p i( < J ,  p) co n m u ta  con / y  com o en  lo q u e  re sp e c ta  a l m om ento

a n g u la r h ay  s im e tría  e n tre  x  y  p , p i(^ , x ) h a  d e  co n m u ta r ta m b ié n  con

L u eg o , e co n m u ta  con  /. A dem ás e h a  d e  c o n m u ta r con  pr, p u es to  q u e  

tenem os

(a, x )(x , p ) —  (x , p )(a , x )  =  (o , x (x , p ) —  (x , p )x )  == i%(o, x ), 

q u e  d a
Ttrpr —  rprfe =  ihrt,

o b ie n

r-&pr —  r̂ pr̂  =  0.

D e  (41) y  (42) o b ten em o s

rtpi{o, p ) =  rpr + ipsfh — ih,
O sea,

p i(a , p) =  e{pr — ifí/r)+hpsih/r.

C on lo  q u e  (38) d a

H/c =  —  e /c  . Ao +  e(pr —  t# i/r) +  kpsjfi/r +  p3 rnc.

q u e  ex p resa  e l h am ilto n ian o  en  fu n ció n  d e  las v a ria b le s  p o la re s . D ebem os 
o b se rv a r q u e  e y  pa co n m u tan  con to d a s las dem ás v a ria b le s  q u e  figu ran  

en  H, y  a n tico n m u tan  e n tre  sí. E s to  sign ifica q u e  po d em o s to m a r u n a
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re p re se n ta c ió n  con  pa d ia g o n a l en  la  cu a l e y  p3 e s tán  re p re se n ta d o s  re sp e c ­

tiv am e n te  p o r las m a trice s
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-ó) C J) (43)
Si r es ta m b ié n  d iag o n a l en  la  re p re se n ta c ió n , e l re p re se n ta n te  9̂ \̂> d e

u n  k e t te n d rá  dos co m p o n en tes < / ,  1 |> ^Jíf) y  — 1 |> == 
tiv as a  las dos filas y  co lum nas d e  las m a trices (43).

72, Estructura fina de los niveles de energía del hidrógeno

C onsiderem os ah o ra  e l caso  d e l átom o  d e  h id ró g en o , p a ra  e l cu a l 
Ao =  e/r, y ca lcu lem o s sus n iv e les d e  e n e rg ía  d ad o s p o r los au to v a lo re s 

H' d e  H. L a  ecu ac ió n  (H' —  H )|>  ^  O q u e  defin e  d ich o s au to v a lo re s, e sc rita  
en  fu n c ió n  d e  sus re p re se n ta n te s  en  la  rep re se n ta c ió n  c o n s id e ra d a  a n te ­
rio rm e n te  en  la  q u e  e y  €3 e s tán  re p re se n ta d o s  p o r la s m a trice s  (43), d a  
lu g a r a  la s ecu ac io n es

/ H' ê  \  / d l \  ih

/ H ' e M  / Q I X ^

Si ponem os
h

me —  H '/c me +  H'/c

estas ecuac iones se re d u c e n  a

(45)

d o n d e  a  =  é̂ /fiCy q u e  es u n  n ú m ero  p eq u eñ o . V am os a  re so lv e r estas 
ecu ac io n es p o r u n  m éto d o  sem ejan te  a l q u e  em p leáb am o s p a ra  la  e c u a ­
c ión  (73) d e  § 39.

P ongam os

iff}, =  ‘ (46)

in tro d u c ien d o  las dos n u ev a s fu n cio n es d e  r, /  y  g , s ien d o

a = {â â )̂  =  ñ{m^c^— H'^c^yK  (47)



L as ecu ac io n es (45) d an
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(48)

V am os a  en say a r u n a  so luc ión  p a ra  /  y  g  d e  la  fo rm a  d e  u n a  se rie  d e  p o ­

ten c ia s

/  =  2  g  =  2  (49)
s s

d o n d e  los valo res consecu tivos d e  s d ifie ren  en  u n a  u n id a d  si b ie n  no 
exigim os q u e  sean  en te ro s. S u stitu y en d o  estas exp resiones d e  f  y  g  en  (48) 

y  se p aran d o  los coeficien tes d e  o b tenem os

c  / a  —  ac  —  (S +  j)c ' +  c' / a  =  O, 1

Í50)
— (* — íK  +  1

M u ltip lican d o  la  p rim e ra  d e  estas ecu ac io n es p o r a  y la  seg u n d a  p o r 02 y 
re sta n d o , elim inam os y  , p u es to  q u e  seg ú n  (47) a/ai =  a^/a. 
N os q u ed a

[ü2 — a.{s —  i)]Cs +  [a20í +  a{s +  /)]c ; =  O, (51)

re la c ió n  q u e  lig a  las c y  las c '.
L a  co n d ició n  lím ite  p a ra  r  =  O exige q u e  y  tie n d a n  a  cero  

cu an d o  r ^ O ,  lu eg o , seg ú n  (46), /  y  g  tie n d e n  a cero  p a ra  r - ^ 0 .  P o r lo 
ta n to , las series (49) h a n  d e  te rm in a r p o r e l lad o  d e  las « p e q u e ñ a s . Si 0̂ 
es el v a lo r m ín im o  d e  s p a ra  el cu a l Cg y  c ' no son am b as n u la s, d e  (50) 

re su lta , p o n ien d o  s = Sq y c =  c ' = 0 , ̂ 8q 1 ÜQ-l

= I
q u e  d a

=  - 4  + r-

Como la  condición límite exige q u e  el v a lo r m ín im o  d e  s sea  mayor q u e  
cero , hem os d e  to m ar

So = + V ( f — a*)·

P a ra  e s tu d ia r la  co n v e rg en c ia  d e  la s se ries (49) hem os d e  h a lla r  la  
re la c ió n  cjcg^i p a ra  s g ran d e . L a  ecu ac ió n  (51) y la  se g u n d a  ec u ac ió n  (50) 

d a  ap ro x im ad am en te , cu an d o  s es g ran d e ,

a¿ĉ  =  o c '



y
se, =  +  C i / f l 2.

D e  d o n d e

c , /c ^ i  =  1/as.

L as seríes (49) co n v e rg erán , p o r lo  ta n to , com o
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O e -' E ste  re su lta d o  es an á lo g o  al o b te n id o  en  § 39 y  nos p e rm ite  in fe rir, 

ig u a l q u e  a llí, q u e  p a ra  a im ag in a rio  p u ro , o sea, seg ú n  (47), p a ra  W  >  mc ,̂ 
son p o sib les to d o s los valo res d e  H', m ie n tra s  q u e  p a ra  H' < mc ,̂ e lig ien d o  

a p o sitiv o , re su lta  en to n ces q u e  sólo son p o sib les los v a lo res d e  H ' p a ra  

los cu a les las se ries (49) te rm in a n  p o r el lad o  d e  las s g ran d es.
Si las series (49) te rm in a n  con  los té rm in o s Cg y c ' o sea  si Cg+i =

— =  O, su stitu y e n d o  s p o r 5 -|- 1 en  (50) o b ten d rem o s

Cs/ai +  c'Ja — O, )

cWü2 + c ja  =  0. j

E sta s dos ecu ac io n es según  (47) son eq u iv a le n te s . C o m b in ad as con  (51) d an  

ailaa — aois — j)] =  +  < 5  + / ) ] ,

q u e  se re d u c e  a

2aiaoS — a(ai —  « 2)«,

o con la  ay u d a  de (44),

5 _  1 /  1 1 \  _  H'

a 2 \a 2 Qi) cñ '

E le v an d o  a l cu a d rad o  y  em p lean d o  (47) ob ten em o s

D e  d o n d e
H'

- l l
mc  ̂ \  6·̂  y *mc^

L a  s d e  e s ta  ecu ac ió n , q u e  d e te rm in a  el ú ltim o  té rm in o  d e  las se ries, h a  d e  
su p e ra r a  en  a lg ú n  en te ro  n o  m en o r q u e  cero . L lam an d o  n  a  d ich o  e n te ­
ro , tenem os

5 =  n  +  V  ( f  —  «-)



y p o r co n sig u ien te ,

J L -  =  ( 1 + -----------------------------I . (54)
mĉ  I ^  {n + V ( f j

E sta  fó rm u la  nos d a  los n iv e les d e  en e rg ía  d isc re to s d e l e sp e c tro  d e l 
h id ró g en o , y  fu e  o b te n id a  p o r p rim e ra  v ez  p o r S o m m erfeld  tra b a ja n d o  

con  la  te o ría  d e  las ó rb ita s  d e  B ohr. C o n tien e  dos n ú m ero s cu á n tic o s n  y  /, 
p e ro , p o r se r m uy  p e q u e ñ o , la  e n e rg ía  d ep e n d e  casi ex c lu siv am en te  

d e  n  4 - 1/!· L os v alo res d e  n  y  d e  |/| q u e  d a n  e l m ism o v a lo r d e  n  +  1/1, 
d a n  lu g a r a  u n  co n ju n to  d e  n iv e les d e  e n e rg ía  situ ad o s m uy  ce rca  unos de  

o tro s y , salvo  e l té rm in o  co n s tan te  tam b ié n  m u y  c e rca  d e l n iv e l de 
e n e rg ía  d ad o  p o r la  fó rm u la  n o  re la tiv is ta  (80) d e  § 39 p a ra  s =  n  +  1/|.

H em os u tiliz a d o  las ecu ac io n es (53) co m b in ad as con  (51), con  lo  cu a l

no  hem os em p lead o  a  fo n d o  (53), p u e s to  q u e  los co efic ien tes d e  y  (/ en

(51) p u e d e n  se r am bos n u lo s. E n  e s te  caso , m u ltip lica n d o  e l p rim e r co efi­

c ie n te  p o r ai y  e l seg u n d o  p o r a y  su m an d o , o b tenem os

a{ai +  «2)a +  2flxfl2/ =  0.

L u ego , / h a  d e  ser n eg a tiv o  en  e s te  caso. C on  a y u d a  d e  (44) y (47) o b te ­
nem os adem ás

2/ ^  ^  2mca Imc
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o: üi n  (m^c^ —
o sea,

^  = l - t  

C om o H' h a  d e  se r p o sitiv o , llegam os a

H' ^  V ( y ^ - g ^ )

me- \i\
(55)

q u e  es e l v alo r d e  H' d ad o  p o r (54) p a ra  n  =  0. E l caso  n  =  O y  / n e g a ­
tiv o  n ecesita , p o r lo ta n to , o tro  exam en p a ra  v e r si se  cu m p len  la s co n d i­

ciones (53).
C on  n  =  O el v a lo r m áxim o d e  $ es ig u a l a l m ín im o , lu eg o , las ec u a ­

ciones (53) con  So en  lu g a r d e  s tie n e n  q u e  co n co rd ar con (52). A hora b ie n , 

ap lica n d o  (44) y  (47), (55) d a

1 me /  V (P  —  ® )̂ \  1- me a

ai ^  \  ^ 1/1 )  ^  1/1

lu eg o , la  p rim e ra  ecu ac ió n  (53), p o n ie n d o  Sq en  lu g a r d e  s, d a

+  <  « =  o,



q u e  c o n c u e rd a  con  la  se g u n d a  ecu ac ió n  (52) so lam en te  si / es p o sitiv o . 
C onclu im os, p u es q u e  p a ra  n  =  O, / h a  d e  ser e n te ro  p o sitiv o , m ien tras  
q u e  p a ra  los o tro s v a lo res d e  n , /  p u e d e  to m ar to d o s los v a lo re s en te ro s  

d istin to s d e  cero .
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73, Teoría del positrón

E n  i:! 67 d ec íam o s q u e  la  ecu ac ió n  d e  o n d a  p a ra  e l e lec tró n  a d m ite  

d o b le  n ú m ero  d e  so luciones d e  la s q u e  d e b e ría  a d m itir; la  m ita d  d e  e llas 

co rresp o n d ían  a es tad o s con v a lo re s n eg a tiv o s d e  la  e n e rg ía  c in é tica  

<̂Po +  E s ta  d ific u lta d  se  in tro d u jo  d esd e  e l m om en to  en  q u e  p asam os 
de la  ecu ac ió n  (5) a  la  ecu ac ió n  (6), y  es in h e re n te  a  to d a  te o ría  re la tiv is ta . 

A p arece  ta m b ié n  e n  te o ría  re la tiv is ta  clásica , p e ro  a llí n o  c o n s titu y e  u n a  

d ific u lta d  se ria  d e b id o  a q u e  to d a s la s v a ria b le s  d in ám icas clásicas v a ría n  
con  con tiQ u idad , y  si la  e n e rg ía  c in é tica  cpo +eAo es in ic ia lm e n te  p o sitiv a  

(en cu y o  caso  tie n e  q u e  se r m ay o r o ig u a l q u e  mc )̂ n o  p u e d e  se r n e g a tiv a  

en  u n  in s ta n te  p o s te rio r (en  cuyo  caso  te n d ría  q u e  se r m e n o r o  ig u a l q u e  
—  me-). E n  cam bio , en  la  te o ría  c u á n tic a  p u e d e n  p re se n ta rse  tran sic io n e s 

d isco n tin u as, y si e l e le c tró n  e s tá n  in ic ia lm e n te  en  u n  e s tad o  d e  e n e rg ía  c i­

n é tic a  p o sitiv a  p u e d e  h a c e r u n a  tra n s ic ió n  y  p a sa r a  u n  es tad o  d e  en e rg ía  
c in é tica  n eg a tiv a . Ya n o  es p o sib le , p o r lo  ta n to , ig n o ra r se n c illam en te  los 
estad o s d e  e n e rg ía  n e g a tiv a  com o en  te o ría  clásica .

E xam inem os m ás d e te n id a m e n te  las so luciones d e  e n e rg ía  n e g a tiv a  d e  
la  ecu ac ió n

j +  p. +  - l A , j _

—  »2 ^  +  ~  ^ 2  ^  —  as ^  P3 +  —  A.3 ^  |  0· =  O (56)

P a ra  e llo  es co n v e n ie n te  u sa r u n a  re p re se n ta c ió n  d e  las a en  la  q u e  to d o s 

los e lem en to s d e  las m a trices q u e  re p re se n ta n  a i, «2 y  «a sean  re a le s  y  

lo d o s los q u e  re p re se n ta n  (x̂  sean  im ag in ario s p u ro s o cero . P u e d e  o b te ­
n e rse  u n a  rep re se n ta c ió n  d e  e s te  tip o , p o r  e jem p lo , a  p a r tir  d e  la  d e  § 67 

in te rc a m b ia n d o  las ex p resio n es d e  ao y  a^  en  (9). Si exp resam os (56) com o 
u n a  ecu ac ió n  m a tric ia l en  e s ta  rep re se n ta c ió n  y  ponem os —  i e n  lu g a r d e  i, 
re c o rd a n d o  la  i d e  (4), o b ten d rem o s

I ^ —  Po +  - ^  A„ ^  _  a, P l +  - ^  A , ^

—  3t2 —  P 2 +  —  A i j  _  a-, —  p.¡ -L —  As ^  - f  a„m c |  =  0. (57)



P o r lo ta n to , ca d a  so lución  \¡s d e  la  ecu ac ió n  d e  o n d as (56) tie n e  p o r com ­
p le ja  co n ju g ad a  u n a  so luc ión  de la  ecu ac ió n  d e  o n d as (57). A dem ás si 

la  so lución  ^  d e  (56) p e rte n e c e  a  u n  v a lo r n e g a tiv o  d e  cpo +  eAo la  co rres ­

p o n d ie n te  so lución  d e  (57) p e rte n e c e rá  a u n  v a lo r p o sitiv o  d e  cpo +  eAo. 
P ero  el o p e ra d o r d e  (57) es p rec isam en te  el q u e  o b te n d ría  su stitu y e n d o  
e p o r —  e en  e l o p e ra d o r d e  (56), D e  e llo  se d e d u c e  q u e  c a d a  so lución  

d e  e n e rg ía  n e g a tiv a  d e  (56) es la  co m p leja  co n ju g ad a  d e  u n a  so luc ión  d e  
e n e rg ía  p o sitiv a  d e  la  ecu ac ió n  d e  o n d a  q u e  se  o b tien e  d e  (56) su s titu ­

y en d o  e p o r  —  e, so luc ión  q u e  re p re se n ta  u n  e lec tró n  d e  c a rg a  +  ^ (en 
v ez de  —  e com o ten íam o s h as ta  ah o ra ) m ov iéndose a trav é s d e l cam po 

e lec tro m ag n é tico  d ad o . P o r lo  ta n to , las so luciones ex tra  d e  (56) e s tán  re la ­
c ionadas con e l m ov im ien to  d e  u n  e lec tró n  d e  ca rg a  -|- e. (Es im p o sib le  

se p a ra r d e fin id am e n te  las so luciones d e  (56) p a ra  u n  cam p o  e lec tro m ag ­

n é tico  g en e ra l en  so luciones re fe rid a s  a  valo res p o sitiv o s y a  v a lo res n e g a ­

tivos d e  cpo +  eAo, p u e s to  q u e  ta l se p arac ió n  im p lic a ría  q u e  n o  p u d ie ra n  

te n e r  lu g a r tran sic io n e s d e  u n  tip o  d e  so luc iones a  o tro . L a  d iscu sió n  p re ­

ce d e n te  es so lam en te  ap ro x im ad a , y sólo se ap lica  cu a n d o  es ap ro x im ad a ­

m e n te  p o sib le  ta l sep arac ió n .)

D educim os así q u e  las so luciones d e  (56) q u e  p e rte n e c e n  a  u n a  en e rg ía  

n e g a tiv a  se re fie ren  a l m ov im ien to  d e  u n  n u ev o  tip o  d e  p a r tíc u la  d e  m asa 

ig u a l a la d e l e lec tró n  y  de  ca rg a  o p u esta . T ales p a rtíc u la s  se h a n  o b se r­

v ad o  ex p e rim e n ta lm en te  y  se llam an  positrones. S in em b arg o , no  podem os 

afirm ar sim p lem en te  q u e  las so luciones d e  en e rg ía  n e g a tiv a  re p re se n te n  p o ­
sitro n es, p u es to  q u e  co n  e llo  to d a s las re lac io n es d in á m ic as se ría n  in c o rre c ­

ta s. P o r ejem plo , es ev id en te  q u e  u n  p o sitró n  no  tie n e  u n a  en e rg ía  c in é tic a  

n eg a tiv a . A sí p u es, hem os d e  e s ta b le c e r la  te o ría  d e l p o s itró n  so b re  u n a  

b a se  algo  d is tin ta . S upongam os q u e  casi to d o s los es tad o s d e  en e rg ía  n e g a ­
tiv a  e s tán  o cu p ad o s, con  u n  e lec tró n  en  c a d a  es tad o  d e  ac u e rd o  con  el p r in ­

c ip io  d e  exclusión  d e  P au li. U n es tad o  d e  en e rg ía  n e g a tiv a  d eso cu p ad o , 

a p a re c e rá  en to n ces com o algo  con e n e rg ía  p o sitiv a , p u es to  q u e  p a ra  h acerlo  

d esap a re ce r, es d ec ir, p a ra  llen arlo , te n d ríam o s q u e  a ñ a d ir  u n  e lec tró n  d e  

e n e rg ía  n eg a tiv a . H acem os la  h ip ó tesis  d e  q u e  estos estados desocupados 
de energía negativa son los positrones.

E sta s  h ip ó tesis  ex igen  q u e  h ay a  u n a  d is trib u c ió n  d e  e lec tro n es d e  d e n s i­
d a d  in fin ita  en  c u a lq u ie r lu g a r d e l esp ac io . U n v ac ío  p e rfe c to  es u n a  

reg ió n  d o n d e  to d o s los estad o s d e  e n e rg ía  p o sitiv a  e s tá n  d eso cu p ad o s y 

todos los d e  e n e rg ía  n eg a tiv a  e s tán  o cu p ad o s. P o r su p u e sto , en  u n  vac ío  

p e rfe c to  h a  d e  ser v á lid a  la  ecu ac ió n  d e  M axw ell

d iv  S  = O,

E sto  sign ifica q u e  la  d is trib u c ió n  in fin ita  d e  e lec tro n es d e  e n e rg ía  n e g a ­
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tiv a  no  co n trib u y e  a l cam po  e lec tró n ico . Ú n icam en te  c o n trib u irá n  a la  d e n ­
s id a d  e lé c tric a  /o d e  la  ecu ac ió n  d e  M axw ell

d iv  e =  4x/o. (58)

las desv iac io n es re sp e c to  a  la  d is trib u c ió n  d e  vac ío  p e rfec to .
H a b rá , p o r lo  ta n to , u n a  co n trib u c ió n  —  e p o r c a d a  e s ta d o  d e  e n e rg ía  

p o sitiv a  o cu p ad o  y  u n a  co n trib u c ió n  +  e p o r ca d a  es tad o  d e  e n e rg ía  n e g a ­
tiv a  d eso cu p ad o .

E l p rin c ip io  d e  exclusión  a c tu a rá  co rrien tem e n te  p a ra  im p e d ir q u e  u n  

e lec tró n  d e  e n e rg ía  p o sitiv a  h a g a  tran sic io n e s a es tad o s d e  e n e rg ía  n eg a tiv a . 
S in em b arg o , s iem p re  se rá  p o sib le  p a ra  este  e lec tró n  p a sa r a  u n  e s ta d o  d e  
en e rg ía  n e g a tiv a  d eso cu p ad o . E n  este  caso  d esap a re ce rá n  sim u ltá n ea m en te  
u n  e lec tró n  y  u n  p o sitró n , em itién d o se  su  en e rg ía  en  fo rm a d e  rad ia c ió n . 
E l p ro ceso  in v erso  co n sis tiría  en  la  c reac ió n  d e  u n  e lec tró n  y  u n  p o sitró n  
a p a r tir  d e  ra d ia c ió n  e lec tro m ag n é tica .

D e  la  sim e tría  e n tre  estad o s ferm ión icos o cu p ad o s y  d eso cu p ad o s d is ­
c u tid a  a l final d e  § 65, d ed u c im o s q u e  la  p re se n te  te o ría  es s im étrica  re s ­

p e c to  a  los e lec tro n es y  p o sitro n es. Si su p u siéram o s q u e  los p o sitro n e s fu ese n  
las p a rtíc u la s  b ásicas d esc rita s  p o r ecu ac io n es d e  o n d a  d e  la  fo rm a  (11) 
con — ^ en  v ez  d e  e, su p o n ien d o  q u e  casi to d o s los es tad o s d e  e n e rg ía  

n e g a tiv a  d e  los p o sitro n e s están  o cu p ad o s, e in te rp re ta n d o  u n  h u eco  en  la  

d is trib u c ió n  d e  p o sitro n es d e  e n e rg ía  n e g a tiv a  com o u n  e lec tró n  o rd in ario , 

te n d ríam o s u n a  te o ría  eq u iv a le n te . D ich a  te o ría  p o d ría  d e sa rro lla rse  d e  
a c u e rd o  con la  h ip ó te sis  d e  q u e  to d a s la s ley es d e  la  fís ic a  son sim étricas 
re sp e c to  a  cargas e léc trica s  p o sitiv as y  n eg a tiv as.
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74. El campo electromagnético en ausencia de materia

E n  la  te o ría  d e  la  ra d ia c ió n  e s ta b le c id a  en  el c a p ítu lo  X , a l e s tu d ia r  
la  in te rac c ió n  d e  la  ra d ia c ió n  con  la  m a te ria , nos v im os o b lig ad o s a in tro ­
d u c ir  a lg u n as ap rox im aciones. E l o b je to  d e l p re se n te  c a p ítu lo  es e lim in ar 

estas ap ro x im acio n es y  o b te n e r, d e n tro  d e  lo  p o sib le , u n a  te o ría  rig u ro sa  

d e  la  in te rac c ió n  d e l cam p o  e lec tro m ag n é tic o  co n  la  m a te ria , su je ta  a  la  
lim itac ió n  d e  q u e  la  m a te ria  co n ste  so lam en te  d e  e lec tro n es y  p o sitro n e s. 

L as o tras fo rm as d e  m a te ria  (p ro to n es, n eu tro n e s, e tc .), son  to d a v ía  poco  

conocidas p a ra  in te n ta r  o b te n e r d e  m om en to  u n a  te o ría  rig u ro sa  d e  su 

in te rac c ió n  con  e l cam po  e lec tro m ag n é tico . E n  cam bio , ex is te  u n a  b u e n a  
te o ría  p rec isa  d e  los e lec tro n es y  p o sitro n e s, d a d a  en  el c a p ítu lo  an te rio r, 

q u e  p e rm ite  c o n s tru ir u n a  te o ría  p rec isa  d e  la  in te ra c c ió n  d e l cam p o  e lec ­
tro m a g n é tico  con  d ich as p a rtíc u la s . L a  te o ría  h a  d e  co n te n e r ta n to  la  in te r ­
acción  d e  los e lec tro n es y  p o sitro n es e n tre  sí, d a d a  p o r las fu e rza s  d e  

C ou lom b, com o su  in te ra c c ió n  con  la  ra d ia c ió n  e le c tro m ag n é tic a , y  h a  
d e  sa tisfac e r, p o r su p u e sto , los p rin c ip io s  d e  la  re la tiv id a d  re s trin g id a . 
P a ra  a b re v ia r tom arem os en  e s te  c a p ítu lo  c =  1.

E n  p rim e r lu g a r co n sid erarem o s el cam po e lec tro m ag n é tic o  sin  in te r ­
acció n  con  la  m a te ria . E n  § 63 estab lec im o s p o r p rim e ra  v ez  u n  m odo  d e  
tr a ta r  e l cam p o  d e  ra d ia c ió n  sin  in te ra c c ió n  con la  m a te ria . In tro d u jim o s 
v a riab le s d in ám icas p a ra  d e sc rib ir  el cam po , estab lec im o s las re lac io n es 
d e  co n m u tac ió n  e n tre  e lla s , y  en co n tram o s u n  h am ilto n ian o  q u e  ex p li­

ca b a  c o rrec tam en te  su v a ria c ió n  con  e l tiem p o . E n  e s ta  o casión  n o  h icim os 
ap rox im aciones. P o r lo  ta n to , la  te o ría  re su lta n te  se ría  ex a c ta  y  sa tis fa c ­

to ria  si no  fu e ra  p o r h a b e r  to m ad o  e l p o te n c ia l e sc a la r ig u a l a cero . E sto  
d e s tru y e  la  fo rm a re la tiv is ta  d e  la  te o ría  y  la  h a c e  in a d e c u a d a  com o p u n to  
d e  p a r tid a  p a ra  d e sa rro lla r u n a  te o ría  rig u ro sa  d e l cam po  e lec tro m ag n é ­
tico  en  in te rac c ió n  con la  m a te ria .

T enem os q u e  ex ten d e r, p o r lo ta n to , e l tra ta m ie n to  d e  § 63 co n ser­
v an d o  un  Ao g en e ra l e in tro d u c ién d o lo  en  la  te o ría  ju n to  co n  los o tro s
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p o te n c ía le s  A i, Ai, A3. L as c u a tro  A^ q u e  a s í te n d re m o s, v e rific a rán  las
ecu ac io n es q u e  se  o b tie n e n  g en e ra liza n d o  (62) d e  § 63,

□  A , =  O, (1)

■dAJdx^ =  0. (2)

P o r ah o ra  dejarem o s d e  la d o  la  se g u n d a  d e  estas ecu ac io n es y  so lam en te  

co n sid erarem o s la  p rim e ra .
L a  ecu ac ió n  (1) m u e stra  q u e  c a d a  A^ p u e d e  d esco m p o n erse  en  o n d as 

q u e  av a n za n  co n  la  v e lo c id a d  d e  la  lu z . A sí p u es, en  lu g a r d e  la  e c u a ­

ción  (63) d e  § 63 re su lta rá  a h o ra

A„(x) =  f d% (3)
d o n d e  k . x in d ic a  e l p ro d u c to  esca la r cu a trid im en sio n a l

k x — koXo —  (k , x ),

sien d o  k  ̂ e l c u a d riv e c to r cu y as co m p o n en tes esp ac ia les son  ig u a les  a las 

co m p o n en tes d e l v e c to r trid im en sio n a l k  d e  § 63 y  cu y a  co m p o n en te  te m ­

p o ra l es ko =  |k|; (Pk in d ic a  dkidk2dk3, com o en  § 63.
L a  co m p o n en te  d e  F o u rie r tie n e  u n a  p a r te  Aok p ro c e d e n te  d e  Ao(x) 

y  u n a  p a r te  A rk =  1, 2, 3), q u e  es u n  v ec to r trid im en sio n a l. E s te  ú ltim o  
p u e d e  d esco m p o n erse  en  dos p a rte s , u n a  p a r te  lo n g itu d in a l d irig id a  segim  

la  d irecc ió n  d e  k , q u e  es la  d irec c ió n  d e  m o v im ien to  d e  las o n d as, y  u n a  
p a r te  tran sv e rsa l p e rp e n d ic u la r  a  k . L a  p a r te  lo n g itu d in a l es krkjk^^ · Asû  
L a  p a r te  tra n sv e rsa l es

( a r « - U , / V ) A . k  =  (4)

q u e  v erifica  la  co n d ició n

fcn^rk =  0. (5)

Se sab e  p o r la  te o ría  d e  M axw ell d e  la  lu z  q u e  so lam en te  la  p a r te  
tran sv e rsa l a c tú a  d an d o  ra d ia c ió n  e lec tro m ag n é tica . E n  e l c a p ítu lo  X  ú n i­

cam en te  se co n sid eró  la  p a r te  tran sv e rsa l: la  A^^ d e  § 63 es la  m ism a q u e  

la  cfí^rk d e  a h o ra  y  la  ecu ac ió n  (65) d e  § 63 co rresp o n d e  a  la  ec u ac ió n  (5). 
S in em b arg o , la  p a r te  lo n g itu d in a l no  p u e d e  d esp re c ia rse  en  u n a  te o ría  
co m p le ta  d e  la  e lec tro d in ám ica  a  cau sa  d e  su  re la c ió n  con  las fu e rza s  d e  
C ou lom b, com o verem os m ás a d e la n te .

P odem os d esco m p o n er a h o ra  el v ec to r trid im en sio n a l A r{x) en  dos 

p a rte s , u n a  p a r te  tra n sv e rsa l con  sólo com p o n en tes d e  F o u rie r  tra n sv e rsa ­
les y  u n a  p a r te  lo n g itu d in a l con  sólo co m p o n en tes d e  F o u rie r lo n g itu d i­
n ales. L a  p rim e ra  es
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q u e  v erifica

dSÍr{x)/dXr =  0. (6)

L a  p a r te  lo n g itu d in a l p u e d e  ex p re sa rse  com o e l g ra d ie n te  dV/dXr d e  u n  

esca la r d ad o  p o r

V = i ¡  k,/ko^ . (A.K e - « · ')  d»k. (7)

L uego ,
Ar = + dV/dXr. (8)

E l cam po m ag n ético  q u e d a  d e te rm in a d o  p o r la  p a r te  tra n sv e rsa l d e  Ar

J / =z TOt A =  ro t ^ .

E s co n v en ien te  to m ar Aq(x) lo n g itu d in a l, y  así los p o te n c ia le s  co m p le ­

tos AJx) q u e d a n  sep arad o s en  u n a  p a r te  tra n sv e rsa l y  u n a  p a r te

lo n g itu d in a l Aq, dV/dXr. E s ta  sep arac ió n  se refiere , p o r su p u e sto , a  u n  sis­
te m a  d e  re fe re n c ia  de  L o re n tz  p a r tic u la r  y  no h a  d e  u sa rse  c u a n d o  se 
q u ie re  co n serv ar u n a  ecu ac ió n  en  fo rm a re la tiv is ta .

C ad a  co efic ien te  d e  F o u rie r ap a rec e  en  (3) co m b in ad a  con  el

fa c to r te m p o ra l E l p ro d u c to

A ^^e^V o (9)

es u n a  v a ria b le  d in ám ica  can ó n ica  en  m ecán ica  c lásica , y  en  m ecán ica  
cu á n tic a  es u n a v a ria b le  d in ám ica  d e  H eisen b e rg . H em os d e  o b te n e r a h o ra  

los R B . e n tre  estas v a ria b le s .
E l d esa rro llo  d e  § 63 nos d a  los P .B . p a ra  la  p a r te  tra n sv e rsa l d e  A^k¿. 

P a ra  d e te rm in a rlo s, p asam os a v alo res d isc re to s d e  k  en  el esp ac io  tr id i­

m en sio n a l d e  k  y  tom am os u n  v a lo r d isc re to  d e  k  p a rtic u la r, p o r ejem p lo , 

fc, ^2 =  O, fca =  fcü >  0. L a  v a ria b le  d e  p o la riza c ió n  1 p u e d e  to m ar 
en to n ces dos valo res re la tiv o s a las dos d irecc io n es 1 y  2, y  la  ecu ac ió n  (73) 

d e  § 63, con  la  ay u d a  d e  las re lac io n es d e  co n m u tac ió n  d e  las f¡ y  las 
o  sea las ecu ac io n es (11) d e  § 60, d a

[Á ikfj Aii^f] — [Á2kí> -^2kí] =  --- tík/4'TC^fco. (10)

E l d esa rro llo  d e  § 63 no nos d a  in fo rm ac ió n  so b re  A.-t̂ í y Aokt·
S in  em b arg o , p o dem os o b te n e r a h o ra  los P .B . p a ra  A skí y Aoŷ t a  p a r tir  

d e  la  te o ría  d e  la  re la tiv id a d . L as ecu ac io n es (10) h a n  d e  c o m p le ta rse  p a ra  

fo rm a r un  co n ju n to  re la tiv is ta , y  la  ú n ic a  m a n era  sen c illa  d e  h ac erlo  es 
añ a d ie n d o  las dos ecu ac io n es

[A skí, ^3 k í] =  ---  [ÁokÍJ ^Okí] =  --- (11)

d e  m odo q u e  las cu a tro  ecu ac io n es (10) y  (11), ju n to  con  las co n d icio n es d e  

q u e  A ^kí y  A^kí co n m u ten  p a ra  (x ^  v (ya q u e  se re fie ren  a  g rad o s d e  li-
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b e r ta d  d istin to s), se  p u e d a n  re u n ir p a ra  fo rm a r la  ec u ac ió n  te n so ria l ú n ic a  

[A ^k í, \w t]  ^  ig^,«k/47c2fco. (12)

O b tenem os así los P .B ., p a ra  to d a s  las v a ria b le s  d in ám icas. L a  ec u ac ió n  
(12) p u e d e  g en e ra liza rse  así

[Â kí> A^k'í] =  í î;^kakk'/4x f̂co· (13)

C onsiderem os d e  n u ev o  v alo res co n tin u o s de  k . P a ra  tra n sfo rm a r Skk^ 
a v alo res co n tinuos de  k  observem os q u e , p a ra  u n a  fu n c ió n  g en e ra l f(k ) en  
un  esp ac io  trid im en sio n a l d e  k

2  = m  =í f(mk-k')cPk, (14)
k

d o n d e  S(k —  k ')  es la  fu n c ió n  8 trid im en sio n a l

8 ( k - k 0  =  $ (k ,-k[X k .,-h '^)h {k^-K ).

P ara  q u e  (14) co in c id a  con  la  ecu ac ió n  tip o  q u e  re la c io n a  sum as e  in te ­

g ra les, es d ec ir, la  ecu ac ió n  (52) d e  § 62, d e b e  ser

SkSkk- =  8 ( k - k ') .  (15)
y  así (13) d a

[A ^hí, =  íg^y4x-/co  · S(k —  k ') . (16)

E s ta  ecu ac ió n , ju n to  con las ecu ac io n es

[A ^kíj A ^k'/] =  [Á ^kíj — O, (17)

co n stitu y en  los P .B . en  la  te o ría  d e  v alo res co n tin u o s d e  k . D eb em o s te n e r  

en  c u e n ta  q u e  estos P .B . co n serv an  e l m ism o v a lo r si se o m ite  en  ellos el 

su b ín d ice  t re firién d o se  en to n ces a  los coeficien tes d e  F o u rie r co n stan tes

A^kj A//k·
H em os d e  o b te n e r ah o ra  u n  h am ilto n ian o  q u e  h a g a  v a ria r en  la  im a ­

g en  d e  H e isen b e rg  ca d a  v a ria b le  d in á m ic a  con  e l tiem p o  t =  Xq, d e  

ac u e rd o  con  la  ley  (9) con  A ^k co n stan te . L lam an d o  a  e s te  h a m ilto n ia ­
no, d e b e  se r

[A^kí, Hy] =  dA^^t/dxo — ifcoÂ kí· (18)

P u ed e  v erse  fác ilm e n te  q u e  e s ta  ecu ac ió n  es sa tisfec h a  p o r

=  _ 4 u2 |  (19)

T om am os, p o r lo  ta n to , (19), con  la  p o sib le  ad ic ió n  d e  u n  té rm in o  n u m érico  

a rb itra rio  q u e  no co n ten g a  n in g u n a  v a ria b le  d in ám ica , com o el h am il­
to n ian o  d e l cam p o  e lec tro m ag n é tico  en  au sen c ia  d e  m a te ria .

E n  § 63 em p leáb am o s n u e s tro  conocim ien to  d e  la  p a r te  tra n v e rsa l d e l



h am ilto n ian o  p a ra  o b te n e r los P .B . d e  las v a ria b le s  tran sv e rsa le s . D esp u és 

hem os a p h c ad o  el p ro ce d im ie n to  in v erso  a  las v a ria b le s  lo n g itu d in a le s : 
hem os em p lead o  n u e s tro  co n o cim ien to  d e  los P .B ., o b te n id o s m e d ia n te  u n  
a rg u m e n to  re la tiv is ta , p a ra  h a lla r  la  p a r te  d e l h am ilto n ian o  q u e  h ac e  re fe ­
re n c ia  a  e llas , eh g ié n d o la  d e  fo rm a q u e  e s té  d e  ac u e rd o  con  (18).

Si d esarro llam o s el h am ilto n ian o  (19) o b ten em o s
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fco^(Aiic/Áikí +  A2ktA2kí +  — AoktAokf)

L os p rim ero s tre s  té rm in o s d e l in te g ra n d o  tie n e n  u n a  p a r te  tra n sv e rsa l q u e  

es ig u a l a  la  e n e rg ía  tra n sv e rsa l d a d a  p o r (71) d e  § 63. E l ú ltim o  té rm in o  
d e l in teg ran d o , q u e  es la  p a r te  d e  Hp re la tiv a  a l p o te n c ia l e sca la r Ao, a p a ­

re c e  con  u n  signo  m enos. E s te  signo  m enos es tá  d e te rm in a d o  p o r  la  re la ti­

v id a d  y  nos d ic e  q u e  e l s is tem a  d in ám ico  fo n n a d o  p o r la s  v a ria b le s  Aokí. 

Aokí es u n  oscilador armónico de energía negativa. E s b a s ta n te  so rp re n ­
d e n te  q u e  a p a re z c a  así en  la  te o ría  u n  co n cep to  ta n  p o co  físico  com o es el 
d e  e n e rg ía  n eg a tiv a . V erem os en  § 77 q u e  la  e n e rg ía  n e g a tiv a  aso c iad a  

a  los g rad o s d e  lib e rta d  q u e  p ro v ie n e n  d e  A q siem p re  q u e d a  co m p en sad a  
p o r la  e n e rg ía  p o sitiv a  a so c ia d a  a  los o tro s g rad o s d e  lib e rta d  lo n g itu d i­
n ales, d e  m odo  q u e  en  la  p rá c tic a  n u n c a  se  m an ifiesta .

75. Expresión relativista de las condiciones cuánticas

L as ecu ac io n es d e  cam po  d e  la  te o ría  ex p u e sta  en  la  secc ió n  p re c e d e n te  
e ra n  re la tiv is ta s . P a ra  q u e  la  te o ría  sea co m p le tam e n te  re la tiv is ta  d ebem os 
d em o stra r q u e  ta m b ié n  son re la tiv is ta s  los P .B . E n  su  fo rm a  (16) ex p re sad a  
e n  fu n c ió n  d e  co m p o n en tes d e  F o u rie r la  cu estió n  n o  es ev id en te . V am os a 
o b te n e r u n a  ex p resió n  re la tiv is ta  d e  los P .B . d esa rro lla n d o  [A ^(x), A^(x')], 
sien d o  x y xf dos p u n to s d e l esp ac io -tiem p o . P ero  p a ra  e llo  hem os d e  e s tu ­
d ia r p rev ia m e n te  im a  fu n c ió n  d e l e sp ac io -tiem p o  s in g u la r e in v a ria n te .

L a  fu n c ió n  5(x^x^) es ev id en te m e n te  in v a ria n te  f re n te  a  las tra n s fo r­
m aciones d e  L o re n tz . Se a n u la  en  to d o  e l esp ac io  ex cep to  so b re  e l cono  d e  
Inz o u e  tiene cnmn e1 orip^en, es d ec ir, so b re  e l esp ac io  trid im e n ­

sio n a l x^x^ — 0. D icho  cono d e  lu z  co n sta  d e  dos p a rte s  d ife re n te s , u n a  

parte de futuro p a ra  la  cu a l Xq >  O, y  u n a  parte de pasado p a ra  la  cu a l 
Xo < 0. L a  fu n ció n  q u e  so b re  la  p a r te  d e  fu tu ro  d e l cono  d e  lu z  to m a el 

v a lo r (̂x^x^) y  so b re  la  p a r te  d e  p asad o  el v a lo r — 5(x^x^), ta m b ié n  es 
in v a ria n te  fre n te  a las tran sfo rm ac io n e s d e  L o ren tz . D ic h a  fu n c ió n , q u e  
p u e d e  e sc rib irse  en  la  fo rm a  S(x^x^)xq/|x®|, ju eg a  u n  p a p e l im p o rta n te  en  
la  te o ría  d in ám ica  d e  cam pos, p o r lo  c u a l in tro d u c im o s u n a  n o ta c ió n  e sp e ­
c ia l p a ra  d es ig n a rla . P o r d efin ición ,

A(x) == 2l{x (20)



E s ta  d efin ic ión  d a  se n tid o  a  la  fu n ció n  A a p lic a d a  a c u a lq u ie r c u a d riv e c ­
to r. C on  ay u d a  d e  (9) d e  § 15, podem os ex p re sa r en  la  fo rm a

i|x¡-Ha(xo- !x|) +  2(xo +  |x!)}, (21)

d o n d e  lx | es la  lo n g itu d  d e  la  p a r te  trid im en sio n a l d e  con  e llo  A(x) tom a 
la  fo rm a

A(x) =  |x |-H $(xo -  |x |) -  S(xo +  |x |)} . (22)

E l v a lo r d e  A(x) en  el o rig en  se tom a ig u a l a cero , y  en  co n secu en c ia , 

A (-x ) = -A (x). ^
H agam os u n  an á lis is d e  F o u rie r d e  A(x). P o n ien d o  dH en  lu g a r  d e  

dxadxidx2dxs, y  dH en  lu g a r d e  dxidx^dxs p a ra  u n  c u a d riv e c to r c u a l­
q u ie ra  se tien e ,

7 5 . EXPRESIÓN RELATIVISTA DE LAS CONDICIONES CUANTICAS 2 9 7

\K\-He^W — dH,

In tro d u c ie n d o  ah o ra  co o rd en ad as p o la re s |x |, 9, <f> e n  el esp ac io  tr id im e n ­

sio n a l XiX2:̂ 3 y  to m an d o  com o p o lo  la  d irec c ió n  d e  la  p a r te  trid im en sio n a l 
de re su lta

j  A{x)e^̂ “dH — j j  (?-lki!x|cos

oo TC

=  2 s  {e**̂ olx| —  e ' ‘*'o'*i}d|x| f  * |x |se n  í  íW

ó o
ao

=  2 x /¡ k ! - i | {e<*üix|_e-í*'o!x;} í/lxl{g-<|kll*! — e«!·«!!*!}

O
oo

=  27ti¡k|-i j  — e'tMIkDolíía
-  00

=  4 x m | - ‘{S(fco- |k|) -5 ( fc o  +  |k|)}

=  4x^iA(k). (23)

L u eg o , la  tra n sfo rm a d a  d e  F o u rie r  es la  m ism a fu n c ió n  con  e l co efic ien te  
4z^i. In te rc a m b ia n d o  en  (23) k y x, re su lta

A(x) =  —  i/4x=. J  A(k)e‘>‘^d*k. (24)

A lgunas d e  las p ro p ie d a d e s  m ás im p o rta n te s  d e  A(x) p u e d e n  d e d u ­

c irse  d e  su  an á lis is d e  F o u rie r. E n  p rim e r lu g a r, la  ecu ac ió n  (24) nos 

p e rm ite  v e r q u e  A(x) p u e d e  d esco m p o n erse  en  o n d as q u e  av an zan  a  la  
v e lo c id a d  d e  la  luz . P a ra  o b te n e r u n a  ecu ac ió n  q u e  d é  c u e n ta  d e  es te



re su ltad o , ap licam o s e l o p e ra d o r □  a  am bos m iem bros d e  (24), re su lta n d o

□A (x )  —  i/4x2 . í d^k =  i/4x2 . f  \k^k-A(k)&^'-d^k.
J

Y com o k̂ k̂̂ Â(k) ~  O, se  te n d rá

□A (x )  =  0. (25)

E s ta  ecu ac ió n  se verifica  en  to d o  el esp ac io -tiem p o . P a ra  d a r  se n tid o  a 

□A (x )  en  los p u n to s en  q u e  A(x) es s in g u la r, hem os d e  to m a r la  in te g ra l 

d e  □A (x )  ex te n d id a  a  u n  p e q u e ñ o  vo lum en  cu a trid im en sio n a l q u e  ro d e e  al 

p u n to  en  cu estió n , y  tra n sfo rm a rla  lu eg o  m e d ia n te  e l te o re m a  d e  G auss, 
en  u n a  in te g ra l d e  su p erfic ie  trid im en sio n a l. L a  ecu ac ió n  (25) nos d ic e  q u e  

d ic h a  in te g ra l d e  su p erfic ie  trid im en sio n a l siem p re  es n u la .
L a  fu n ció n  A(x) es n u la  so b re  to d a  la  su p erfic ie  trid im en sio n a l Xq =  0. 

H allem os e l v a lo r d e  dA(x)/dXoy so b re  d ic h a  su p erfic ie . E v id e n te m e n te  es 
n u lo  en  to d o  p u n to  ex cep to  en  Xi =  Xo =  = : O, d o n d e  p re se n ta  u n a
s in g u la rid a d  q u e  vam os a  c a lc u la r a  co n tin u ac ió n . D eriv em o s am bos m iem ­

b ros de  (24) re sp e c to  a Xo,

^A (x)/¿'xo =  1/4tu2 . j  koA{k)ê -̂̂  d^k

=  1 /4 : : -  r  fco lk |-M 3 (/c o --|k |)-o (fc o  +  lkl)}e^^-d^fc

=  l/4z^ ■ J  {S(k„ -  |kl) +  S(feo +  lk |)}e‘‘ -  d^k.

P o n ien d o  a h o ra  Xo =  O en  am bos m iem bros, re su lta

[dA(x)/dXoU-o =  1 /4 ^". f {5(fco -  |k |) +  d(ko +  |k l)}g -‘< ·'- ' d*k 

= l / 2 r .  í  e - ' '“ * ' d^k

=  4ic 5(x i)S(x2) ^(x'a) =  4 x 5 (x ). (26)

L u eg o  en  e l p u n to  Xi = Xj = x̂  = O a p a re c e  la  s in g u la rid a d  S o rd in a ria  
con e l co efic ien te  4ic.

C alcu lem os a h o ra  [A ^(x), A ^(x')]. A p a r tir  d e  (3), (16) y  (17) tenem os

[AJx), A^(x')]

= J  J  A^k- e« '·"’' +  d^kd^k'

= ■ I J  5(k _  k ')  d?kd?k'

= ig^y4n^.J  A r o - H e - * * " (27)  

E l ko que fig u ra  a q u i es p o r  d efin ic ió n  ig u a l a |k | y, p o r  ta n to , es siem p re
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p o sitiv o . P o n ien d o  —  k en  lu g a r d e  k en  la  seg u n d a  p a r te  d e l in te g ra n d o , 
d ed u c im o s q u e  (27) es ig u a l a  la  in te g ra l c u á d ru p le

· J |k|-*{8(*:«-  |k|) -8 (fc o  + d*k

=  íg ^ y 4 x 2 . j  d*k,

d o n d e  ko p u e d e  to m ar to d o s los valo res, ta n to  p o sitiv o s com o n eg a tiv o s. 

H a lla n d o  el v a lo r d e  e s te  té rm in o  con  ay u d a  d e  (24), o b ten em o s fin al­
m e n te

[A ^(x ),A ,(x ')] =  g . .A ( x - x ') ,  (28)

re su lta d o  q u e  nos m u e stra  c la ra m e n te  q u e  los P.B . son  in v a ria n te s  fre n te  
a las tran sfo rm ac io n es d e  L o ren tz .

L a  fó rm u la  (28) nos d ic e  q u e  los p o te n c ia le s  en  dos p u n to s  cu a le s ­
q u ie ra  d e l e sp ac io -tiem p o  co n m u tan  s iem p re  sa lvo  en  e l caso  en  q u e  la  

lín e a  q u e  u n e  am bos p u n to s  sea  u n a  lín e a  n u la , es d ec ir, u n a  tra y e c to ria  

lum inosa. D ich a  fó rm u la  e s tá  d e  ac u e rd o  con las ecu ac io n es d e  cam p o  

□A ^ (x )  =  O, p u es to  q u e  seg ú n  (25), a l a p h c a r □  a l seg u n d o  m iem bro  
d a  cero .
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76. Variables dinámicas de Schrödinger

P a ra  e s ta b le c e r la  in v a ria n c ia  d e  u n a  te o ría  cu á n tic a  d e  cam pos fre n te  

a  las tran sfo rm ac io n es d e  L o re n tz , la  im ag en  m ás co n v e n ie n te  es la  d e  

H e isen b e rg , q u e  em p leáb am o s en  las dos secciones an te rio re s . P e ro  p a ra  

e s tu d ia r ejem plos co n creto s s ig u e  sien d o  n ec esa ria  la  im ag en  d e  S ch rö ­

d in g e r. L a  te o ría  ex p resad a  en  im ag en  d e  S ch rö d in g er a p a re n te m e n te  no 
tie n e  fo rm a re la tiv is ta , p u es co n sid e ra  estad o s en  u n  in s ta n te  d e  tiem p o  

y  se p re g u n ta  cóm o v a ría n  d ich o s estad o s con  el tiem p o  y, p o r ta n to , se 

re fie re  fu n d am e n ta lm e n te  a  u n  sis tem a d e  re fe re n c ia  d e  L o re n tz  p a rtic u la r. 
S in em b arg o , u n a  v ez  co m p ro b ad o  q u e  u n a  te o ría  es re la tiv is ta  p u e s ta  en  

im ag en  d e  H e isen b e rg , no  ten em o s p o r q u é  p reo c u p a rn o s p o r la  a p a rie n c ia  

no  re la tiv is ta  d e  d ic h a  te o ría  p u e s ta  en  im ag en  de S ch rö d in g er, p u es sa b e ­
m os q u e  am bas im ág en es son  eq u iv a len te s.

P a ra  tra b a ja r  en  im ag en  d e  S ch rö d in g er hem os d e  in tro d u c ir  v aria b le s  

d in ám icas a d e cu a d as q u e  d e sc rib a n  e l cam p o  en  u n  in s ta n te  d ad o . L as 
c a n tid a d es A^(x) y dA^/dxo, p a rtic u la riz a d a s  p a ra  to d o s los v alo res de 

Xi, X2y X3, y  u n  v a lo r fijo d e  Xq son  su fic ien tes p a ra  d e te rm in a r en  to d o  

in s ta n te  con a y u d a  d e  la  ec u ac ió n  d e  cam po  (1); p o r  lo  ta n to , d ich as ca n ­

tid a d e s  p u e d e n  to m arse  com o las v aria b le s  d in ám icas en  u n  in s ta n te  d e



tiem p o  y, en  co n secu en c ia , com o las v a ria b le s  d in ám icas e n  la  im ag en  d e  
S ch rö d in g er. P ongam os

=  dAJdx,. (29)

E n to n c es las v a ria b le s  d in ám icas en  la  im ag en  d e  S ch rö d in g er se rán  

d o n d e  x  re p re se n ta  Xu X2, X3·
E l an á lisis d e  F o u rie r d e  d ich as v a ria b le s  es, seg ú n  (3) y  (9).
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(30)

P odem os in v e rtir  la  tran sfo rm ac ió n  d e  F o u rie r y ex p resar 
y  —  Á ^-k í en  fu n c ió n  d e  A ^^ y resp e c tiv am e n te . L u eg o  A ^^í y 
A^icí q u e d a n  d e te rm in a d a s  p o r A ^^ y  B^x p a rtic u la riz a d a s  p a ra  to d o  x  (y 
u n  xq fijo), y  en  co n secu en c ia , ta m b ié n  po d em o s to m ar com o v aria b le s  

d in ám icas en  u n  in s ta n te  d e  tiem p o  las A^k<» q u e  co n stitu y e n , p o r
ta n to , u n  n u ev o  co n ju n to  d e  v a ria b le s  d in ám icas d e  S ch rö d in g er.

Si q u erem o s tra b a ja r  con  las v aria b le s  A^,x, B ^x, es n ec esa rio  conocer 
su s P .B . Se p u e d e n  o b te n e r b ie n  a  p a r tir  d e  los d esa rro llo s d e  F o u rie r (30) 
y  las ecu ac io n es (16) y  (17), o b ie n  a  p a r tir  de  la  fo rm a  g e n e ra l (28) d e  

los P .B . E l seg u n d o  p ro ce d im ie n to  nos d a  los re su lta d o s  q u e  q u erem o s 

m ás d irec ta m en te . Si en  (28) h acem os Xq — Xq, re su lta

[A ^ x ,A ,x ,] 0. (31)

D eriv an d o  (28) re sp e c to  a  Jto y  h ac ie n d o  lu eg o  xó =  Xo, con  a y u d a  d e  
(26), re su lta

[B ,x ,A ,x J  = 4 T c g , ,5 ( x - x ') .  (32)

D eriv a n d o  (28) re sp e c to  a  Xo y re sp e c to  a x'o y h ac ie n d o  lu e g o  x'o =  Xo o b ­
tenem os

[B ,x , B ,x J  =  O, (33)

p u e s to  q u e  p a ra  Xo =  O, d^A(x)/dxl — 0. L as ecu ac io n es (31), (32) y  (33)

nos d a n  to d o s los P .B . e n tre  las v a ria b le s  A ^x, B^x. S egún  e lla s vem os q u e ,

salvo  coeficien tes nu m érico s, las A ^x p u e d e n  se r co n sid e rad a s com o un  

co n ju n to  d e  co o rd en ad as d in ám icas y  las B^x com o m om en tos canón icos 
con ju g ad o s; en  e l seg u n d o  m iem b ro  d e  (32) a p a re c e  u n a  fu n c ió n  8 en  lu g a r 

d e  u n  sím bo lo  5 con dos su b ín d ice s , d e b id o  a q u e  el n ú m e ro  d e  g rad o s 
d e  lib e rta d  es u n  in fin ito  co n tin u o .

P odem os d esco m p o n er A rx en  u n a  p a r te  tra n sv e rsa l y  o tra  lo n g itu d i­
nal, com o in d ic a n  las ecu ac io n es (8) y  (6). P a ra  Brx po d em o s h a c e r  lo 
m ism o, o b ten ién d o se

Br =  ^r+dU/dXr (34)



d o n d e

d 3 B r / d X r  =  0. (35)

A  p a r tir  d e  (7), su s titu y e n d o  k p o r —  k en  e l seg u n d o  té rm in o  d e l in te ­

g ran d o , re su lta

V  =  í  J  + d^k. (36)

La ecu ac ió n  c o rre sp o n d ien te  p a ra  U, d ad o  q u e  U =  dV/dxoy es

u  = — j  ¿Pk. (37)

E l cam po  e léc trico  v ie n e  d ad o  p o r

=  =  (38)
8xr dXr

L u eg o

d iv  e  ~  —  —  —  V^Ao =  —  V 2(A o+  t7). (39)

E s e v id e n te  q u e  to d a  v a ria b le  lo n g itu d in a l co n m u ta  con to d a  v a ria b le

tran sv e rsa l. A hora vam os a d e sa rro lla r a lg u n o s P .B . d e  g ran  u tilid a d . 

E m plearem os la  n o ta c ió n

E l l L - f r  r- <40)
dxr ~  ’ e x ;  ■ ■

d o n d e  d esig n a  u n a  fu n c ió n  d e  cam po  c u a lq u ie ra .
Si en  (32) hacem os pi =r r, v =  5 y  deriv am o s la  ecu ac ió n  re sp e c to  a Xr, 

o b ten em o s

=  4xg^«$'-(x — x ') == —  4zS«(x — x ') ,

o, seg ú n  (39),

[d iv  As .̂] =  4xa^(x — x '). (41)

A h o ra  b ien , (39) nos m u e stra  q u e  d iv  S  es u n a  fu n c ió n  d e  las v a ria b le s

lo n g itu d in a les  ú n ic am e n te , y  p o r lo  ta n to , (41) d a

[ d iv f i ^ ,V ^ r ]  == 4x$»(x — xO =  — 4r$*Xx — x ').

In te g ra n d o  re sp e c to  a  x̂ , o b ten em o s

[d iv  V .,]  =  -  4x8(x -  X '), (42)

d o n d e  n o  a p a re c e  n in g u n a  co n stan te  d e  in teg rac ió n , y a  q u e  las fu n c io n es
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d e  cam po  f ix  y  es tán  fo rm ad as p o r o n d as de  lo n g itu d  d e  o n d a  no n u la .
D e (42) y  (39) re su lta

=  47t§(x - x O.

In te g ra n d o  con  ay u d a  d e  la  fó rm u la  (72) d e  § 38, o b ten em o s

[C7,, V ,,]  =  (43)

no  a p a rec ien d o  tam p o co  en  el seg u n d o  m iem bro  n in g u n a  c o n stan te  d e  in ­
te g ra c ió n  u  o tro s té rm in o s q u e  n o  se  a n u len  en  e l in fin ito , d e b id o  a íiu e  

y e s tán  fo rm ad as asim ism o p o r o n d as d e  lo n g itu d  d e  o n d a  no n u la . 

A p a r tir  d e  (38) y  (43) tenem os

[Sr^yV^.] =  =  - ( x . - x ; . j | x - x ' | - ^ ·  (44)

V am os a o b te n e r a h o ra  la  ex p resió n  d e l h am ilto n ian o  en  fu n c ió n  d e  

las v a ria b le s y®/zx· E)e la  seg u n d a  ecu ac ió n  (30) re su lta

J

=  - f f f  d^kdW clh

= -8 7 :^1 1  kok'o(Â ^> -  A ^ _ „ ,) (A % „ -  A ‘‘.^ „ )3 (k  +  fc') d^kd '̂k'

= -  8x·'* J  ko-̂ (Â ê -  A ,.K ,)(A ‘'-K , - A«m) d̂ k̂.

A nálogam en te, d e  la  p rim e ra  ecu ac ió n  (30),

/
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A ^x’̂ A ",’· d^x

=  - f f f k r k ' r iA ^ ^ ,  + A ,_ k ,)(A " k -<  d W k 'd H

— Sir'* f  koriA^^t +  A y-kO iA ^-kt 4" A"itf) d^k.

S um ándo las y  d iv id ien d o  p o r — 8tu, re su lta

- ( 8 z ) - i  J  {B^B- + A;A-^)dH

=  - 2 ^  f  koHA^^. A " k , +  \ - u t  A '‘-m ) (Pk.

q u e  es ig u a l a l Hp d e  (19) salvo u n  té rm in o  n u m érico  in fin ito . Y a v im os q u e  

la  fó rm u la  (19) p a ra  Hp d e ja b a  en  lib e rta d  u n  té rm in o  n u m érico  a rb itra rio , 
y  así p u es podem os to m ar

Hp =  -  (8 x )- i f  (B, B- +  A / A « 0  dH  (45)

con  vm té rm in o  n u m érico  a rb itra rio  d is tin to  d e l d e  (19).



P o r su p u esto , el h am ilto n ian o  (45) p u e d e  u tiliz a rse  ig u a lm e n te  p a ra  
es tab lec er las ecu ac io n es d e l m ov im ien to  d e  H e isen b e rg , p u es el té rm in o  
nu m érico  a rb itra rio  q u e  fig u ra  en  é l no  tie n e  n in g ú n  e fec to . P u ed e  com ­

p ro b a rse  fác ilm e n te  q u e  em p lean d o  (31), (32) y  (33), re su lta

dAJdXĉ  ^  ^  )
y  (46)

q u e  co in c id en  con  (29) y (1). A sim ism o p e rm ite  o b te n e r la  ecu ac ió n  d e  

m ovim ien to  d e  S ch rö d in g er

iftd\P>/dxo =  Hp\P>

p a ra  u n  k e t |P> q u e  re p re se n te  u n  estad o  en  la  im ag en  d e  S ch rö d in g er. 

E l té rm in o  n u m érico  a rb itra rio  m odifica a  |P> en  u n  fa c to r d e  fase , cu es­

tió n  és ta  q u e  n o  tie n e  im p o rta n c ia  física .

P odem os d esco m p o n er la  ex p resió n  (45) d e  Hp en  u n a  p a r te  tra n sv e r­
sal HpT y o tra  lo n g itu d in a l Hfl  ̂ A p a r tir  d e  (34) ten em o s

^  B, B , cPx =  J ( ^ r +  V'){^r +  t /0  dH

= J  fU^U'é%

y a  q u e  los té rm in o s cru zad o s son  nu lo s, p u es según  (35), 

j  — j  USS/dH = O

A n álo g am en te , a  p a r tir  d e  (8), re su lta

j  A/Ar‘ d H =  J  fV'-'V^^d:%

siendo  ta m b ié n  n u los los té rm in o s cru zad o s. L uego , (45) es ig u a l a

Hp =  HpT! -1- Hpj,,
con

Hrr = (8%)-̂  J  dh- (47)

y
=  (8 x )-i I  {V'U' +  —  BoB« —  Ao'-AoO dH. (48)

T engam os en  cu e n ta  q u e  e l té rm in o

(8ic)-i J  jíT ,« jar/
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d e  Hg’T p u e d e  tra n sfo rm a rse  e n

—  (8ic)-l f  d?X  =  —  (8x)-^ J ( ^ r * *  — ^ í ' )  d?X

=  (8x)-l J J?̂/)CPX
=  (1 6 x )-l f  K /  —  (-í/r· —  . < ’■)

=  (8 x )-‘ I

y p o r lo ta n to , d ich o  té rm in o  es p rec isam en te  la  e n e rg ía  m ag n é tica . N uevas 
in teg rac io n es p o r p a rte s  d a n

V -'V "  dH =  j  V’-'V  dH, 

y con  e llo  (48) p u e d e  p o n e rse  en  la  fo rm a

Ihr. =  (8x)-i J  {{U-Aor{U + Aoy + iVr^-Bo){V» + Bo)}dH. (49)

77. Condiciones suplementarias

V olvam os a  la  ecu ac ió n  d e  M axw ell (2), q u e  h a s ta  a h o ra  no  hab íam os 
te n id o  en  c u e n ta . N o po d em o s in tro d u c irla  d ire c ta m e n te  en  la  te o ría  cuán ­
tic a  s in  q u e  se  p ro d u z c a n  co n trad icc io n es. E l p rim e r m iem b ro  d e  la  ecu a­
ción , seg ú n  las co n d ic io n es cu á n tic as  (28), no  co n m u ta  con  A ^(x') y , en

co n secu en c ia , no  p u e d e  se r n u lo . E l m é to d o  d e  e v ita r  la  d ific u lta d  fue

in d icad o  p o r F erm i. C o n siste  en  to m ar u n a  ecu ac ió n  m enos ex ig en te

(d A jd x jp y  =  0. (50)

su p o n ién d o la  v á lid a  p a ra  to d o  |P> q u e  co rresp o n d a  a  u n  es tad o  q u e  p u ed a  
d a rse  en  la  n a tu ra le z a . E x iste  u n a  ecu ac ió n  (50) p a ra  c a d a  p u n to  d e l esp a­

c io -tiem po , y  to d o  k e t q u e  co rre sp o n d a  a  u n  e s tad o  q u e  p u e d a  d a rse  en  la 

n a tu ra le z a , h a b rá  d e  v e rific a r to d a s  esas ecu ac io n es.
L as co n d ic io n es q u e , com o (50), d e b e n  v erifica r los k e ts  q u e  co rres­

p o n d e n  a  estad o s q u e  p u e d e n  d a rse  en  la  n a tu ra le z a  la s denom inarem os 
condiciones suplementarias. L a  ex isten c ia  d e  co n d ic io n es su p lem en tarias 

e n  la  te o ría  n o  llev a  consigo  n in g u n a  d esv iac ió n  o m od ificación  d e  los 
p rin c ip io s g en e ra le s  d e  la  m ecá n ica  cu á n tic a . E l p rin c ip io  d e  superposición  
d e  los estad o s y  to d a  la  te o ría  d e  estad o s, v a ria b le s  d in ám icas y  o b serv a­
b les d a d a  en  e l ca p ítu lo  I I  sig u e  sien d o  a p lic a b le  a u n q u e  ex istan  cond i­

c iones su p le m e n ta ria s , si im ponem os u n a  n u ev a  co n d ic ió n  p a ra  q u e  im  
o p e ra d o r h n e a l sea u n  o b se rv ab le . D irem os q u e  u n  o p e ra d o r lin ea l es
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físico, si tie n e  la  p ro p ie d a d  d e  q u e , a l ap lica rlo  a  u n  k e t c u a lq u ie ra  q u e  
v erifiq u e  las co n d icio n es su p le m e n ta ria s, d a  com o re su lta d o  o tro  k e t q u e  
tam b ié n  las verifica. P a ra  q u e  u n  o p e ra d o r lin ea l p u e d a  re p re se n ta r  u n  

ob serv ab le , ad em ás d e  las co nd iciones d e  § 10, te n d rá  q u e  sa tis fa c e r la  

n u ev a  con d ició n  d e  se r físico .

Ya vim os un  ejem p lo  d e  co n d ició n  su p le m e n ta ria  en  la  te o ría  d e  los 
sistem as q u e  co n tien en  p a rtíc u la s  id é n tic as . L a  co n d ic ió n  d e  q u e  ú n ic a ­

m e n te  las fu n cio n es d e  o n d a  sim étricas, o ú n ic am e n te  las fu n cio n es d e  o n d a  
a n tisim étric as, re p re se n te n  estad o s q u e  p u e d a n  d a rse  en  la  n a tu ra le z a  es 

p rec isam en te  u n a  co n d ic ió n  d e l tip o  (50), y  c o n stitu y e  lo  q u e  hem os lla ­
m ado  u n a  co n d ició n  su p le m e n ta ria . E n  d ic h a  te o ría , la  co n d ic ió n  p a ra  q u e  

u n  o p e ra d o r lin ea l sea  fís ico  es q u e  sea sim étrico  en  las p a rtíc u la s .
A l in tro d u c ir co n d icio n es su p le m e n ta ria s  en  n u e s tra  te o ría , hem os d e  

co m p ro b ar q u e  son co h e ren te s, es d ec ir, q u e  no son  ta n  re s tric tiv a s  com o 

p a ra  q u e  n in g ú n  k e t las v erifiq u e . Si ten em o s m ás d e  una^ co n d ic ió n  su p le ­

m en ta ria , p o d em o s d e d u c ir  n u ev as co n d icio n es su p le m e n ta ria s  a  p a r tir  d e  
e llas to m an d o  los P .B . e n tre  los o p e ra d o re s  q u e  fig u ran  en  las m ism as; así, 
si en  u n a  o casión  ten em o s las cond iciones

U¡P> =  O, V\P> =  o, (51}
p odem os d e d u c ir

[U,V]\P> =  o, [UAU,V]]\P> =  o, (52)

y así su cesiv am en te . P a ra  co m p ro b a r q u e  las co n d ic io n es su p le m e n ta ria s  

9on co h e ren te s hem os d e  c o n s id e ra r to d a s las q u e  se p u e d e n  o b te n e r p o r 
e s te  p ro ce d im ie n to  y  v e r q u e  p u e d e n  se r sa tisfech as a  la  vez; lo  q u e  co ­

rrie n te m e n te  se co n sig u e  d em o stran d o  q u e  tra s  u n  c ie rto  n ú m ero  d e  p ro ­

cesos d e  e s te  tip o , las n u ev as co nd iciones su p le m e n ta ria s  se v erifican  id é n ­
ticam en te  o b ie n  son rep e tic io n es  d e  las y a  o b te n id as .

A sim ism o hem os d e  co m p ro b a r q u e  las co n d icio n es su p le m e n ta ria s  
e s tá n  d e  ac u erd o  con  las ecu ac io n es d e l m ovim ien to . E n  la  im ag en  d e  

H eisen b e rg , en  la  q u e  e l k e t |P> d e  (51) es fijo, te n d re m o s d is tin ta s  co n d i­
ciones su p le m e n ta ria s  re la tiv a s  a  los d is tin to s  in s ta n te s , y  to d a s  e llas tie n e n  
q u e  se r co h e ren te s en  e l sen tid o  q u e  hem os in d icad o . E n  la  im ag en  d e  

S ch rö d in g er, e l k e t |P> v a r ía  con  e l tiem p o  seg ú n  la  ecu ac ió n  d e  S ch rö ­
d in g e r, y  hem os d e  ex ig ir q u e  si |F> v erifica  las co n d ic io n es su p le m e n ta ­
rias en  el in s ta n te  in ic ia l las sig a  v erifican d o  ta m b ié n  en  to d o  in s ta n te . 

E sto  es e q u iv a le n te  a  ex ig ir q u e  d\Py/dt sa tisfag a  las co n d ic io n es su p le ­

m en taria s, o sea, q u e  H\Py la s sa tisfag a , q u e  es lo  m ism o q u e  ex ig ir q u e  
H sea  físico .

C u an d o  se tie n e  u n a  co n d ic ió n  su p le m e n ta ria  t/|P >  =  O, es conve­
n ie n te  e sc rib ir
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U ^  O (53)



d ic ien d o  q u e  (53) es u n a  ec u ac ió n  d éb il, p a ra  d is tin g u irla  d e  u n a  ecu ac ió n  
o rd in a ria  o fu e rte . M u ltip lic an d o  u n a  ecu ac ió n  d é b il a  la  iz q u ie rd a  p o r un  
fa c to r ob tenem os u n a  n u e v a  ecu ac ió n  d é b il, p e ro , e n  g en e ra l, si e l fac to r 
se m u ltip lic a  p o r  la  d e re c h a  no  se o b tie n e  u n a  ecu ac ió n  consecuencia d e  la 

an te rio r. L u ego , las ecu ac io n es d éb iles  n o  d e b e n  em p lea rse  p a ra  ca lcu lar 
los P .B . C on  e s ta  n o m e n c la tu ra , la  co n d ic ió n  (52) p a ra  q u e  las cond iciones 
su p le m e n ta ria s sean  co h e ren te s eq u iv a le  a  la  co n d ic ió n  d e  q u e  los P.B. 
d e  los o p e ra d o re s  q u e  d e te rm in a n  las co nd iciones su p le m e n ta ria s  sean  nulos 

d éb ilm en te .
L a  co n d ició n  p a ra  q u e  u n a  v a ria b le  d in ám ica  ^  sea  fís ic a  es q u e  p ara  

c a d a  ecu ac ió n  su p le m e n ta ria  (7|P> =  O se te n g a

Ui¡p> =  o,
y  p o r ta n to , q u e

[17, i]\py =  0.

L u eg o , la  co n d ició n  es q u e  e l P .B . d e  la  v a ria b le  d in á m ic a  con ca d a  uno 
d e  los o p erad o res q u e  d e te rm in a n  las co n d ic io n es su p le m e n ta ria s  sea nulo 

d éb ilm en te .
V olvam os a  la  e lec tro d in ám ica . C onsideram os la  ecu ac ió n  (2) como 

d éb il; p o r ta n to , d ebem os e sc rib irla

dA Jdx, ^  0. (54)

E n  la  im ag en  d e  H eisen b e rg  ten em o s u n a  d e  estas ecu ac io n es p a ra  cada 
p u n to  X. P a ra  v e r q u e  son co h e ren te s, tom am os dos p u n to s  x y  x' a rb itra ­

rio s del e sp ac io -tiem p o  y  co n stru im o s e l P .B .
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dA^jx) dA,{x^ 

dx.. ’ dx' ,

d^
• [A^(x\A,(x%

C alcu lán d o lo  con  la  a y u d a  d e  (28), re su lta  

d^^{x — x')

seg ú n  (25); lu eg o , las co n d ic io n es d e  co h e ren c ia  se  v erifican  fuertem en te . 

A l co m p ro b a r q u e  la s co nd iciones su p le m e n ta ria s son  co h e ren te s  en  todo 
in s ta n te  en  la  im ag en  d e  H e isen b e rg , q u e d a  co m p ro b ad o  q u e  están  de 

acu erd o  con las ecu ac io n es d e  m ov im ien to .

P u esto  q u e  (54) es u n a  ecu ac ió n  d é b il, to d a s sus co n secu en c ias de  la 
te o ría  d e  M axw ell o rd in a ria  se rán  v áh d a s en  la  te o ría  c u á n tic a  ún ica­
m e n te  com o ecu ac io n es d éb iles . L as ecu ac io n es

d iv  J¥ = O, d » /d i —  ro t f i  

son  co n secu en c ia  in m e d ia ta  d e  las defin iciones d e  f i  y  en  fun ció n  de



los p o te n c ia le s  y, p o r lo  ta n to , se rá n  v á lid a s  fu e rte m e n te  ta m b ié n  en  la  
te o ría  cu á n tic a . L as o tra s  ecu ac io n es d e  M axw ell e n  e l v ac ío

div S  ^  O, dS/dt ^  ro t (55)

en  te o ría  c u á n tic a  se rán  ecu ac io n es d éb iles , p u es p a ra  o b te n e rla s  es n e c e ­

sa rio  em p lea r ta n to  (54) com o (1).
L as ca n tid a d e s  d e  cam po  & y J f son co m p o n en tes d e l te n so r a n tis im é ­

tric o  dA^/dx^ —  dA^/dx^. E l P .B . d e  d ic h o  ten so r con e l o p e ra d o r d e  (54) 
en  u n  p u n to  x' g en e ra l es
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dA^ix) dA^{x) dA,(x') 
dx ’ ^

P or co n sig u ien te , & y son físicos. L os p o te n c ia le s  no  son físicos.

L as cond iciones su p le m e n ta ria s  q u e  p e sa n  so b re  la s v a ria b le s  d in á m i­
cas en  u n  in s ta n te  p a r tic u la r  son

(56,
dx  ̂ dx  ̂ dx^

N uevas d eriv ac io n es re sp e c to  a Xq n o  d a n  lu g a r a  ecu ac io n es in d e p e n ­

d ie n te s , sino  a  ecu ac io n es q u e  son co n secu en c ia  d e  éstas y  d e  la  ecu ac ió n

fu e r te  (1). L as co n d ic io n es su p le m e n ta ria s , p u es ta s  en  fu n c ió n  d e  las v a ­
ria b le s  d e  S ch rö d in g er d e  § 76, son

Bo + A / ^  O (57)

y
{Aô  + BrY^O .  (58)

L a  ecu ac ió n  (58) es ig u a l a  la  p rim e ra  ecu ac ió n  (55) y , seg ú n  (39), p u e d e  
e sc rib irse  tam b ié n

V2(Ao +  t/)  Ä  O

P u esto  q u e  e s ta  ecu ac ió n  se verifica  so b re  to d o  el esp ac io  trid im en sio n a l, 
re su lta

Ao+U ^  0. (59). .

L lam an d o  A /  =  d e  (49) re su lta

Ä  0. (60)

L uego , para los estados que se dan en la naturaleza la energia del campo 
longitudinal es nula.

C o n  e l fin d e  e s ta b le c e r u n a  rep re se n ta c ió n  co n v en ien te , in tro d u c im o s 

u n  k e t s ta n d a rd  |Ojp> q u e  v erifica  las co n d ic io n es su p le m e n ta ria s

(Bo +  A /)|0 ^>  =  O, (Ao +  I7)10i.> =  O, (61)



y adem ás
^  0. (62)

E sta s ecu ac io n es son co h e ren te s, p u es co n m u ta  con  los o p erad o res 
de  (61), y  ad em ás son su ficien tes p a ra  d e te rm in a r 10i?'> co m p le tam e n te , salvo 

u n  fa c to r n u m érico , y a  q u e  las ú n icas v a ria b le s  d in ám icas in d e p e n d ie n te s  

q u e  tenem os son Aq, Bq, 17, A/ ,  -^rk Y d e  e llas Ao +  U, Bo +  ^r,  
^ rk  co n stitu y e n  u n  co n ju n to  co m pleto . C on  a y u d a  d e  este  k e t s ta n d a rd  
p odem os ex p re sa r c u a lq u ie r k e t en  la  fo rm a

W ( A o ,  Bo, ^ rk)|0 .^> . (63)

E sta  re p re se n ta c ió n  es e x a c tam e n te  la  rep re se n ta c ió n  d e  F o ck  en  lo  q u e  

c o n c ie rn e  a  las v aria b le s  d in ám icas tran sv e rsa le s *^rk  y» p o r ta n to ,
}¥ h a  d e  se r d e  la  fo rm a  d e  u n a  se rie  d e  p o te n c ia s  en  las v a ria b le s  
cuyos té rm in o s c o rre sp o n d e n  a  los d is tin to s  nú m ero s d e  fo to n es p resen tes . 

E l n ú m ero  d e  v a ria b le s  q u e  fig u ran  en  la  ex p resió n  d e  T  es u n  in fin ito  
d e  la  p o te n c ia  d e l co n tin u o , lu eg o , T  es lo  q u e  en  m a tem á tica s  se  d en o ­

m in a un  ‘fu n c io n a r.
Si e l k e t (63) v erifica  las co nd iciones su p le m e n ta ria s, Y  h a  d e  se r in d e ­

p e n d ie n te  d e  Ao y  Bo, y  luego , h a  d e  se r fu n c ió n  ú n ic a m e n te  d e  J?^rk·
P o r ta n to , los estad o s físicos e s tán  rep re se n ta d o s  p o r k e ts d e  la  fo rm a

^ (^ rk )1 0 ^ > , (64)

sien d o  V  u n a  se rie  d e  p o te n c ia s  en  las v a ria b le s  E l k e t s ta n d a rd  \0p} 
re p re se n ta  e l e s tad o  físico  q u e  co rre sp o n d e  a  la  n o  ex isten c ia  d e  fo tones, 

es d ec ir, e l v ac ío  ab so lu to .

N u estro  h am ilto n ian o  Hf y sus p a rte s  Hft c o n ten ía n  h a s ta  aho ra 
té rm in o s nu m érico s a rb itra rio s . E s co n v e n ie n te  e leg ir d ich o s té rm in o s de 

m odo  q u e , en  e l v ac ío  ab so lu to , ta n to  Hfl com o Hft sean  n u los. L a  con ­
c lu sió n  (60) in d ic a  q u e  en  el Hfl d a d o  p o r (48) o (49) y a  hem os eleg ido  

c o rre c ta m e n te  e l té rm in o  n u m é rico  p a ra  q u e  Hfl v a lg a  ce ro  en  e l e s tad o  
d e  v ac ío  ab so lu to  y  así com o en  los dem ás estad o s físicos. Si q u erem o s q u e  
no  ex ista  p u n to  cero  d e  e n e rg ía  p a ra  los fo tones, hem os d e  e le g ir  e l té r ­
m ino  n u m érico  d e  la  p a r te  tran sv e rsa l d e  (19) de m odo  q u e  Hft v a lg a

í /y r  =  4x2 f  (65)

(47) d ifie re  d e  (65) en  u n  té rm in o  n u m érico  in fin ito  q u e  co n siste  en  m edio  
cu a n to  d e  e n e rg ía  p a ra  c a d a  e s tad o  fo tón ico .
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78. Electrones y positrones aislados

V am os a  co n s id e ra r ah o ra  e lec tro n es y  p o sitro n es en  au se n c ia  d e  cam po 

e lec tro m ag n é tico . E l e s ta d o  d e  u n  e le c tró n  v ie n e  d ad o , oom o en  el cap í-



tu le  X I, p o r u n a  fu n c ió n  d e  o n d a  ^  con  cu a tro  co m p o n en tes ^  (c 1, 
2, 3, 4), q u e  v erifica  la  ecu ac ió n  d e  o n d as

diJs' dils
Ih----  =  — ih (Xr------h «m nuff, (66)

dXo dXr

P a ra  o b te n e r u n a  te o ría  a p lic a b le  a  u n  co n ju n to  d e  e lec tro n es, a p lic a re ­
m os e l m éto d o  d e  se g u n d a  cu an tificac ió n  d e  § 65, q u e  c o n sis tía  en  su s ti­
tu ir  la  fu n c ió n  d e  o n d a  d e  u n  e le c tró n  p o r u n  co n ju n to  d e  o p e ra d o re s  q u e  
verifican  c ie rta s re lac io n es d e  an tico n m u tac ió n .

C u an d o  considerem os la  \¡s en  d istin to s  p u n to s en  u n  in s ta n te  d ad o  

escrib irem o s d o n d e  x  re p re se n ta  x^ ^ 2, ^̂3. Sus co m p o n en tes se rán  
M e d ian te  u n a  tran sfo rm ac ió n  d e  F o u rie r pasam os a la  rep re se n ta c ió n  d e  
m om entos cu y a fu n ció n  de o n d a  es ^p . Se tien e

= h-i j  í/Tp = 7|-í J e (67)

i/fp te n d rá  ta m b ié n  cu a tro  co m p o n en tes ifrap, en  co rresp o n d e n c ia  con  las 

cu a tro  co m p o n en tes d e  E n  e s ta  rep rese n ta c ió n  el o p e ra d o r e n e rg ía  es

Po  = 0(rPr+

en  e l q u e  los o p era d o re s  m om en to  pr son fac to re s m u ltip lica tiv o s.
P odem os se p a ra r ^  en  u n a  p a r te  |  d e  e n e rg ía  p o sitiv a  y  o tra  ^ d e  e n e r­

g ía  n eg a tiv a .

^  =  í  +  í ,

d o n d e  ^ y í  te n d rá n  ca d a  u n a  cu a tro  co m p o n en tes ig u a l q u e  ijs. E n  la  
re p re se n ta c ió n  d e  m om entos v en d rá n  d ad a s p o r

t  _  M i  , +   ̂ « rP r +  a« .» » )^
~  o I /_2 I í ~  O í /_2 . í
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2 i (p2 +  m 2)l r ” ’ 2 (  (p^ +  m2)i

y a  q u e  d ich as ecu ac io n es nos llev an  a

Po | p  =  («r Pr +  «m m )^ p  =  l { « r P r +  «m +  (p= +  J>i-)0^p 

=  (P* +  W2) i|p ,

y  an á lo g am en te  a

P o íp  =  -(p = ^  +  m=)íCp,

q u e  nos d icen  q u e  ^p y  ^p son  au to fu n c io n es d e  po cuyos au to v a lo re s  son 
re sp e c tiv am e n te  (p^ +  m -)i y  — ( p ^ - | -m - )5 .  T ra b a ja n d o  con  los o p e ra ­
d o res

1 I  j  «r P r +  «m [ 1 ) ^ «r P r +  «m «1 (

2 I (P‘ +  m2)i j ’ 2 I (p* +  m )̂i I ’



liem os d e  te n e r  en  c u e n ta  q u e  sus c u a d rad o s son ig u a les a  sí m ism os, y  q u e  
su  p ro d u c to  en  cu a lq u ie r o rd e n  es ig u a l a  cero .

L a  seg u n d a  cu an tificac ió n  tran sfo rm a  las ifr en o p e ra d o re s  d e l tip o  d e  

las ^  d e  § 65, q u e  verifican  u n as re la c io n es d e  a n tico n m u tac ió n  d e l tip o  
d e  (11') d e  § 65. E m p le an d o  la  s ig u ie n te  n o ta c ió n  d e l an tic o n m u ta d o r

MN + NM [A i, N ] , ,  (69)

re su lta

[í^«x .^»x ']+  =  8a!)5(x — X'). I
a p a rec ien d o  en  la  ú ltim a  ecu ac ió n  la  fu n c ió n  §(x — x') d e b id o  a  q u e  la s  x 
to m an  valo res en  u n  dom in io  co n tin u o . P asan d o  a  la  re p re se n ta c ió n  p , 
m e d ia n te  (67), o b ten em o s

[íí-«p, ífkp j*  =  0. í^ap,^bp.h =  0, )

=  S a » 8 ( p - p ') .

D efin ien d o  ta m b ié n  a h o ra  i  y ^ p o r (68), la  ú ltim a  ec u ac ió n  (71) d a  

rt 7 1 _  , «rPr+a,„m) r  1 <x,p'. + a„m)

= l \ l  + ^ ± ± ^ \  » ( P - P - )  (72)
2  ( ja s

y  an á lo g a m en te

=  » ( P - P T
2 [ + i¡ab

y
[íap , ?6p']+ — Zhpr]+ — 0.

S egún  la  in te rp re ta c ió n  d e  § 65, los o p erad o res son  o p e ra d o re s  d e  
an iq u ila c ió n  d e  u n  e le c tró n  d e  m om en to  p  y  los ipap son  o p e ra d o re s  d e  
c re ac ió n  d e  u n  e lec tró n  d e  m om ento  p . A fin de  e v ita r la  n o c ió n  no  fís ic a  
d e  e lec tro n es d e  en e rg ía  n eg a tiv a , hem os d e  p a sa r a  u n a  n u e v a  in te rp re ­
ta c ió n  b a sa d a  en  la  te o ría  d e  los p o sitro n es d e  § 73. L a  a n iq u ila c ió n  d e  u n  
e le c tró n  d e  e n e rg ía  n eg a tiv a  d e b e  se r c o n s id e rad a  com o la  c reac ió n  d e  

u n  h u eco  en  e l m a r d e  e lec tro n es d e  e n e rg ía  n eg a tiv a , es d e c ir, com o la  

c re ac ió n  d e  u n  p o sitró n . C o n  ello , los o p era d o re s  ^«p se  c o n v ie rte n  en  
o p era d o re s d e  c reac ió n  d e  u n  p o sitró n . E l p o sitró n  tie n e  u n  m om en to  —  p , 

p u es a n iq u ila  u n  m om en to  p . A n álo g am en te  los ?ap se  co n v ie rte n  en  o p e ­

ra d o re s  d e  a n iq u ila c ió n  d e  u n  p o sitró n  d e  m om en to  — p . L os $ap y  lep  
son re sp e c tiv a m e n te  o p e ra d o re s  d e  an iq u ila c ió n  y  c reac ió n  d e  u n  e le c tró n  
o rd in a rio  d e  e n e rg ía  p o sitiv a  y  m om en to  p.
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O bservem os q u e  au n q u e  te n g a  c u a tro  co m p o n en tes, T ínicam ente dos 
d e  e llas son in d e p e n d ie n te s , y a  q u e  las c u a tro  e s tá n  re la c io n ad a s p o r

arPr+(Xmm _  q
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(p2 +  m 2)i

q u e  im p lica  dos ecu ac io n es in d e p e n d ie n te s . L os dos co m p o n en tes d e  
in d e p e n d ie n te s  co rre sp o n d e n  a  la  an iq u ila c ió n  d e  u n  e le c tró n  en  c a d a  u n o  

d e  los dos estad o s d e  sp in  in d e p e n d ie n te s . A n álo g am en te  Zp tie n e  ú n ic a ­
m en te  dos com p o n en tes in d e p e n d ie n te s  a  cau sa  d e  la s ecu ac io n es

|? P  =  o,

y  d ich as co m p o n en tes co rresp o n d e n  a  la  c reac ió n  d e  u n  p o sitró n  en  c a d a  

u no  d e  los dos estad o s d e  sp in  in d e p e n d ie n te s .
E l estad o  v ac ío  en  e l q u e  no  ex isten  n i e lec tro n es n i p o sitro n es e s tá  

re p re se n ta d o  p o r e l k e t |0p> q u e  verifica

$ap|Op> =  o, Laptop) =  0. (74)

P odem os em p lea r d ich o  k e t com o k e t s ta n d a rd  d e  u n a  rep re se n ta c ió n . 

E n  ese  caso  c u a lq u ie r k e t se  ex p re sa rá  en  la  fo rm a

L·p)\Op>,
d o n d e  la  fu n ció n , o m ejo r d ich o  e l fu n c io n a l es u n a  se rie  d e  p o te n c ia s  

en  las v a ria b le s  f«p, Zap* C a d a  té rm in o  d e  T  es an á lo g o  a  (17') d e  § 65. 
N o p u e d e  c o n ten e r n in g u n a  d e  sus v a ria b le s  e lev a d a  a  u n a  p o te n c ia  su p e ­

rio r a  uno . C o rre sp o n d e  a  u n  e s tad o  e n  e l q u e  ex isten  e lec tro n es (d e  e n e r­
g ía  p o sitiv a) y  p o sitro n es, en  estad o s d e te rm in ad o s p o r los sím bolos d e  la s 
v a riab le s q u e  en  e lla  fig u ran .

S egún  (12 ') d e  § 65, e l n ú m ero  to ta l d e  e lec tro n es es ig u a l a  la  sum a d e

j  ̂ ap ̂ap á?p p a ra  to d o  a. E sc rito  en  la  n o ta c ió n  d e  la  ec u ac ió n  (12)

d e  § 67 es · P asan d o  a  la  rep re se n ta c ió n  x  m e d ia n te  (67), o b ­
tenem os

' ■ - / / /
q u e  nos d ic e  q u e  la  d e n s id a d  d e  e lec tro n es es ^  . E s te  re su lta d o  in ­

c lu y e  u n a  c o n s ta n te  in fin ita  q u e  re p re se n ta  e l m a r d e  e lec tro n es d e  e n e rg ía  
n eg a tiv a .

O b ten em o s u n a  c a n tid a d  con m ayor sign ificado  físico  to m an d o  la  ca rg a



to ta l Q, ig u a l a l n ú m e ro  d e  e lec tro n es d e  e n e rg ía  p o sitiv a  m enos el n ú ­
m ero  d e  h u eco s o p o sitro n es m u ltip lica d o  p o r —  e. E s d ec ir,

Q = - e  (75)

P odem os c a lc u la r e s ta  exp resión  con  a y u d a  d e  (68). E m p le an d o  la  ec u a ­

ción  tra n sp u e s ta  d e  la  se g u n d a  ecu ac ió n  (68), es d ec ir,

re su lta

P o r o tro  lad o , p a ra  to d a  m a triz  a cu y a  su m a d e  e lem en to s d iag o n a le s sea 

ig u a l a  cero , las re lac io n es d e  an tico n m u tac ió n  (71) d a n

- f  =  ao¡>(^»píí^6p'+  =  *o<,8(p — p ') =  O, (76)

re su lta d o  q u e  p o dem os su p o n e r c ie rto  ta m b ié n  p a ra  p ' =  p. C on ello  la 
exp resión  d e  Q se re d u c e  a

Q  =  —  e  j

P asá n d o la  com o an te s  a la  rep re se n ta c ió n  x , re su lta  

Q — — e j  X )d'%,

q u e  nos d ice  q u e  la  d e n s id a d  d e  ca rg a  es

/o , =  (77)

A dem ás d e  la  d e n s id a d  d e  p ro b a b ilid a d  la  in te rp re ta c ió n  d e  la  
fu n c ió n  d e  o n d a  d e  u n  e lec tró n  d a d a  en  § 68 d e te rm in a  ta m b ié n  u n a  co ­
r r ie n te  d e  p ro b a b ilid a d  E n  co rresp o n d e n c ia  con  e llo , p a ra  la  se ­

g u n d a  cu an tificac ió n  te n d re m o s u n  flujo d e  e lec tro n es d e te rm in a d o  p o r el
o p e ra d o r E l m a r d e  e lec tro n es d e  e n e rg ía  n e g a tiv a , p o r  sim etría ,

no  d a  lu g a r a  n in g ú n  flu jo  d e  e lec tro n es re su lta n te  y, p o r  co n sig u ien te , la  

c o rrie n te  e lé c tric a  v a le
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/rx =  — eipUri/r^. (78)



S egún  la  fó rm u la  (29) d e  § 60, v á lid a  ta m b ié n  p a ra  ferm io n es, la  e n e rg ía  

to ta l d e  los e lec tro n es es

H p =  J  =  J  a„.m )í¡-píí«p. (79)

P u e sta  en  rep re se n ta c ió n  x  es

Hp. =  I  í?t ( _  ihar dH. (80)

E sta  ex p resió n  d e  la  e n e rg ía  to ta l co n tien e  im  té rm in o  n u m érico  in fin ito  

q u e  re p re se n ta  e l m a r d e  e lec tro n es d e  en e rg ía  n eg a tiv a .

O b ten em o s u n a  c a n tid a d  d e  m ayor sign ificado  físico  co n sid eran d o  
la  e n e rg ía  d e  to d o s los e lec tro n es y d e  to d o s los p o sitro n e s, y  to m an d o  la  
en e rg ía  d e l v ac ío  ig u a l a cero . D ich a  c a n tid a d  es

= j  (p  ̂+  +  ^p íp ) d-p (81) 

í  í  1 /  i , » rp , +  a „ ,t í i \= J (p^+ { "í: r  ( “ (^ + T í^ )i +

= J  2{^l(«rPr+<3¡mm)!^p —  ̂ l,(<xlPr+Cílm)^p}d^p +

+ I  +  (82)

S egún  (76), la  p rim e ra  in te g ra l d e  (82) es id é n tic a  a (79) y  p o r co n sig u ie n te , 
es ig u a l a  Hp,. L a  se g u n d a  es u n a  co n s tan te  in fin ita , q u e  es ig u a l a  m enos 
la  e n e rg ía  d e  to d o s los e lec tro n es d e  e n e rg ía  n e g a tiv a  d e  la  d is trib u c ió n  
d e  v ac ío .

P odem os to m ar com o h am ilto n ian o  b ie n  Hr o b ie n  Hp . L u eg o , la  

ecu ac ió n  d e  m ov im ien to  d e  H eisen b e rg  p a ra  ^ax  es

~  [^ax^Hp] =  [^ox>ííp/]>

y si a  p a r tir  d e  e lla  segu im os e l d esa rro llo , vo lvem os a  o b te n e r la  ecu ac ió n  
d e  o n d a  (66) p a ra  ifr.

H em os d e c o n s id e ra r ah o ra  la  cu estió n  d e  si la  te o ría  es o no  re la ti­
v ista . E s tá  d a d a  en  fu n ció n  d e  o p era d o re s  i/f q u e  v erifican  las ecu ac io n es 

d e  cam po  (66). C a d a  u n a  d e  d ich as ecu ac io n es es d e  la  fo rm a  d e  la  e c u a ­
c ió n  d e  o n d a  d e  u n  e lec tró n , y  com o y a  v im os, si las i/r se  tran sfo rm an  seg ú n  

la  le y  (20) d e l c a p ítu lo  X I, son  in v a ria n te s  fre n te  a  la s tran sfo rm ac io n es d e  
L o ren tz . A  es te  re sp e c to , la  te o ría  p re se n te  v a  m ás a llá  q u e  la  te o ría  d e  u n
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solo e lec tró n , p o r  e l h ec h o  d e  h a b e r  in tro d u c id o  re la c io n es d e  an tico n m u - 
ta c ió n  p a ra  las i¡f y ijr, y es n ecesa rio  co m p ro b a r q u e  d ic h as re la c io n es son 
in v a rian te s  fre n te  a las tran sfo rm ac io n es d e  L o ren tz .

V am os a  p ro c e d e r an á lo g a m en te  a  com o h ic im os e n  § 75. C o n sid erem o s 
dos p u n to s cu a le sq u ie ra  x y x' d e l e sp ac io -tiem p o  y  fo rm em os e l an tic o n ­
m u tad o r

K a , ( x , X') =  + ^ 6 (x '¥ a (x ) . (83)

P odem os ca lc u la rlo  d ire c ta m e n te  a  p a r tir  d e  las re la c io n es d e  an tico n m u ­
ta c ió n  (71) d e  las co m p o n en tes d e  F o u rie r d e  ^  y  O tro  m é to d o  m ás 

sen cillo  es te n e r  en  c u e n ta  c ie rta s  p ro p ie d a d e s  q u e  h a  d e  te n e r  K od(^, 
q u e  vam os a  en u m e ra r a  co n tin u ac ió n :

(i) so lam en te  d e p e n d e  d e  y  x ' a  trav és d e  su  d ife re n c ia  x^ —  ac'·

(ii) verifica  la  ecu ac ió n  d e  o n d a
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( m —
\ dxo

q u e  se  d e d u c e  te n ie n d o  en  c u e n ta  q u e  ^ (x ) v erifica  (66);
(iii) p a ra  Xo =  x'o tie n e  e l v a lo r Sab5(x —  x ') , com o p u e d e  v e rse  a  p a r ­

t i r  d e  la  te rc e ra  ecu ac ió n  (70).

E sta s ecu ac io n es son  su fic ien te s p a ra  d e te rm in a r c o m p le tam e n te  Kab(^,3^), 
p u es (iü) d e te rm in a  su  v a lo r p a ra  xo =  Xo> (ü) nos d a  su  d e p e n d e n c ia  
re sp e c to  a  Xo, y  a  p a r tir  d e  e llo  (i) nos d a  la  d e p e n d e n c ia  re sp e c to  a 

x^. P u e d e  v e rse  fá c ilm e n te  q u e  la  so lu c ió n  es

K,,{x, x') =  /»-3 I  2  M I +  («rPr +  a«  m )/p,U  (85)

d o n d e  la  se re fie re  a  los v alo res ±  (p^ +  d e  po p a ra  v a lo re s  p a r tic u ­
la re s  d e  P l, P 2, Pa. V erifica la  co n d ic ió n  (ii), p u e s  a l apU carle  e l o p e ra d o r 

d e  (84) a p a re c e  en  e l in te g ra n d o  d e  (85) e l fa c to r (po —  <XrPr —  oím ^ ) ,  q u e  
m u ltip lica d o  a  la  iz q u ie rd a  p o r  e l fa c to r e n tre  p a ré n te s is  {} d a  cero . 
T am b ién  v erifica  (iii), p u es  p a ra  Xo =  x'o, la  su m a re sp e c to  a  po e lim ina 
e l seg u n d o  té rm in o  q u e  fig u ra  d e n tro  d e l p a ré n te s is  {}.

L a  ley  d e  tran sfo rm ac ió n  d e  ^  y  ^  d a d a  e n  § 68 h a c e  q u e  la s  ca n tid a d e s  

^^(x ')a^^(x ) se  tran sfo rm en  com o las c u a tro  co m p o n en te s d e  u n  c u a d ri­
v ec to r, y  q u e  ^ t(x ')a ^ ^ (x ) sea  in v a rian te . L u eg o  p a ra  c u a lq u ie r c u a d riv e c ­

to r  y c u a lq u ie r e sc a la r S,

Z -^ t(x ')a^^(x ) +  Smam^kix) (86)

es in v a rian te . L a  in v a ria n c ia  d e  (86) tie n e  q u e  se r u n a  co n d ic ió n  su fi­
c ie n te  p a ra  a se g u ra r la  le y  d e  tran sfo rm ac ió n  c o rre c ta  p a ra  ^  y  p u es nos
p e rm ite  d e d u c ir la  in v a ria n c ia  d e  la  ecu ac ió n  d e  o n d a  e n  ^  to m an d o

== ma/dx^, S =  —  m .



L a in v a rian c ia  d e  (86) im p lica  la  in v a rian c ia  d e

L u eg o ,

(̂ <̂3f/i +  Sflim)a2,K&a(x, X!) (87)

h a  d e  se r in v a ria n te  p a ra  Ko&(^, d ad o  p o r (85), y  su  in v a ria n c ia  se ria  
u n a  co n d ició n  su fic ien te  p a ra  a se g u ra r la  in v a rian c ia  d e  las re la c io n es d e  
an tico n m u tac ió n . P a ra  (87) re su lta

j  2  + Sa„)„ì,(po + (frPr +  a>p

=  m i o  -  U .  +  Sa„)(po +  «rPr +  à?P

=  h-^ j  2  2(ZoPo — IrPr +  Sm)e-«»-«') »>/»po·̂  d?p. (88)

E sta  exp resión  es in v a ria n te  fre n te  a las tran sfo rm ac io n es d e  L o re n tz , d e ­

b id o  a  la  in v a ria n c ia  d e  p~^d^p. P o r ta n to , q u e d a  co m p ro b a d a  la  in v a ­

r ia n c ia  re la tiv is ta  d e  la  te o ría .

79. La interacción

E l h am ilto n ian o  co m p leto  p a ra  e lec tro n es y  p o sitro n e s en  in te rac c ió n  

con  e l cam po e le c tro m ag n é tic o  es

H = Hj. + Hp + Hq, (89)

d o n d e  Hjp> es e\ h am ilto n ian o  d e l cam po  e lec tro m ag n é tico  a islad o , q u e  v ie ­

ne! d a d o  p o r (19) o  (45), H p  es e l h am ilto n ian o  d e  los e lec tro n es y  p o sitro ­
n es a islad o s, d ad o  p o r (80) u  (81), y  H q es la  e n e rg ía  d e  in te rac c ió n , q u e  
d e p e n d e  ta n to  d e  la s v a ria b le s  d in ám icas d e  los e lec tro n es y  p o sitro n e s 
com o d e  las d e l cam po  e lec tro m ag n é tic o . T om am os

H Q = j  (90)

d o n d e  v ien e  d a d o  p o r (77) y  (78) y, com o verem os, con  e s ta  e lecc ió n  se 
o b tien en  las ecu ac io n es d e  m o v im ien to  co rrec tas . A sí p u e s , sa lvo  té rm in o s 

n u m érico s in fin ito s,

H  =  J  «r(— —  eÂ ilf) +  nufr —  êA îJî ijs — —

- ( 8 x ) - í  J  ( B ,B « +  (91)
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V eam os cuá les son las ecu ac io n es d e  m ov im ien to  d e  H e isen b e rg  q u e 
se o b tien en  con  e l h am ilto n ian o  (91). T enem os

=  J  [vî ox, *?i.x.]-{ar(—  i ^ x / '  —  eA \, +

- f  a,„ rruff̂ , d V

=  {ar(—  i ^ x ’· —  eA \ tlr̂ ) - f  TO^x — eA ^xí^xl^.
L u eg o ,

í f t +  eA^ j _  a „  m  =r 0. (92)
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q u e  es tá  d e  a c u e rd o  con la  ecu ac ió n  d e  o n d a  (11) d e l c a p ítu lo  X I p a ra  
un  e lec tró n . C om o H es re a l, la  ecu ac ió n  d e  m o v im ien to  p a ra  ip se rá  la  

co n ju g ad a  d e  la  ecu ac ió n  d e  m ov im ien to  p a ra  ^  y , p o r  ta n to , co in c id irá  

con  (12) d e l c a p ítu lo  X I. P o r co n sig u ien te , la  in te rac c ió n  (90) d a  c o rre c ta ­
m e n te  la  acc ió n  d e l cam po  so b re  los e lec tro n es y  p o sitro n e s. P o r o tro  lad o , 

h ac ien d o  uso  d e  los P .B . (46)

dA^/dxo = : [A^Jl] ^[A ^,H f]
= B, (93)

y
dB^JdXo =  +

-  V ^ A „ x +  f[B ,^,A \.]¡,^,cP x'

=  V^A^x + 4 x /„ ,.  (94)

D e (93) y  (94) re su lta

□A ^  =  ércĵ , (95)

q u e  co n c u erd a  con  la  te o ría  d e  M axw ell y  nos d ic e  q u e  la  in te ra c c ió n  (90) 
d a  co rrec tam en te  la  acció n  d e  los e lec tro n es y  p o sitro n es so b re  e l cam po.

P a ra  co m p le ta r la  te o ría  hem os d e  in tro d u c ir la s co n d ic io n es su p le ­
m e n ta ria s (54). H em os d e  co m p ro b a r q u e  e s tán  d e  ac u e rd o  con  la s  e c u a ­

ciones d e l m ov im ien to . E l m éto d o  em p lead o  en  § 77, q u e  c o n sis tía  en  
d em o stra r q u e  las co n d ic io n es su p le m e n ta ria s  en  los d is tin to s  in s ta n te s  en  

la  im ag en  d e  H e isen b e rg  e ra n  co h e ren te s, d e ja  d e  se r a p lic a b le  ah o ra ,
p u e s  las co n d icio n es cu á n tic a s  q u e  re la c io n an  las v a ria b le s  d in ám icas en  los
d is tin to s  in s ta n te s  q u e d a n  m od ificadas p o r la  in te ra c c ió n  d e  fo rm a d em a­
siad o  co m p licad a  p a ra  se r d esa rro llad a s. A sí p u es , lo  q u e  h arem o s se rá  
o b te n e r to d a s las co n d icio n es su p le m e n ta ria s  q u e  a fe c ta n  a  las v a ria b le s  

d in ám icas en  u n  in s ta n te  y  co m p ro b a r q u e  son co h e ren te s.
T enem os n u ev am en te  las ecu ac io n es (56). D e riv a n d o  d e  n u ev o  re s ­

p e c to  a oco re su lta
ndA Jdx^  0. (96)



P o r o tro  lad o , la  ecu ac ió n  d e  m ov im ien to  (92) p a ra  com o en  § 68, nos 

llev a  a
d{ijr̂ <xjr)/dx  ̂ =  O,

q u e  es e q u iv a le n te  a
djjdx^  =  O, (97)

p u es la  d ife re n c ia  e n tre  —  y /o a u n q u e  sea in fin ita  es co n s ta n te  en  e l
tiem po . D e (95) re su lta  q u e  (96) se  v erifica ta m b ié n  com o e c u ac ió n  fu e rte .

L u eg o , las ecu ac io n es (56) son  las ú n icas co nd iciones su p le m e n ta ria s  in d e ­

p e n d ie n te s  q u e  a fe c ta n  a  las v a ria b le s  d in ám icas en  u n  in s ta n te  d e  tiem p o . 
D e  la  p rim e ra  re su lta , com o an tes, (57), y  d e  la  seg u n d a , con a y u d a  d e  (95) 

p a ra  (x — O, o b ten em o s ah o ra

(Ao'* +  ^rY +  4t¡0 ^  0. (98)

É sta  p u e d e  e sc rib irse

(Ao - f  [ / ) -  +  47U/0 O (99)

o tam b ién , seg ú n  (39),

d iv  S  —  4t:/o ^  O, (100)

q u e  es p rec isam en te  u n a  d e  la s ecu ac io n es d e  M axw ell.

P u ed e  verse , sin  q u e  hagam os los cá lcu los, q u e  en  u n  m ism o in s ta n te , 
p a ra  dos p u n to s x y x'

[/Ox, /Ox J  =  O,

p u es la  d ife ren c ia  e n tre  —  y jo a u n q u e  sea in fin ita  es c o n s ta n te  en  e l 
n o  p u e d e  co n ten e r d e riv a d as de  8(x —  x ') , y a  la  v ez  tie n e  q u e  se r a n tis i­

m é trico  en  X y  x '. L u eg o , los té rm in o s e x tra  4tc/ox d e  la  ecu ac ió n  (98) p a ra  
los d is tin to s  v a lo res d e  x , co m p arad o s co n  las c o rre sp o n d ien te s  ec u ac io ­

n es (58), co n m u tan  e n tre  sí y  a  su  vez con  to d a s las v a ria b le s  d in ám icas
q u e  fig u ran  en  (58) y  (57). P o r co n sig u ien te , d ich o s té rm in o s e x tra  no  
a lte ra rá n  la  co h e ren c ia  d e  (58) y  (57), lu eg o , (98) y  (57) son  co h e ren te s.

N u estro  m é to d o  d e  in tro d u c ir  la  in te rac c ió n  en  la  te o ría  n o  es re la tiv is ta , 

p u es la  e n e rg ía  d e  in te rac c ió n  (90) lle v a b a  consigo  v a ria b le s  d in ám icas en  
u n  in s ta n te  en  u n a  re fe re n c ia  d e  L o re n tz  p a rtic u la r. A sí p u e s , p o dem os 

p re g u n ta m o s si la  te o ría  con  in te ra c c ió n  es re la tiv is ta  o no . L as ecu ac io n es 
d e  cam po  (92) y (95) as í com o las co n d icio n es su p le m e n ta ria s  (54), son  ev i­
d e n te m e n te  re la tiv is ta s . Q u ed a  p o r sa b e r si la s co n d ic io n es cu á n tic a s  son 
in v a rian te s  b a jo  la s tran sfo rm ac io n es d e  L o ren tz .

C onocem os las co n d ic io n es cu á n tic as  q u e  re la c io n an  to d a s  n u e s tra s  v a ­

ria b le s  d in ám icas A ^^, ^^x , «fox en  u n  in s ta n te  d a d o  Xq. C om o y a
hem os d ich o , n o  p o d em o s d e sa rro lla r las co n d icio n es cu á n tic a s  g en e ra le s 

q u e  re la c io n an  las v a ria b le s  d in ám icas en  dos p u n to s  c u a le sq u ie ra  d e l 
esp ac io -tiem p o , p o rq u e  la  in te rac c ió n  las h ac e  d em asiad o  co m p licad as. P o r
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ta n to , lo  q u e  h arem o s se rá  lle v a r a  ca b o  u n a  tran sfo rm ac ió n  d e  L o re n tz  
in fin itesim al y  d e sa rro lla r las co nd iciones cu á n tic as en  e l n u ev o  sistem a 
d e  re fe ren c ia . Si p o dem os d em o stra r q u e  las co n d ic io n es c u á n tic as  e n  u n  
in s ta n te  d ad o  son in v a ria n te s  f re n te  a  las tran sfo rm ac io n es d e  L o re n tz  

in fin itesim ales, q u e d a rá  d em o strad o  ta m b ié n  su  in v a ria n c ia  fre n te  a  las 
tran sfo rm ac io n es d e  L o re n tz  fin itas.

S ea X* la  c o o rd e n ad a  te m p o ra l en  e l n u ev o  sis tem a d e  re fe re n c ia . E s ta rá  

re la c io n a d a  con las co o rd en ad as o rig in a les m e d ia n te  la  ecu ac ió n

X *  = Xo + evAr, (101)

sien d o  e u n  n ú m ero  in fin itesim al y  Vr u n  v ec to r trid im e n sio n a l ta l q u e  
t V r sea  la  v e lo c id a d  re la tiv a  e n tre  las dos re fe ren c ia s . D esp rec ia rem o s los 

té rm in o s d e l o rd en  d e
U na c a n tid a d  d e  cam po  x. en  el p u n to  x  y  en  e l in s ta n te  x* d e  la  n u ev a  

re fe re n c ia  te n d rá  e l v a lo r

κ ( χ ,  X*) =  κ ( χ ,  x )̂ +  (x* —  xo) d r ^ J d X Q  — κ ( χ ,  xo) +  et;rx)[xx, H ]. (102)

Su P .B . con  o tra  c a n tid a d  d e  cam po  an á lo g a  λ ( χ ' ,  x*) se rá

[ κ ( χ ,  X*), λ ( χ ' ,  X*)] =  [ κ ( χ ,  Xo) +  et;, χ , [ χ χ ,  Η ] , λ ( χ ' ,  Χ ο )  +  ε ι ; , χ ; [ λ χ „  Η ]  ]

1=  [ κ ( χ ,  Χ ο ) ,  λ ( χ ' ,  Χ ο ) ]  +  e.V sX \[Y .^ , [ λ χ , ,  Η] ]  +

+  €t;^r[[^^, Η],λχ,]

=  [ κ ( χ ,  Χ ο ) ,  λ ( χ ' ,  Χ ο ) ]  +  &Vr(x\ — Xr)[-̂ x, [ λ χ ο  Η ] ]  +

+  ε ϋ ^ . [ [ χ χ , λ χ , ] , Η ] .  (103)

Si κ  y  λ  son  v a ria b le s  φ  o φ ,  nos in te re sa rá  su  an tic o n m u ta d o r y  n o  su  P .B . 

U tilizan d o  la  n o ta c ió n  (69) d e l an tico n m u tad o r, ten em o s

[x (x , χ · ) ,  λ ( χ '  X *)].

=  [x(x , Xo), λ ( χ ' ,  Xo)]. +  e.VrX'r[%̂ , [λχ„ H]], +  eü,X,-[[Xx, H], λ , , ] .

=  [κ(χ, Xq), λ(χ', Χο)]+ +  eür(x' —  xr)[x.x, [λχ„ Η]], +eUrXr[ λ ,,].. Η].
(104)

Si κ  y  λ  son dos v a ria b le s  b ásicas c u a le sq u ie ra  φ α ,  Φ α ,  e l P .B . [ κ χ ,  λ χ , ]
o e l an tico n m u tad o r [ κ χ ,  λ χ , ] + ,  seg ú n  los casos, es u n  n ú m e ro  y , en  conse­

cu en cia , e l ú ltim o  té rm in o  d e  (103) o (104) es n u lo . L leg am o s p u es a

[ κ ( χ ,  X*), λ ( χ ' ,  x*)]^ = : [ κ ( χ ,  Xo), λ ( χ ' ,  Xo)]  ̂ +

+  ei;.(x/ - χ,) [ κχ, [ λ χ „  Hp + H^]], +  ει;.(χ% -χ.)[Χχ, [ λ χ „  (105)

d o n d e  [ κ ,  λ ] ^  sign ifica P .B . o  an tico n m u tad o r, seg ú n  lo s casos. A p a r tir  d e  
la  fo rm a (90) d e  H q vem os q u e  [ λ χ „  H q ] sólo p u e d e  co n te n e r las v ariab le s
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d in ám icas no  p u d ie n d o  co n ten e r las d e riv a d as d e  d ic h as
v ariab le s. P o r ta n to , si [xx, [X^,, Hq]]  ̂ n o  es nu lo , h a b rá  d e  se r u n  m ú l­
tip lo  d e  í( x  —  x ') , y  no  co n te n d rá  té rm in o s en  las d e riv a d as d e  5(x —  x ') . 
L uego , e l ú ltim o  té rm in o  d e  (105) es n u lo . R esu lta , p u es , q u e

[x(x, xj;),X(x', x*J]̂
tien e  e l m ism o v a lo r q u e  cu an d o  no h ay  in te rac c ió n , y , seg ú n  lo  v isto  en  
es te  caso , es in v a ria n te  fre n te  a las tran sfo rm ac io n es d e  L o re n tz .

E s p o sib le  u n a  c rític a  d e  la  d em o strac ió n  an te rio r. H em os d esa rro llad o , 

e n  los d istin to s p u n to s , ex p resio n es en  p o ten c ia s d e  e d esp re c ia n d o  

P o r ese p ro ce d im ie n to  no  p odem os c a lc u la r [x.(x), X(x')]± P^^a dos p u n to s 
c u a le sq u ie ra  d e l e sp ac io -tiem p o  x y x' p róx im os e n tre  sí, p a ra  los q u e  

x  ̂—  sea  d e l o rd en  d e  e, p u es e l re su lta d o  d e  d ic h o  cá lcu lo  tie n e  q u e  
se r u n a  fu n c ió n  d e  (x̂  —  x'J q u e  tie n e  u n a  s in g u la rid a d  cu an d o  e l c u a d ri­
v ec to r X —  x' e s tá  so b re  e l cono  d e  lu z  y , en  co n secu en c ia , ta l fu n c ió n  no 

p u e d e  d esa rro lla rse  en  se rie  d e  p o te n c ia s  d e  las {x̂  —  x'^).
P a ra  q u e  e l a rg u m e n to  sea  v áh d o  hem os d e  v o lv erlo  a  fo rm u la r d e  

m odo q u e  se  ev ite  e l em p leo  d e  la  fu n c ió n  E n  lu g a r d e

[x(x,x*X X(x',x*)],,
hem os d e  c a lc u la r

J  a,x(x, ) dH, J &x,X(x', * *) rfV .  , (106)

d o n d e  y son  dos fu n c io n es co n tin u as a rb itra ria s  d e  Xi, X2, X3. E n to n ­
ces las c a n tid a d e s  q u e  ten em o s q u e  d e sa rro lla r en  se rie  d e  p o te n c ia s  d e  e 
v a ría n  to d a s con  co n tin u id a d , con  u n  cam bio  co n tin u o  en  la  d irec c ió n  d e l 
e je  d e  tiem pos, q u e d a n d o  así ju stificad o s los d esarro llo s. L as ecu ac io n es q u e  

o b ten em o s ah o ra  son  las d e  la  d em o strac ió n  m u ltip lic a d a s  p o r  üjJĵ ^dHd^x' 
e  in te g ra d a s . L legam os a  la  m ism a co n c lu sió n  d e  a n te s ; los P .B . o los 
an tico n m u tad o ra s  tie n e n  los m ism os v alo res q u e  en  au sen c ia  d e  in te rac c ió n .

P o d ríam o s v e r q u e  la  raz ó n  d e  q u e  la  in teg rac ió n  no  m o d ifiq u e  la s co n ­
d ic io n es cu á n tic a s  es su  s im p lic id ad , es d ec ir, el h ech o  d e  q u e  sólo sea  
fu n c ió n  d e  las v a ria b le s  d in ám icas b ásicas y  no  d e  sus d e riv a d as. L os P .B . 

y  an tico n m u tad o re s  tie n e n  los m ism os v a lo res q u e  en  au se n c ia  d e  in te ra c ­

ción , siem p re  q u e  se  re fie ra n  a  v a ria b le s  d e  dos p u n to s  d e l esp ac io -tiem p o  
co n sid erad as en  e l m ism o in s ta n te  p o r a lg ú n  o b se rv ad o r. E s to  sign ifica 
q u e  los dos p u n to s  h a n  d e  e s ta r  c a d a  u n o  fu e ra  d e l cono  d e  lu z  d e l o tro  

y  ú n ic am e n te  se  p u e d e n  ap ro x im ar a  tra v é s  d e  lín eas q u e  v ay a n  p o r fu e ra  

d e l cono  d e  lu z .

80. Variables físicas

T odo  k e t |P> q u e  re p re se n te  u n  es tad o  físico  h a  d e  v e rific a r la s co n d i­

ciones su p lem en ta ria s

(Bo + Ar̂ )\P> =  o, ( d iv f i  — 4x/o)|P> =  0 . (107)
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U na v a ria b le  es física , si a l a p lic a rla  a  cu a lq u ie r k e t q u e  v e rifiq u e  d ich as 
co nd iciones d a  com o re su lta d o  o tro  k e t q u e  ta m b ié n  las verifica. E llo  ex ige 
q u e  co n m u te  con las c a n tid a d e s

Bo +  A /, d iv  6  — 4 t u / o .  (108)

V eam os q u é  v a ria b le s  d in ám icas sen c illas gozan  d e  e s ta  p ro p ie d a d .
L as v aria b le s  d e  cam po  tran sv e rsa le s  co n m u tan  con  las can ti-

tid a d e s  (108), y  en  co n secu en c ia  son v aria b le s  físicas. L a  v a ria b le  i¡fa co n ­
m u ta  con la  p rim e ra  d e  las c a n tid a d e s  (108) p e ro  no  con  la  seg u n d a , luego , 

n o  es u n a  v a ria b le  física . T enem os

=  $ab S(x — x')>pbx, =  5(x — x')·
L u eg o ,

[?frax, fox] =  ie/H · ^ax S(X —  X '). (109)

A p a r tir  d e  (42)

div 6 ,.] =  4ñe/fi ■ /*S(x — x').
P o r tan to ,

d iv S x ,— 4x/ox,] /ox,]

=  0.
L u eg o , si hacem os

=Z (110)

^ a x  co n m u ta  con  las dos ex p resio n es (108) y  es u n a  v a ria b le  físic a . A nálo ­
g am en te  ta m b ién  es v a ria b le  fís ic a  . L as v a ria b le s  son
las ú n icas v a ria b le s  físicas in d e p e n d ie n te s , ad em ás d e  las p ro p ia s  c a n ti­

d ad e s (108).

T enem os

/o = — — ̂ *t *̂), jr m — (111)

L u eg o , la  d e n s id a d  d e  c a rg a  y  la  c o rrie n te  son v a ria b le s  físicas. T am b ién  

es fác il v e r q u e  S  y son v a ria b le s  físicas, com o su c e d ía  c u a n d o  no 
ex istían  e lec tro n es n i p o sitro n e s. T o d as las v a ria b le s  q u e  n o  q u e d a n  m odi­

ficadas p o r la  a rb itra rie d a d  q u e  ex iste  en  la  d e te rm in a c ió n  d e  los p o te n ­
c ia les e lec tro m ag n é tico s en  la  te o ría  d e  M axw ell, son  v a ria b le s  físicas.

E l o p e ra d o r re p re se n ta  la  c reac ió n  d e  u n  p o sitró n  o la  a n iq u ila ­
ción d e  u n  e lec tró n  en  el lu g a r x . V eam os cu á l es el sig n ificad o  físico  del 
o p e ra d o r . S egún  (44),

< S rx J  =  ----3C 'r) |x-----x ' l ' * ,

y  p o r tan to ,

ÍM’PÍx, <?rxJ =  ei/r*JXr — x'r)lx — xT ^
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O sea,

<S rx .^íx  =  +  e(x ; -  Xr)\̂  -  x |-^} . (112)

C onsiderem os u n  e s ta d o  |P> en  e l cu a l £ r  ’te n g a  c ie rta m e n te  e l v a lo r Cr 

en  e l p u n to  x ',  o  sea,

=  Cr\P>.

E n to n ces seg ú n  (112)

<S rx .^ íx |P >  =  {Cr +  e(x'r — :tr)|x ' — x l '^ } ^ íx |F > ,

lu eg o , en  e l e s ta d o  ^ íx |F > , Sr en  e l p u n to  x ' tie n e  c ie rta m e n te  e l v a lo r

c / + e ( x ;  —  x , ) | x '—  x | “3.

E sto  sign ifica q u e  e l o p e ra d o r ad em ás d e  c re a r u n  p o sitró n  o  an iq u i- 

la r u n  e le c tró n  e n  e l p u n to  x , a u m e n ta  e l cam p o  e lé c tric o  en  e l p u n to  x ' 

e n  la  c a n tid a d  e(jc^ —  xr)\x' —  x j“^, q u e  co in c id e  p re c isa m e n te  con  e l cam ­
p o  d e  C ou lom b  clásico  e n  e l p u n to  x ' c re a d o  p o r u n  p o sitró n  d e  c a rg a  e 
en  e l p u n to  x . L u eg o , e l o p e ra d o r c re a  u n  p o s itró n  en  e l p u n to  x  
junto con su campo coulombiano, o b ie n  a n iq u ila  u n  e le c tró n  en  e l lu ­

g a r X junto con su campo coulombiano.
P a ra  e lec tro n es y  p o sitro n e s en  in te ra c c ió n  con el cam p o  e lec tro m ag ­

n é tico , m ás q u e  la s v a ria b le s  son  las v a ria b le s  la s q u e  co rres ­

p o n d e n  a l p ro ceso  fís ic o  d e  c re ac ió n  o  an iq u ila c ió n  d e  e lec tro n es y  p o si­
tro n es, p u es d ich o s p ro ceso s s ie m p re  d e b e n  ir  aco m p añ ad o s p o r  e l cam bio  

co rre sp o n d ien te  d e  C o u lo m b  e n  e l cam p o  e léc trico  a lre d e d o r d e l pxm to en  

q u e  h a  sido  c re a d a  o  a n iq u ila d a  la  p a rtíc u la . P u e d e  v e rse  fá c ilm e n te  q u e  

las v a ria b le s  v erifican  las m ism as re lac io n es d e  an tico n m u tac ió n
(70) q u e  las v a ria b le s  sin  e s tre lla . A l p a sa r  a  la  re p re se n ta c ió n  d e  m om en tos, 

las c a n tid a d e s  im p o rta n te s  n o  se rá n  las v a ria b le s  n o  físicas ijsp d efin id as 

p o r (67), sino  las v a ria b le s  físicas d efin id as p o r

J  (113)

A hora hem os d e  su s titu ir  (68) p o r

• 2|  ^  (p’ +  m’')‘ I ■' » 2 I (p* + »n')t I "

y  to m ar p a ra  re p re se n ta r  la  a n iq u ila c ió n  d e  u n  e le c tró n  d e  m o m en to  p, 
p a ra  la  c reac ió n  d e  u n  e le c tró n  d e  m om en to  p, p a ra  la  c reac ió n  d e  

u n  p o sitró n  d e  m o m en to  —  P y Z* a n iq u ila c ió n  d e  u n  p o sitró n  d e

m o m en to  —  p. L as v a ria b le s  ?p> v erific a rán  las m ism as

re lac io n es d e  an tico n m u tac ió n  q u e  las co rresp o n d ien te s  v a ria b le s  sin  e s tre lla .
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P odem os ex p re sa r e l h am ilto n ian o  e n te ra m e n te  e n  fu n c ió n  d e  v a riab le s 
físicas. T enem os

_  ^V/h(^r
L u eg o ,

H p  +  f /g  =  J  {{p̂ a’’ [—  —  V')xls J -\-xß̂ Om rrujs +  A®/o} d?x

=  J  {{ß*̂ (x,{—  Üv/r* ''—  esí''i¡f*) -(- -j- A®/o} d?x.

E l ú ltim o  té rm in o  d e l in te g ra n d o  h a  d e  co m b in arse  co n  H jri,. D e  (49) y  (57)

H^l «  - ( 8 x ) - ^  J  {U -  Ao){U-{-A ^r (Px 

« i  J(U -A o)/od^x 

con a y u d a  d e  (99). L u eg o ,

+ J  íP x x  i  JiU i-A o)jodH.

In te g ra n d o  (99) con  a y u d a  d e  la  fó rm u la  (72) d e  § 38  re su lta

Aox +  C/x« J  dV,

y  p o r  ta n to .

L u eg o , se tie n e

H ^  H*
con

H ·  =  J  dH +

+ 4 / /  (114)

E n  la  ec u ac ió n  d e  S ch rö d in g er d e  xm k e t [P> q u e  re p re se n ta  im  es tad o  

físico , p odem os em p lea r H *  en  lu g a r d e  H , p u es p a ra  d ich o  k e t se  tie n e

i/id |P > /íix o  =  H |F >  =  H*1F>. (115)

H * só lo  c o n tien e  v a ria b le s  físicas. L as v a ria b le s  d e  cam p o  lo n g itu d in a le s  
no  ap a rec en . E n  su  lu g a r  a p a re c e  e l ú ltim o  té rm in o  d e  (114), q u e  es p re ­

c isam en te  la  e n e rg ía  d e  in te rac c ió n  d e  C ou lom b  d e  to d a s  la s ca rg as p re ­

sen tes. E s b a s ta n te  e x tra ñ o  q u e  a p a re z c a  u n  té rm in o  d e  e s te  tip o  e n  u n a  
te o ría  re la tiv is ta , p u es re p re se n ta  la  e n e rg ía  a so c ia d a  co n  la  p ro p ag a c ió n
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in s ta n tá n e a  d e  fu e rza s. D ich o  té rm in o  a p a re c e  com o re su lta d o  d e  h ab e rn o s 
sep arad o  d e  la  im ag en  d e  H eisen b e rg , q u e  es d o n d e  se  p o n e  d e  m an ifiesto  
la  in v a ria n c ia  d e  la  te o ría .

P o d ríam o s h a b e r  es tab lec id o  u n a  re p re se n ta c ió n  to m an d o  com o k e t 

s ta n d a rd  el p ro d u c to  d e l k e t s ta n d a rd  lOp} d e l cam p o  e lec tro m ag n é tico  
a islado , d ad o  p o r (61) y  (62), p o r e l k e t s ta n d a rd  ]0p> d e  los e lec tro n es y  

p o sitro n es a islad o s, d ad o  p o r (74). S in  em b arg o , e s ta  re p re se n ta c ió n  no  

se ría  ad e cu a d a , p u es su  k e t s ta n d a rd  n o  v erific a ría  la  se g u n d a  d e  las co n ­
d ic iones su p le m e n ta ria s d e  (107).

O tra  rep re se n ta c ió n  m ás co n v en ien te  se o b tie n e  to m an d o  u n  k e t s ta n ­
d a rd  |0o> q u e  v erifiq u e

{Bo + A/)\Oq> =  o, ( d iv f i  — 4T:/o)|Og> = . O, (116)

=  0. |0<,> = . o, 10o> -  0. (117)

E stas co nd iciones son  co h e ren te s, p u es los o p era d o re s q u e  a c tú a n  so b re  
|0g> en  e llas co n m u tan  o an tic o n m u ta n  e n tre  sí, y  ad em ás son  su ficien tes 

p a ra  fija r co m p le tam e n te  |0 q> sa lvo  en  u n  fa c to r n u m érico , p u e s  h a y  el 
m ism o n ú m ero  d e  ecu ac io n es q u e  las q u e  se  n e c e s ita n  p a ra  fija r |0ir>10p>. 

L as cond iciones (116) m u e stra n  q u e  |0 q> v erifica  la s co n d ic io n es su p le ­

m en ta ria s y , p o r ta n to , re p re se n ta  u n  es tad o  físico . L as co n d icio n es (117) 
nos d ic en  q u e  10q> re p re se n ta  u n  e s tad o  en  e l q u e  n o  ex isten  fo to n es, 
e lec tro n es n i p o sitro n es.

C u a lq u ie r k e t |F> q u e  v erifiq u e  las cond iciones su p le m e n ta ria s  (107) y 
q u e , en  con secu en cia , re p re se n te  u n  e s ta d o  físico  p u e d e  ex p re sa rse  en  

fo rm a d e  u n a  v a ria b le  fís ic a  a p lic a d a  a l k e t |0 q>. L as ú n ic as v a ria b le s  fís i­
cas in d e p e n d ie n te s  q u e  no  d an  re su ltad o s nu los a l se r ap lic a d a s  a  |0g> 

son ^  *p, ‘ L u eg o ,

|P> =  (118)

A sí p u es , |F> e s tá  re p re se n ta d o  p o r u n  fu n c io n a l d e  o n d a  W d e  las v a ria ­

b le s E s u n a  se rie  d e  p o te n c ia s  en  d ic h as v a ria b le s , cuyos

d istin to s té rm in o s co rre sp o n d e n  a  la  ex isten c ia  d e  los d is tin to s  nú m ero s d e  

fo to n es, e lec tro n es y  p o sitro n e s co n  sus cam pos cou lom bianos.

E m p lean d o  la  re p re se n ta c ió n  (118) y  e l h am ilto n ian o  í í * ,  po d em o s no  
te n e r  en  cu e n ta  las co n d icio n es (116), y a  q u e  no  ju g a rá n  n in g ú n  p a p e l e n  la  

reso lu c ió n  d e  la  ecu ac ió n  d e  S ch rö d in g er (115). L as v a ria b le s  lo n g itu d i­

na les y a  no v u elv en  a  a p a re c e r  en  la  te o ría .
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E l k e t s ta n d a rd  |0g>  re p re se n ta  u n  es tad o  en  e l q u e  no  ex isten  fo to n es, 
e lec tro n es n i p o sitro n es. P o d ríam o s in c lin a rn o s a  p e n sa r q u e  d ich o  estad o  

re p re se n ta  el v ac ío  p e rfec to , p e ro  no  p u e d e  se r a s í p u es no  es estac io n a rio . 

P a ra  q u e  fu ese  estac io n a rio  n ecesita ríam o s q u e

J/*10g> z= C\Oq>

sien d o  C u n  n ú m ero . P ero  H* co n tien e  los té rm in o s

- e  J d H  + i f  f  cP xíP x ', (119)

q u e  a l ap h carlo s a l k e t |0g> no d an  fac to re s nu m érico s, y  en  co n secu en ­

cia, d es tru y e n  el c a rá c te r e stac io n a rio  d e  |0g>.
D ichos té rm in o s p u e d e n  se r co n sid erad o s com o u n a  p e rtu rb a c ió n  q u e  

d a  lu g a r a  u n a  p ro b a b ilid a d  d e  q u e  e l e s tad o  10q> p a se  a  o tro  e s tad o , d e  
acu erd o  con  la  te o ría  d e  § 44. E l p rim e ro  d e  d ichos té rm in o s d esco m p u esto  

en  com p o n en tes d e  F o u rie r co n tien e  u n a  p a r te

- e ( a . U j j  (120)

q u e  d a  lu g a r a  tran sic io n es en  las q u e  se  e m ite  u n  fo tó n  y  en  las q u e  sim u l­
tá n e a m e n te  se c re a  u n  p a r  e lec tró n -p o sitró n . T ras u n  co rto  in te rv a lo  de 

tiem p o , la  p ro b a b ilid a d  d e  tran sic ió n  es p ro p o rc io n a l a l c u a d ra d o  d e  la 
lo n g itu d  d e l k e t q u e  se o b tie n e  ap lica n d o  (120) a l k e t in ic ia l |0q>, y v ale

^*'(^r)a&(^5)cd X

x f f  I I  ¡o,>d^kd^pd^k'dy

=  e^(ár)ai(ccs)ca f j j j  X

E m p le an d o  los v a lo res d e  los P .B . y  an tico n m u tad o re s  d ad o s p o r (4), (16), 

(72), (73) se o b tie n e  u n  in te g ra n d o  q u e  d e p e n d e  d e  las v a ria b le s  k, k ' según  

la  ley  |k |“ 5̂(k — k') p a ra  v a lo re s g ran d e s d e  k y  k'. C o n  ello  re su lta  u n a  
in te g ra l d iv e rg e n te , y  as í la  p ro b a b ilid a d  d e  tra n s ic ió n  es in fin ita .

E l seg u n d o  té rm in o  d e  (119), d esco m p u esto  en  co m p o n en tes d e  F o u rie r, 

co n tien e  té rm in o s com o d a n  lu g a r  a  tran sic io n es

en  las q u e  se  c rean  sim u ltá n ea m en te  dos p a re s  e lec tró n -p o sitró n . P odem os

ca lc u la r ig u a lm e n te  e s ta  p ro b a b ilid a d  d e  tran sic ió n , o b te n ié n d o se  ta m b ién
u n  v a lo r in fin ito .

S egún  estos cá lcu lo s re su lta  q u e  el estad o  Og no  es e s tac io n a rio  ni
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siq u ie ra  ap ro x im ad am en te . U n a  d ificu ltad  m ás se ria  es e l h ec h o  d e  q u e  no 
se p u e d a  u tih z a r  e l m é to d o  d e  p e rtu rb a c io n e s  p a ra  tr a ta r  la  ecu ac ió n  d e  
o ndas cu an d o  co n d u ce  a  p ro b a b ih d a d e s  d e  tran sic ió n  d e l e s tad o  in ic ia l 
q u e  se  co n sid ere . E n  cam bio , n o  se conoce n in g ú n  o tro  m é to d o  ca p az  d e  

su stitu irlo  y , p o r ta n to , n o  se  conoce n in g u n a  so luc ión  d e  la  ecu ac ió n  

d e  o n d a  de la  e lec tro d in ám ica  cu án tica .

E l o rigen  d e  e s te  co n flic to  re s id e  en  las flu ctu ac io n es d e  la  d e n s id a d  
del m a r d e  e lec tro n es d e  e n e rg ía  n eg a tiv a , flu c tu ac io n es q u e  se p re se n ta n  

s iem p re en la  te o ría  d e  e lec tro n es y  p o sitro n e s en  au sen c ia  d e  cam po  e lec ­

tro m ag n ético . L a  d e n s id a d  d e  e lec tro n es en  estad o s ta n to  d e  en e rg ía  

p o sitiv a  com o d e  e n e rg ía  n e g a tiv a  es

P o r ta n to , seg ú n  (74)

Px|Op> =  ?xiOp> +  · (121)

L as re lac io n es d e  an tico n m u tac ió n  (73) p a ra  las ?  y  las ^  nos d ic en  q u e

(122)

es u n  n úm ero , a u n q u e  sea  in fin ito , y  p o r ta n to  e l seg u n d o  té rm in o  d e l se ­

g u n d o  m iem b ro  d e  (121) es u n  m ú ltip lo  n u m érico  d e  10p>. E n  cam bio , el 

p rim e ro  no p u e d e  se r n u n c a  u n  m ú ltip lo  n u m érico  d e  ¡Op), y  en  co n secu en ­

cia, 10p> n o  es u n  a u to k e t d e  Px. E sto  im p lic a  q u e  la  d e n s id a d  d e l m a r d e  

e lec tro n es d e  e n e rg ía  n e g a tiv a  en  e l v ac ío  n o  es c o n s tan te , s in o  q u e  e s tá  

so m etid a  a flu c tu ac io n es co n tin u as.

S ig u ien d o  la  id e a  d e  § 73, a  fin  d e  o b te n e r u n a  c a n tid a d  físic am e n te  
im p o rta n te  —  la  d e n s id a d  d e  e lec tro n es d e  e n e rg ía  p o sitiv a  m enos la  d e n ­

sid a d  d e  p o sitro n es —  resta rem o s d e  la  d e n s id a d  d e  to d o s los e lec tro n es 
la  d e n s id a d  d e  la  d is trib u c ió n  d e  v ac ío . L a  c a n tid a d  q u e  a s í se o b tie n e  es 

la  d e n s id a d  d e  ca rg a  q u e  d e b e  em p lea rse  en  la  ec u ac ió n  d e  M axw ell (58) 
d e  § 73. E n  u n a  te o ría  ex a c ta  d e  la  e lec tro d in ám ica  c u á n tic a , la  c a n tid a d  

q u e  restam o s h a  d e  se r u n  o p e ra d o r b ie n  defin ido , q u e  h a  d e  p o d e r se r 

in tro d u c id o  en  las ecu ac io n es. L o  m ejo r q u e  podem os h a c e r es to m ar p a ra  

d ich o  o p e ra d o r la  p a r te  co n s ta n te  (122) d e  la  d e n s id a d  d e  la  d is trib u c ió n  
d e  v ac ío  d e jan d o  d e  re s ta r  la  p a r te  q u e  d a  lu g a r a  flu c tu ac io n es. C on  ello  

re su lta

/o , =  -  ( r j x  +  r j x  ) i · (123)

C on  a y u d a  d e  la  re la c ió n

m . + ü L ·  = m . + n u
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q u e  se o b tie n e  a  p a r tir  d e  las re lac io n es d e  an tico n m u tac ió n  (72) y (73) 

h ac ien d o  a = b y su m ando , re su lta  in m e d ia ta m e n te  q u e  (123) co in c id e  con 

la  ex p resió n  (77) q u e  ten íam o s p a ra  jo·
P ero  com o no  hem os re s ta d o  la  p a r te  d e  la  d e n s id a d  d e  la  d is trib u c ió n  

d e  v ac ío  q u e  d a  lu g a r a  flu c tu ac io n es, é s ta  c o n tin ú a  fo rm a n d o  p a r te  d e  

la  d e n s id a d  d e  ca rg a  q u e  se  a p lic a  a l k e t d e  vacío , es d ec ir,

/oxlOp> =  -^?Ux|Op>.

L uego , la  d e n s id a d  d e  c a rg a  d e l v ac ío  n o  es cero . L legam os a l re su ltad o  

a p a re n te m e n te  p a ra d ó jic o  d e  q u e , p e se  a  q u e  el e s ta d o  v ac ío  h a  sido 

d efin id o  com o u n  es tad o  en  e l q u e  n q  ex iste  n in g ú n  e lec tró n  n i n in g ú n  p o si­
tró n , sigue te n ie n d o  d e n s id a d  d e  ca rg a  n o  n u la . E s te  re su lta d o  es u n a  con ­
secu en c ia  n e c e sa ria  d e  n o  h a b e r  p o d id o  re s ta r  las flu c tu ac io n es d e l m a r d e  
e lec tro n es d e  e n e rg ía  n eg a tiv a , in c lu so  en  e l caso e n  q u e  n o  h a y  in te racc ió n  

con  e l cam po  e lec tro m ag n é tico .
E x iste  ta m b ié n  a lg u n a  d ific u lta d  en  re la c ió n  con  e l té rm in o  co n stan ­

te  (122) d e  la  d e n s id a d  d e  d is trib u c ió n  d e  vacío . P o r u n a  co n sid erac ió n  d e  

sim etría , es d e  e sp e ra r q u e  n o  ap a re z c a  n in g ú n  té rm in o  c o n s ta n te  en  la  
c o rrie n te  p ro d u c id a  p o r e l m ov im ien to  d e  los e lec tro n es d e  la  d is trib u c ió n  
d e  vacío , con  lo  q u e  te n d re m o s u n a  d e n s id a d  d e  c a rg a  a  la  q u e  n o  está  

aso c iad a  n in g u n a  co rrien te . E s to  d e te rm in a  u n  sis tem a d e  re fe re n c ia  de 

L o re n tz  p riv ile g ia d o , cosa q u e  en  u n a  te o ría  re la tiv is ta  n o  d e b e ría  ocu rrir.

E l p u n to  d e  apoyo  p a ra  sa lv a r e s ta  in c o h e ren c ia  re s id e  e n  q u e  la  co ­

rrie n te  p ro d u c id a  p o r e l m o v im ien to  d e  los e lec tro n es d e  la  d is trib u c ió n  

d e  v ac ío , e n  re a lid a d , es u n a  d ife re n c ia  e n tre  d o s in fin ito s, y  p o r consi­

g u ie n te , no  es u n a  c a n tid a d  b ie n  defin id a . D ich o  té rm in o  c o n s ta n te  p u ed e  

se r o b te n id o  p o r u n  p aso  a l lím ite , llev ad o  a  cab o  e n  u n  sis tem a  d e  re fe ­
re n c ia  d e  L o re n tz  p a rtic u la r, o b te n ien d o  así u n  v a lo r p a rtic u la r; p e ro  d icho  

v a lo r no  d e b e ría  se r m ás p riv ile g ia d o  q u e  o tros. L a  am b ig ü e d a d  en  e l té r ­

m ino  co n stan te  d e  la  c o rrie n te  no re p re se n ta  u n a  d ific u lta d  se ria  p a ra  la  
te o ría , y a  q u e  p o dem os e v ita r d ic h a  am b ig ü e d a d  d efin ien d o  d e  nuevo  

ir p o r

/ r x  - « t

en  lu g a r d e  p o r (78). C on  e llo  q u e d a  en  la  m ism a fo rm a  q u e  la  expre­

sión  (77) d e  /o, y  nos p e rm ite  e sc rib ir la  ec u ac ió n  re la tiv is ta

j  ̂ =  aja — ^ to ít^ ) . (124)

L a  d ific u lta d  d e  las flu c tu ac io n es es m u ch o  m ás se ria . A l p o n e r en 

in te ra c c ió n  la  d e n s id a d  d e  ca rg a  flu c tu a n te  d e l v ac ío  con  e l cam p o  e lec tro ­

m a g n ético  é s ta  d a  lu g a r a  la  a p a ric ió n  d e  u n  cam p o  e léc trico  flu c tu an te , 

se g ú n  se  d e d u c e  d e  la  ec u ac ió n  d e  M axw ell (100), q u e  a c tú a  so b re  e l m ar 
d e  e lec tro n es d e  e n e rg ía  n e g a tiv a  d an d o  lu g a r a  la  c re ac ió n  d e  p ares
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e lec tró n -p o sitró n . Si in ten tam o s ca lc u la r e s ta  acción  nos en co n tram o s con 
in teg ra le s  d iv e rg e n te s , lo  q u e  im p id e  o b te n e r u n a  so luc ión  d e  la  ecu ac ió n  

d e  o n d a  con  in te rac c ió n .

Ya h a b ía n  ap a rec id o  an tes en  la  te o ría  a lg u n as c a n tid a d e s  in fin itas, 
p e ro  n in g u n a  d e  e llas c o n s titu ía  u n a  d ific u lta d  seria , p u es n o  ju g a b an  
n in g ú n  p a p e l im p o rta n te  en  las ecu ac io n es; p o d íam o s e v ita rla s  v o lv ien d o  a  
defin ir las ca n tid a d es d e  fo rm a  co n v en ien te . A sí ten íam o s el in fin ito  del 

p u n to  cero  d e  la  e n e rg ía  d e l cam po  e lec tro m ag n é tico  tra n sv e rsa l Hft 
d a d a  p o r (47), q u e  p u d im o s e v ita r em p lean d o  (65). N os en co n tráb am o s 
tam b ié n  con el in fin ito  d e l p u n to  cero  d e  la  e n e rg ía  d e  los e lec tro n es y 

p o sitro n es Hp, d a d a  p o r (80), y  con  e l té rm in o  in fin ito  q u e  a p a re c ía  ex p lí­
c itam en te  en  la  fo rm a  (82) d e  Hp. D ich o  in fin ito  nos fu e  p o sib le  ev ita rlo  
co n sid eran d o  Hp en  la  fo rm a (81). A p arec ió  ta m b ié n  la  p a r te  c o n stan te  

in fin ita  d e  la  d en s id a d  d e  e lec tro n es d e l v ac ío  (122), q u e  p u d im o s eh m in ar 

d e  la  te o ría  em p lea n d o  la  fó rm u la  (124) p a ra  E n  cam bio , n o  ex iste  
n in g u n a  p o s ib ilid a d  d e  v o lv e r a  fo rm u la r la  te o ría  q u e  nos p e rm ita  e v ita r 
los in fin itos d e  las flu c tu ac io n es.

Se h a  co n seg u id o  e s ta b le c e r c ie rta s reg la s q u e  p e rm ite n  e lim in a r d e  u n  

m odo c o h e ren te  los in fin ito s q u e  se  d e riv a n  d e  las flu c tu ac io n es, h ab ién d o se  
o b te n id o  con e llo  u n a  te o ría  ca p az  d e  se r d esa rro llad a , y  a  p a r tir  d e  la  
cu a l se p u e d e n  o b te n e r re su ltad o s q u e  p u e d e n  se r co n fro n tad o s con  los 

ex p erim en to s. E n  la  co n fro n tac ió n  se h a  en c o n trad o  b u e n a  co n co rd an c ia , 
lo  q u e  in d ic a  q u e  la s reg la s tie n e n  c ie rta  v a lid ez . P e ro  d ich as re g la s  sólo se 

p u e d e n  a p lic a r a  p ro b lem as p a rtic u la re s , q u e  p o r lo  g e n e ra l son  p ro b lem as 

d e  co lisión , y  n o  en c a jan  e n  los fu n d am en to s lóg icos d e  la  m ecán ica  
cu á n tic a . P o r ta n to , no  p u e d e n  se r co n sid erad as com o u n a  so lu c ió n  sa tis ­

fa c to ria  d e  la s  d ificu ltad es.
P a re c e  se r q u e  hem os seg u id o  h a s ta  d o n d e  es p o sib le  e l d esa rro llo  

lóg ico  d e  las id e as d e  la  m ecá n ica  c u á n tic a  ta l y  cóm o se  co n o cen  h o y  en  
d ía . T en ien d o  en  c u e n ta  q u e  las d ificu ltad es son  d e  c a rá c te r  m u y  p ro fu n ­
do, ú n ic am e n te  p u e d e n  se r su p e ra d as p o r u n  cam bio  d rá s tic o  d e  los fu n ­
d am en to s d e  la  te o ría , p ro b a b le m e n te  ta n  d rá s tic o  com o e l p aso  d e  la  
te o ría  d e  las ó rb ita s  d e  B ohr a  la  m ecán ica  c u á n tic a  ac tu a l.
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