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PROLOGO A LA CUARTA EDICION

El cambio mds importante respecto a la tercera edicion es la nueva
versién del capitulo que trata de la electrodindmica cudntica. La electro-
dinédmica cudntica expuesta en la tercera edicién describia el movimiento
de particulas cargadas individuales, en estrecha analogia con la electro-
dindmica cldsica. Era una forma de la teoria en que se conservaba nece-
sariamente el ndmero de particulas cargadas, y no podia geneéralizarse para
permitir la variacién del nimero de ellas. i

Actualmente, en fisica de altas energias se da con frecuencia la creacidn
y aniquilacién de particulas cargadas. Por consiguiente, una electrodindmica
cudntica que exija la conservacién del nimero de particulas cargadas estd
lejos delarealidadfiaioa.Asizm,la hemos substituido por una eleciro-
dindmica cudntica que incluye la creacion y aniquilacién de pares electrdn-
positrén. Ello nos obliga a abandonar toda analogia estrecha con la teoria
clésica de los electrones, pero nos proporciona una descripcién mds ajus-
tada de la naturaleza. Parece pues que el concepto cldsico de electrén dsja
de ser un modelo vdlido en fisica, salvo para algunas teorias elementales
que se limiten a considerar fendémenos de baja energia.

: P.A.M.D.

St. John’s College, Cambridge
11 de mayo de 1957






DEL PROLOGO A LA PRIMERA EDICION

Los métodos de trabajo de la fisica tedrica han sufrido un profundo
cambio en el presente siglo. La tradicién cldsica consideraba el mundo como
la asociacién de objetos observables (particulas, fluidos, campos, eic.) que 38
mueven segin leyes de fuerza fijas, pudiéndose, pues, formar una imagen
mental de todo el esquema en el espacio y el tiempo. Ello conducia a una
fisica cuyo método consistia en hacer hipétesis sobre el mecanismo y las
fuerzas que relacionan dichos objetos observables, que explicaran su com-
portamiento de la forma mds sencilla posible. En los dltimos tiempos se ha
ido haotendo cada vez mds evidente que la naturaleza actta en un
distinto. Sus leyes fundamentales no rigen el mundo directamente tal como
éste aparece en nuestra imagen mental, sino que actian sobre un substraio
del que no podemos formarnos ninguna imagen mental sin cometer dess-
tinos. La formulacién de dichas leyes exige el empleo de las matemdticas
de transformaciones. Los elementos importantes del mundo fisico aparecen
como . los invariantes de dichas transformaciones (0 mds en general los
casi-invariantes, o cantidades que se transforman de modo sencillo). Las
cosas que conocemos de modo inmediato son las relaciones de estos casi-
invariantes con un cierto sistema de referencia, que generalmente elegimos
de forma que se introduzcan simplificaciones particulares sin importancia
desde el punto de vista de la teoria general.

El auge de la teoria de transformaciones, aplicada primero a la rela-
tividad y después a la teoria cudntica, constituye 6l fundaimento de los
nueops métodos de la fisica tedrica. Otra caracteristica del desarrollo de
la teorfa es la obtencién de ecuaciones que sean invariantes frenie o
transformaciones cada vez mds generales. Este modo de proceder es muy
aatisfaciario desde el punto de vista filosdfico, pues reconoce el verdadero
papel dsl observador, permitiendo englobar las reglas que se deducen
ds sus observaciones particulares en un esquema tinico, y mosirando que la.
naturalezs no se comporta de modo arbitrario; pero a cambio dificulta
la comprensién para el estudioso de la fisica. Las nuevas teorias, ei se conei-
deran independientemente de su estructura matemdtica, estén constituidas
por concepios fisicos que no pueden expresarse mediante términos o ele-
mentos conocidos previamente por el estudiante, y que ni siquiera pus-
den explicitarse adecuadamente con palabras. Al igual que los conceptos
fundamentales (como por ejemplo, proximidad, identidad) que cada uno ha
de aprender desde que nace, los nuevos conceptos de la fisica sélo pueden
dominarse familiarizéndose con sus propiedades y usos.
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Desde el punto de vista matemdtico, la comprensién de las nuevas
teorias no presenta ninguna dificultad, ya que las matemdticas necesarias
(por lo menos las que se necesitan para el desarrollo de la fisica hasta nues-
tros dias) no son esencialmente distintas de las que se empleaban anterior-
mente. Las matemdticas son el instrumento especialmente indicado para
tratar conceptos abstractos de cualquier clase, y en este campo su poder
no tiene limites. Por esta razén todo libro sobre la nueva fisica, que no sea
puramente una descripcién de trabajos experimentales, ha de ser esencial-
mente matemdtico. Sin embargo, las matemdticas no son mds que un instru-
mento y deberiamos aprender a apropiarnos de las ideas fisicas sin refe-
rencia a su forma matemdtica. En este libro hemos procurado poner en
primer plano el aspecto fisico, comenzando por un capitulo enteramente
fisico y procurando examinar en lo posible el significado fisico que en-
cierra el formalismo en los capitulos siguientes. Se necesita gran cantidad
de conocimientos tedricos para poder resolver problemas de valor préctico,
pero este hecho es una consecuencia inevitable del importante papel que
tiene la teoria de transformaciones y que estd destinado a acentuarse en
la fisica tedrica del futuro.

Respecto al formalismo matemdtico en que puede presentarse la teoria,
el autor ha de decidirse desde el principio entre dos métodos. Uno es el
método simbdlico, que considera directamente y de forma abstracta las
¢antidades de importancia fundamental (invariantes, etc., de las transfor-
maciones) y el otro se basa en el empleo de coordenadas o representaciones
y trata con confuntos de nimeros que corresponden a dichas cantidades.
Por regla general siempre se.ha utilizado el segundo método para presentar
la mecdnica cudntica (de hecho se ha utilizado préeticamente siempre a ex-
cepcién del libro de Weyl titulado Gruppentheorie und Quantenmechanik).
Dicho método se conoce con los nombres de ‘mecdnica ondulatoria® y
‘mecdnica de las matrices’ segtin a cual de los elementos fisicos, estados o
variables dindmicas del sistema, se le conceda mayor importancia. Tiene
la ventaja de que las matemdticas que exige son mds familiares para el
-estudiante medio y ademds es el método histérico.

Sin embargo, el método simbblico parece atacar con mds profundidad
la naturaleza de las cosas. Nos permite expresar las leyes fisicas de una
forma clara y concisa, y probablemente se ird utilizando cada vez mds
en el futuro a medida que vaya siendo mejor conocido y se vayan desarro-
llando las matemdticas especiales que emplea. Por esta razén hemos elegido
#l método simbélico, introduciendo sélo después las representaciones como
ayuda para los cdleulos prdcticos. Ello ha exigido romper completamente
con la linea de desarrollo histérica, pero nos permite el acceso a las nuevas
ideas de la forma mds directa posible.

P.A.M.D.

St. John’s College, Cambridge

29 de mayo de 1930
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1

EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

1. Necesidad de una teoria cudntica

La mecénica clasica se ha ido desarrollando progresivamente desde los
tiempos de Newton y se ha aplicado a un conjunto de sistemas dinémicos
cada vez més amplio, del que forma parte el campo electromagnético en
interaccién con la materia. Las ideas fundamentales y las leyes que rigen
su aplicacién constituyen un esquema.tan sencillo y elegante, que parece
imposible modificarlo seriamente sin destruir todas sus atractivas caracte-
risticas. Sin embargo, se ha conseguido construir un nuevo esquema, llamado
mecénica cuéntica, més adecuado para la descripcién de los fenémenos de
escala atémica, y que es en ciertos aspectos mds elegante y satisfactorio
que el esquema clasico. Esto ha sido posible gracias a que los cambios
introducidos por la nueva teorfa son de carécter muy profundo y no simples
modificaciones que destruirian las caracteristicas de la teoria clésica que le
confieren su armonfa, y asi ha resultado que todas estas caracteristicas han
podido ser incorporadas al nuevo esquema.

La necesidad de elegir un camino distinto al de la mecénica clasica
viene exigida por los hechos experimentales. En primer lugar, las fuerzas
conocidas en electrodinémica clésica son inadecuadas para justificar la nota-
ble estabilidad de 4tomos y moléculas, necesaria para poder explicar que las
substancias tengan propiedades fisicas y quimicas definidas. La introduccién
de nuevas fuerzas hipotéticas no podria salvar la situacién, ya que existen
principios generales de la mecénica clésica, vélidos para cualquier tipo de
fuerzas, que nos conducen a resultados en completo desacuerdo con la
observacién. Por ejemplo, si el estado de equlhbrxo de un sistema atémico
esté alterado de algin modo y se le abandona a si mismo en estas condi-
ciones, deberia comenzar a oscilar, y.sus oscilaciones tendrian que ponerse
de manifiesto en el campo electromagnético que se emite, de modo que sus
frecuencias habrian de ser observables con un espectroscopio. Cualesquiera
que fuesen las fuerzas que rigen este equilibrio, deberfa ser posible incluir
las diversas frecuencias en un cuadro que comprendiera ciertas frecuencias
fundamentales y sus arménicos. Esto no corresponde a lo que se observa.
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En su lugar aparece una nueva e imprevista relacién entre las frecuencias,
llamada ley de combinacién de Ritz de la espectroscopia, segin la cual
todas las frecuencias pueden ser expresadas como diferencias entre ciertos
términos, siendo el nimero de términos muy inferior al de frecuencias.
Esta ley es completamente’ incomprensible desde el punto de vista clésico.

Se puede intentar salvar la dificultad sin apartarse de la mecénica clésica,
suponiendo que cada una de las frecuencias observadas con medidas espec-
troscépicas es una frecuencia fundamental inherente a su propio grado de
libertad, siendo las leyes de fuerza tales que no puedan darse los arménicos
correspondientes. Sin embargo, una teorfa como ésta mo seria vélida, aparte
de no dar explicacién alguna de la ley de combinacién, ya que entraria en
éonflicto inmediato con la evidencia experimental sobre calores especificos.
La mecinica estadistica cldsica nos permite establecer una relacjén general
entre el nimero total de grados de libertad de un conjunto de sistemas
vibrantes y su calor especifico. Si se hiciera la hipétesis de que todas las
frecuencias espectroscépicas de un 4tomo corresponden a distintos grados
de libertad, se obtendrfa un calor especifico para todas las sustancias mucho
mayor que el observado. De hecho, los calores especificos observados a
temperaturas ordinarias vienen dados con bastante exactitud por una teorfa
que considere el movimiento de cada 4tomo como el de un todo sin atribuirle
ningiin movimiento interno.

Esto nos lleva a un nuevo antagonismo entre la mecénica clésica y los
resultados experimentales. Debe existir necesariamente algin movimiento
‘interno en los 4tomos para poder explicar su espectro; pero sus grados de
libertad internos, por razones incomprensibles clasicamente, no contribuyen
al calor especifico. Otro conflicto similar se encuentra a propésito de la
energfa de oscilacién del campo electromagnético-en el vacio. La mecénica
cldsica da un valor infinito para el calor especifico correspondiente a esta
energfa, pero se ha podido comprobar que es perfectamente finito. La con-
clusién general de los resultados experimentales es que las oscilaciones de
gran frecuencia no contribuyen en su valor clésico al calor especifico.

Un ejemplo més de la limitacién de la mecénica clasica lo constituye el
comportamiento de la luz. Tenemos, por un lado, los fenémenos de inter<
ferencias y de difraccién, que sélo pueden ser explicados mediante una
teorfa ondulatoria; por el otro, fenémenos tales como la emisién fotoeléc-
trica y la dispersién (scattering), de electrones libres, que indican que la luz
estd compuesta por pequefias particulas. Dichas particulas, llamadas foto-
nes, tienen cada una una energia y un momento definidos, que dependen
de la frecuencia de la luz, y aparecen con una existencia tan real como la de
los electrones o cualesquiera otras particulas conocidas en fisica. No se
observa nunca una fraccién de fotén.

Los experimentos han demostrado que este extraiio comportamiento no
es peculiar de la luz, sino que es completamente general. Todas las particu-
las materiales tienen propiedades ondulatorias, que se ponen de manifiesto
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en condiciones adecuadas. Este es un ejemplo muy sorprendente y carac-
teristico de los fallos de la mecénica clasica, que no radican simplemente
en una inexactitud de sus leyes del movimiento, sino en una insuficiencia
de sus conceptos para proporcionarnos una descripcién de los fenémenos
atémicos.

La necesidad de apartarse de las ideas cl4sicas al intentar dar una expli-
cacién de la estructura elemental de la materia se deriva no sélo de los
hechos establecidos experimentalmente, sino también de razones filoséficas
generales. En una interpretacién clasica de la constitucién de la materia,
se supondria que ésta est4 compuesta por un gran nimero de pequefias
partes, y se postularian leyes del comportamiento de dichas partes, de las
cuales se pudieran deducir las leyes de la materia agrupada. Sin embargo,
no serfa una explicacién completa, pues habria quedado sin considerar la
estructura y estabilidad de las partes constituyentes. Para responder a esta
cuestién se harfa necesario postular que cada una de las partes constitu-
yentes est4 a su vez compuesta de pequeiias partes, en razén de las cuales
debe explicarse su comportamiento. Evidentemente no hay limite para este
proceso, de tal forma que es imposible llegar por este procedimiento a la
estructura elemental de la materia. Mientras grande y pequefio sean con-
ceptos meramente relativos, no conduce a nada explicar lo grande en funcién
de lo pequefio. Por tanto, es necesario que modifiquemos las ideas clési-
cas de forma que el tamafio adquiera un caricter absoluto.

En este punto es importante recordar que a la ciencia solamente le
incumben los objetos observables y que tnicamente pademos observar
un objeto si interacciona con alguna influencia externa. Todo acto de obser-
vacién va acompaiiado necesariamente de una alteracién del objeto ob-
servado. Podemos decir que un objeto es grande cuando la alteracién que
acompafia a nuestra observaciéon de él pueda ser despreciada, y pequefio
cuando no pueda serlo. Esta definicién est4 plenamente de acuerdo con el
significado corriente de las expresiones grande y pequefio.

Normalmente se supone que, procediendo con cuidado, podemos reducir
la alteracién que acompaiia a nuestra observacién a una amplitud tan
pequefia como queramos. En este caso, los conceptos grande y pequeiio
son meramente relativos y se refieren tanto a la precisién de nuestros medios
de observacién como al objeto que se describe. Para poder dar un significado
absoluto a la magnitud, tal como se requiere en toda teorfa de la estructura
elemental de la materia, hemos de supaner que existe un limite de la pre-
cisién de nuestro poder de observacién y de la magnitud de la alteracidn
que le acompaiia — limite que es inherente a la naturaleza de las cosas
y que es imposible superar aunque se perfeccianen las técnicas o se aumente
la habilidad prdctica del observador. Si el objeto que consideramos es:
tal que la alteracién limite inevitable se puede despreciar, decimos que el
objeto es grande en sentido absoluto y podremos aplicarle la mecénica
clésica. Si, en cambio, dicha alteracién no es despreciable, el objeto es
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pequefio en sentido absoluto y serd necesaria una nueva teoria para dar
cuenta de él.

Como consecuencia_de la discusién precedente debemos revisar nues-
tras ideas sobre la causalidad. La relacién causal se aplica exclusivamente
a sistemas que no hayan sido alterados. Pero si el sistema es pequefio, nos
es imposible observarlo sin producir en €l una alteracién considerable, y
por lo tanto, no podemos esperar encontrar ninguna relacién causal entre los
resultados de nuestras medidas. Supondremos que sigue existiendo causali-
dad para los sistemas mientras no se les altere, y las ecuaciones que esta-
bleceremos para describir los sistemas no alterados serdn ecuaciones dife-
renciales que expresardn una relacién causal entre condiciones en un instante
y condiciones en otro instante posterior. Estas ecuaciones estardn en estrecha
correspondencia con las ecuaciones de la mecénica clésica, pero s6lo estardn
indirectamente relacionadas con los resultados de las observaciones. Existe,
pues, una indeterminacién inevitable en el célculo de los resultados obser-
vables, y la teoria no nos permite calcular, en general, mis que la. probabi-
lidad de obtener un resultado particular al hacer la observacién.

2. Polarizacion de fotones

La discusién de la seccién precedente acerca del limite de la precisién
con que pueden ser realizadas las observaciones y la indeterminacién con-
siguiente en los resultados de dichas observaciones no nos proporciona
ninguna base cuantitativa para la construccién de la mecénica cuéntica.
Para este fin necesitamos un nuevo conjunto adecuado de leyes de la natu-
raleza. Una de las fundamentales y més eficaces es el principio de superpo-
sicién de los estados. Llegaremos a la formulacién general de este principio
a través de algunos casos particulares, y tomaremos como primer ejemplo
el que nos proporciona la polarizacién de la luz.

Se sabe experimentalmente que cuando se utiliza luz de polarizacién
rectilinea para expulsar fotoelectrones, existe una direccién privilegiada de
la emisién electrénica. Por tanto, las propiedades de polarizacién de la luz
estdn {ntimamente relacionadas con sus propiedades corpusculares y asf se
debe atribuir una polarizacién a los fotomes. Asi pues, debemos conside-
rar que un haz de luz polarizada rectilineamente en una cierta direccién
est4 constituido por fotones, cada uno de los cuales est4 polarizado rectilinea-
mente en dicha direccién, y que asimismo un haz de luz polarizada circu-
larmente est4 constituido por fotones cada uno de ellos polarizado circular-
mente. Cada fotén est4 en un cierto estado, llamado estado de polarizacién.
El problema que hemos de considerar es cémo adaptar estas ideas a los
fenémenos conocidos de la separacién de la luz en componentes polarizadas
y de la recombinacién de estas componentes.

Elijamos un caso concreto. Supongamos que tenemos un haz de luz que
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atraviesa un cristal de turmalina, que tiene la propiedad de dejar pasar
Gnicamente luz polarizada segin un plano perpendicular a su eje 6ptico.
La electrodinimica clasica explica lo que ocurre para cualquier polarizacién
del haz incidente. Si dicho haz est4 polarizado segin un plano perpendicu-
lar al eje 6ptico, todo él atravesara el cristal; si lo esti segin un plano
paralelo al eje, no lo atravesar4 en absoluto; mientras que si est4 polarizado
segin una direccién que forma un é4ngulo « con el eje, atravesard una
fraccién sen?z de él. ¢Cémo podemos interpretar estos resultados sobre la
base fot6nica?

Un haz polarizado rectilineamente en una cierta direccién debe imagi-
‘narse constituido por fotones cada uno de ellos polarizado en esa direccién.
Esta imagen no presenta ninguna dificultad en los casos en que el haz
incidente estd polarizado segin un plano perpendicular o paralelo al eje
éptico. No tenemos més que suponer que cada fotén polarizado perpen-
dicularmente al eje atraviesa el cristal sin obsticulo y sin sufrir cambio
alguno, mientras que si est4 polarizado paralelamente al eje es frenado
y absorbido. La dificultad aparece, en cambio, en el caso de polarizacién
oblieua y no es evidente lo que le debe ocurrir a uno de tales fotones cuando
alcanza la turmalina.

La pregunta de qué le ocurre a un determinado fotén bajo unas condi-
ciones definidas no tiene un significado demasiado preciso. Para precisarlo
debemos imaginar algiin experimento que tenga relacién con ella y pre-
guntarnos cuil seré el resultado del mismo. Sélo tienen significado real las
preguntas sobre los resultados de experimentos y son éstas las Gnicas pre-
guntas que debe contestar la fisica teérica.

En nuestro ejemplo dicho experimento consiste en utilizar un haz inci-
dente constituido por un tnico fotén y observar qué es lo que aparece al
otro lado del cristal. Segn la mecénica cuéntica el resultado de este expe-
rimento es que al otro lado encontraremos unas veces un fotén entero de
energia igual a la del fotén incidente, y otras no aparecerd nada. Cuando
aparezca un fotén entero, estaré polarizado perpendicularmente al eje
éptico. En ningin caso encontraremos al otro lado sélo una paste de fotén.
Si repetimos el experimento un gran némero de veces encontraremos que
aparece un fotén por el otro lado en una proporcién sen®a del niimero total
de veces. Podemos decir que el fotén tiene una probabilidad sen?a de pasar
a través de la turmalina y aparecer por el otro lado polarizado segin un
plano perpendicular al eje, y una probabilidad cos’« de ser absorbido.
Tales valores de la probabilidad conducen a los resultados clésicos correc-
tos en el caso de un haz incidente con un gran nimero de fotones.

Por este procedimiento conservamos en todos los casos la individualidad
del fotén. Pero ello sélo es posible si abandonamos el determinismo de la
teorfa clésica. El resultado de un experimento no est4 determinado por
-condiciones controlables por el experimentador como ocurriria de acuerdo
con las ideas clasicas. Lo mé4ximo que podemos predecir es un conjunto
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de resultados posibles, y la probabilidad de que ocurra cada uno de ellos.

La discusién precedente sobre el resultado de un experimento con un
“nico fotén polarizado oblicuamente que incide sobre un cristal de turma-
lina contesta a todas las preguntas que se pueden formular legitimamente
sobre lo que le ocurre a un fotén bajo esas condiciones. Preguntas tales
como qué es lo que decide si el fotén atraviesa o no el cristal y cémo cambia
su direccién de polarizacién cuando lo atraviesa, no pueden ser investigadas
mediante experimentos y deben considerarse fuera del daminio de la
ciencia. No obstante, para relacionar los resultados de este experimento
con los de otros experimentos que se pueden realizar con fotones y englo-
barlos todos dentro de un esquema general, es necesaria una descripcién
ulterior. No debe considerarse dicha descripcién como un intento de res-
ponder a problemas que estin fuera del dominio de la ciencia, sino-como
una ayuda para la formulacién de leyes que expresen de forma concisa
los resultados de un gran nimero de experimentos.

La descripcién ulterior que nos proporciona la mecénica cuéntica es la
siguiente. Se supone que un fot6n polarizado segin un plano oblicuo al
eje 6ptico puede considerarse que est4 en parte en el estado de polarizacién
paralelo al eje y en parte en el estado de polarizacién perpendicular al eje.
El estado de polarizacién oblicua puede ser considerado como el resultado
de un cierto proceso de superposicién aplicado a los dos estados de pola-
rizacién paralela y perpendicular. Ello implica una cierta relacién entre los
-diversos estados de polarizacién similar a la de la 6ptica clésica para haces
polarizados, pero que ahora no se aplica a los haces sino a los estados de pola-
rizacién de cada fotén particular. Esta relacién nos permite resolver o
expresar cualquier estado de polarizacién como una superposicién de un
par arbitrario de estados de polarizacién perpendiculares entre si.

Cuando hacemos chocar un fotén con un cristal de turmalina, le some-
temos a una observacién. Observamos si esté polarizado bien paralela o bien
perperdicularmente al eje éptico. El efecto de esta observacién es obligar
al fotén a que esté enteramente en el estado de polarizacién paralela o
enteramente en el estado de polarizacién perpendicular. Se ve obligado a
dar un salto brusco de estar parcialmente en cada uno de dichos estados
a estar enteramente en uno u otro de ellos. No se puede predecir a cudl
de los dos estados pasar4, y tunicamente existe una ley que nos da cada
una de las dos probabilidades. Si salta al estado de polarizacién paralela
serd absorbido y si salta al de polarizacién perpendicular atravesard el
cristal y aparecerd por el otro lado conservando dicho estado de polari-
zacién,
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8. Interferencia de fotones

En esta seccién vamos a considerar otro ejemplo de superposiciém.
También utilizaremos fotones, pero ahora nos interesaremos por su posicién
en el espacio y por su momento, en lugar de interesarnos. por su polariza-
cién. Si disponemos de un haz de luz estrictamente monocromética, cono-
cemos algo acerca de la posicitn y momento de los fotones asociados.
Sabemos que cada uno de ellos est4 localizado en algtin lugar de la regién
del espacio por donde pasa el haz, y que tiene un momento segiin la direc-
cién del haz cuya magnitud viene dada en funcién de la frecuencia de
éste por la ley de Einstein del efecto fotoeléctrico — momento igual a fre-
cuencia multiplicada por una constante universal. Cuando tengamos una
informacién como ésta sobre la posicién y el momento de un fotén diremos
que esté en un estado de traslacién definido.

Expliquemos la descripcién que da la mecénica cuéntica de la interfe-
rencia de fotones. Elijamos un experimento concreto de interferencia. Supon-
gamos que un haz de luz ha pasado a través de un interferémetro, y que se
ha dividido en dos componentes que se hacen interferir a continuaci6n.
Como en la seccién precedente, podemos elegir el caso de un haz consti-
tuido por un tnico fotén, y preguntarnos qué le ocurrird cuando atraviese
el aparato. Asi se pondrd claramente de manifiesto el conflicto entre las
teorfas ondulatoria y corpuscular de la luz. ;

De acuerdo con la descripcién que hemos dado en el caso de la polari-
zacién, tenemos que considerar que el fotén est4 parcialmente en cada una
de las dos componentes en que se ha dividido el haz incidente. Diremos que
el fotén se halla en un estado de traslactén dado por la superposicién
de los dos estados de traslacién asociados a las dos componentes. Esto nos
induce a generalizar el término ‘estado de traslacién’ aplicado a fotones.
Para que un fotén esté en un estado de traslacién definido no es necesario
que esté asociado a un tnico haz de luz, sino que puede estarlo a dos o més
haces, que son las componentes en que se ha dividido el haz inicial.*
En la teoria matemA4tica rigurosa, cada estado de traslacién est4 asociado a
una de las funciones de onta de la 6ptica ondulatoria clésica, que puede
representar un nico haz o bien dos o més haces en los que se haya dividido
el haz inicial. Los estados de traslacién se pueden superponer de forma
andloga a las funciones de onda.

Veamos qué ocurre cuando determinamos la energia en una de las com--
ponentes. El resultado de tal determinacién ha de ser o bien que encon-
tremos el fotén o que no encontremos nada. Asi pues, el fotén debe cambiar
bruscamente de estar parcialmente en uno de los haces y parcialmente en el

* El hecho de que la idea de superposicién nos obligue a generalizar el significado
de los estados de traslacién y no, en cambio, el de los estados de polarizacién de la
seccién anterior es accidental y no posee ningtn significado teérico Z&dmonhl.
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otro a estar totalmente en uno de ellos. Este cambio brusco es debido a
la alteracién del estado de traslacién del fotén que necesariamente lleva
consigo toda observacién. Es imposible predecir en cuél de los dos haces
encontraremos el fotén. Unicamente podemos calcular la probabilidad de
cada resultado basdndonos en la distribucién previa de fotones en cada haz.

Se podria llevar a cabo la medicién de energia sin destruir el haz
componente, por ejemplo, reflejindolo sobre un espejo mévil y observando
su retroceso. Nuestra descripcién de loa fotones permite inferir que,
después de tal medicién de energia, no serfa posible llevar a cabo ningin
efecto de interferencia entre las dos componentes. Mientras el fotén estd
parcialmente en cada uno de los haces pueden producirse interferencias
al superponerse ambos haces, pero dicha posibilidad desaparece cuando,
mediante una observacién, obligamos al fotén a estar enteramente en uno
de los haces. En el Gltimo caso el otro haz ya no interviene para nada en la
descripcién del fotén, de manera que debe considerarsele integramente en
el primero de ellos como en el caso ordinario, a efectos de cualquier expe-
rimento que pueda realizarse a continuacién con él.

De este modo la mecénica cuéntica permite reconciliar las teorfas ondu-
latoria y corpuscular de la luz. El punto fundamental es la asociacién de
cada estado de traslacién de un fotén a una de las funciones de onda de la
éptica ondulatoria ordinaria. La naturaleza de esta asociacién no puede
fmaginarse sobre la base de la mecénica clésica; es algo completamente
nuevo. Serfa totalmente incorrecto imaginar que el fotén y su onda asociada
estdn en interaccién y suponer que dicha interaccién es andloga a las que
se dan en mecénica clésica entre partfculas y ondas. La interpretacién de
dicha asociacién sélo puede ser de naturaleza estadistica, en la que la
funcién de onda nos da informacién acerca de 1a probabilidad de encontrar
el fotén en cualquier lugar determinado al realizar una observacién de su
posicién.

Algin tiempo antes del descubrimiento de la mecénica cuéntica, los
cientificos se dieron cuenta de que la relacién entre ondas luminosas y
fotones debfa ser de naturaleza estadistica, pero lo que no comprendieron
claramente es que la funcién de onda dé informacién sobre la probabilidad
de que un fotén se encuentre en un determinado lugar y no sobre el nitmero
probable de fotones en dicho lugar. La importancia de esta distincién se
puede poner de manifiesto del modo siguiente. Sea un haz de luz consti-
tuido por un gran nimero de fotones dividido en dos componentes de
igual intensidad. En la hipétesis de que la intensidad del haz esté relacio-
nada con el nimero probable de fotones en él, encontraremos la mitad de
fotones en cada una de las dos componentes. Si hacemos que ambas compo-
nentes interfieran, deberfamos admitir que un fotén de una componente
es capaz de interferir con uno de la otra. Algunas veces estos dos fotones
tendrfan que aniquilarse uno con otro, y otras veces deberfan dar lugar a
cuatro fotones. Esto contradice el principio de conservacién de la energia.
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La nueva teorfa, que relaciona la funcién de onda con la probabilidad de un
tnico fotén, supera la dificultad al suponer que el fotén estd parcialmente
en cada una de las dos componentes. Cada fot6n interfiere inicamente con-
sigo mismo. Nunca pueden ocurrir fendmenas de interferencias entre dos
fotones distintas.

La asociacién de particulas y ondas que acabamos de exponer no se
limita al caso de la luz; segin la nueva teoria es de validez general. Todo
tipo de partfculas tiene una onda asociada en esta forma, y recfprocamente,
a todo movimiento ondulatorio se le asocian particulas. Por tanto, todas las
particulas son susceptibles de experimentar fenémenos de interferencias y
todas las ondas tienen su energia en forma de cuantos. La razén de que
estos fenémenos generales no sean més manifiestos se debe a la ley de
proporcionalidad entre la masa o la energia y la frecuencia de las ondas,
con un coeficiente de proporcionalidad tal, que para ondas de frecuencias
ordinarias el cuanto asociado es extremadamente pequefio, mientras que
para particulas como los eleotrones, o incluso la luz, la frecuencia de la
onda asociada es tan grande que no es facil verificar con ellas fenémenos
de interferencias.

4. Superposicién e incertidumbre

Probablemente el lector se encontrard insatisfecho con el intento reali-
zado en las dos secciones precedentes, para compaginar la existencia de los
fotones y la teoria clésica de la luz. Puede alegar que se ha introducido
una idea muy singular — la posibilidad de que un fotén esté parcialmente
en cada uno de dos estados de polarizacién o en cada uno de dos haces
separados—y que a pesar de ello no se ha dado ninguna imagen satis-
factoria del proceso elemental de un fotén. Puede afiadir que dicha idea
no proporciona més informacién de la que se podria obtener mediante
una consideracién elemental donde los fotones estuvieran conducidos por
ondas de forma vagamente definida. ¢Cuél es, pues, la finalidad de esta
idea singular?

Como respuesta a la primera critica debe advertirse que el principal
objeto de la ciencia fisica no es dar iméigenes sino formular las leyes que
rigen los fenémenos y su aplicacién para descubrir nuevos fenémenos.
Si existe una imagen tanto mejor; pero el que exista o na es un hecho
de importancia secundaria. En el caso de los fenémenos atémicos, no puede
esperarse que exista ninguna ‘imagen’ en el sentido habitual de la palabra,
que viene a significar un modelo que funcione esencialmente segin la
mecénica cldsica. Sin embargo, se puede generalizar el significado de la
palabra ‘imagen’ de modo que incluya cualquier forma de considerar las
leyes fundamentales que haga evidente su coherencig. Con esta genera-
lizacién se puede adquirir gradualmente una imagen de los fenémenos
atémicos al irse familiarizando con las leyes de la mecénica cuéntica.
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Respecto a la segunda critica debe tenerse en cuenta que para muchos
experimentos sencillos con la luz seria suficiente, a fin de explicar los resul-
tados, una teoria elemental en la que ondas y particulas estuviesen rela-
cionadas de una vaga forma estadistica. La mecénica cuéntica no aporta
ninguna otra informacién sobre dichos experimentos. Sin embargo, en la
gran mayorfa de experimentos, las condiciones son demasiado complejas
para que sea aplicable una teorfa tan elemental, y es necesario algin esquema
més elaborado como el de la mecénica cudntica. E1 método de descripcién
que da la mecénica cuéntica para los casos mas complejos también se puede
aplicar a los casos sencillos, y si bien para ellos no es estrictamente necesario,
su estudio en estos casos constituye una introduccién apropiada para el
estudio del caso general.

Todavia puede hacerse la siguiente critica general del esquema com-
pleto: al apartarnos del determinismo de la teorfa clésica hemos introdu-
cido una complicacién considerable en la descripcién de los fenémenos
naturales que no es deseable en absoluto. Esta complicacién es innegable,
pero queda compensada por la gran simplificacién que nos ofrece el principio
general de superposicién de los estados que estudiaremos a continuacién.
Pero antes es necesario precisar el concepto clave de ‘estado’ de un sistema
atémico general.

Sea un sistema atémico cualquiera, compuesto de particulas o de cuer-
pos con propiedades dadas (masa, momento de inercia, etc.) que interaccio-
nan de acuerdo con leyes de fuerza dadas. Existirdn diversos movimientos
posibles de las particulas o de los cuerpos compatibles con las leyes de
fuerza. Cada uno de tales movimientos recibe el nombre de estado del
sistema. Segin las ideas clésicas, se podrfa especificar un estado dando el
valor numérico de todas las coordenadas y velocidades de los diversos
componentes del sistema en un instante de tiempo, quedando asi completa-
mente determinado el movimiento de tado el sistema. Pero los razonamien-
tos de § 3 y § 4 nos indican que no podemos observar un sistema pequefio
con tanto detalle como supone la teoria cldsica. La limitacién del poder de
observasién implica una disminucién del ntimero de datos que pueden
atribuirse a un sistema. Por tanto, el estado de un sistema atémico tiene que
caracterizarse por menos datos o por datos més imprecisos que un conjunto
completo de valores numéricos de todas las coordenadas y velocidades en un
instante de tiempo particular. Cuando el sistema est4 constituido por
un tnico fotén, el estado estard completamente especificado dando un estado
de traslacién en el sentido de § 3 y un estado de polarizacién en el sen-
tido de §2.

Puede definirse el estado de un sistema como un movimiento inalterado
restringido por tantas condiciones o datos como sea posible tedricamente
sin que se interfieran o se contradigan mutuamente En la prictica, estas
condiciones se pueden imponer mediante una preparacién adecuada del
sistema, que consista, por ejemplo, en hacerle pasar a través de una serie
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de aparatos, tales como rendijas y polarimetros, y dejando el sistema inalte-
rado después de la preparacién. La palabra ‘estado’ se emplea indistinta-
mente para designar el estado en un instante particular (después de la pre-
paracién) y el estado durante todo el tiempo posterior a la preparacién.
Para diferenciar ambos significados llamaremos a este dltimo ‘estado de
movimiento’ cuando pudiera dar lugar a confusién.

El principio general de superposicién de la mecénica cuéntica se aplica
a los estados de todo sistema dindmico con cualquiera de los dos signifi-
cados precedentes. Segin dicho principio existe una relacién peculiar
entre los estados, de forma que cuando un sistema est4 en un estado bien
definido, a la vez se puede considerar que estd parcialmente en cada uno
de una serie de estados. El estado original debe considerarse como el
resultado de una superposioidn de esta serie de estados, lo que es in-
concebible desde el punto de vista clésico. Es evidente que existen infi-
nitas maneras de realizar dicha superposicién para un mismo estado dado.
Reciprocamente, todo conjunto de dos o méas estados puede superponerse
para dar lugar a un nuevo estado. El procedimiento de expresar un estado
como el resultado de una superposicién de un conjunto de otros estados
es un procedimiento matemético que est4 siempre permitido, independien-
temente de toda referencia a las condiciones fisicas, como ocurre con el
método de descomposicién de una onda en componentes de Fourier. El
que sea util en un caso particular dependeré de las condiciones fisicas
particulares del problema que estemos tratando.

En las dos secciones anteriores se han dado ejemplos del principio de
superposicién aplicado a un sistema constituido por un Gnico fotén. En § 2
se consideran estados que sélo difieren respecto a la polarizacién, y en
§ 3 estados ‘que difieren Unicamente respecto al movimiento del fotén como
un todo.

La relacién entre los estados de cualquier sistema que implica el prin-
cipio de superposicién es de tal naturaleza que no es posible expresarla
mediante los conceptos fisicos habituales. Desde el punto de vista clsico,
no es posible imaginar que un sistema esté parcialmente en cada uno de dos
estados dados, y que esto sea equivalente a estar completamente en otro
estado distinto. Ello implica una idea completamente nueva a la que nos
debemos ir acostumbrando, y sobre cuya base tenemos que construir una
teorfa matemAtica exacta sin disponer de ninguna imagen clésica precisa.

Un estado formado por superposicién de otros dos tendré propiedades
que, en cierto sentido, serin intermedias entre las de ambos sistemas de
partida, aproximdndose en mayor o menor grado a las de cada uno, segiin
se le haya atribuido un ‘peso’ mayor o menor en el proceso de superposicién.
El nuevo estado estar4 completamente determinado por los dos estados de
partida, cuando se conozcan sus pesos relativos en el proceso de superpo-
sicién y una diferencia de fase; el significado preciso de pesos y fases en
general nos lo proporcionar la teoria matemética. En el caso de la polari-
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zacién de fotones, sus significados son los que nos dan la éptica clasica, y
asf por ejemplo, cuando. se superponen dos estados polarizados segin
direcciones perpendiculares con igual peso, el estado resultante puede estar
polarizado circularmente en todas direcciones, rectilineamente segin un

4ngulo = 0 elipticamente, segtn la diferencia de fase.

La naturaleza no cl4sica del proceso de superposicién se pone clara-
mente de manifiesto al considerar dos estados A y B, tales que exista una
observacién que aplicada al sistema en el estado A dé siempre el resultado
particular @ y aplicada al sistema en el estado B dé siempre el mismo
resultado particular b distinto de a. ¢CuAl ser4 el resultado de la observacién
aplicada al sistema en el estado resultante de la superposicién? La res-
puesta es que unas veces obtendremos el resultado a y otras el b, segin una
ley probabilistica que depende tnicamente de los pesos relativos de A y B
en el proceso de superposicién. En ninglin caso obtendremos un resultado
distinto de a o b. El cardcter intermedio del estado formado por la’ super-
posicién reside en e] hecho de que la probabilidad de obtener un resultado
particular en una observacion es intermedia entre las probabilidades corres-
pondientes a los estados de partida,* y no en que el mismo resultado sea
intermedio entre los resultados correspondientes a dichos estados.

Vemos, pues, que un abandono tan radical de las ideas clésicas, como el
afirmar la existencia de relaciones de superposicién entre los estados, sélo
ha sido posible al tener en cuenta explicitamente la importancia de la alte-
racién que acompafia a toda observacién y la incertidumbre consiguiente
en el resultado. Cuando se lleva a cabo una observacién de un sistema
atémico, en general no est4d determinado el resultado, es decir, que si repe-
timos el experimento varias veces bajo idénticas condiciones, podemos
obtener diversos resultados. Sin embargo, es una ley de la naturaleza el
becho de que si repetimos el experimento un gran nimero de veces, cada
resultado particular aparece en una fraccién bien definida del niimero total
de veces, y por tanto, existe una probabilidad determinada de obtenerlo.
Esta probabilidad es lo que la teorfa nos permite calcular. Unicamente est4
determinado el resultado del experimento en ciertos casos especiales, cuando
la probabilidad de obtener un resultado es la unidad.

La hipétesis de que existan relaciones de superposicién entre los estados
nos lleva a establecer una teoria matemética en la cual las ecuaciones que
definen el estado son lineales en las inc6gnitas. Como consecuencia de ello,
se ha intentado establecer analogias con sistemas de la mecénica clasica,

* En general, la probabilidad de obtener un resultado particular con el sistema

en el estado formado por superposicién, no es siempre intermedia entre las probabilidades
de los sistemas originales si éstas no son cero o uno; asi pues existen limitaciones del
‘caréicter intermedio’ del estado formado por superposicién.
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tales como cuerdas y membranas vibrantes, cuyas ecuaciones son también
lineales y que, por lo tanto, gozan de un principio de superpesicién, Estas
apnalogfas han dado lugar al nombre de ‘mecénica ondulatoria con el que se
denomina a veces la mecénica cuéntica. Pero es importante recordar que
la superpasicién que aparece en mecdnica cudntica es de una naturaleza
esencialmente distinta de las que encontramos en la teoria cldsica, como
lo demuestra el hecho de que el principio cuéntico de superposicién exige
que los resultados de observacién estén indeterminados a fin de poder dar
una interpretacién fisica razonable. Por lo tanto, las analogfas pueden pres-
tarse a equivocos.

5. Formulacién matemdtica del principio de superposicion

Durante el presente siglo ha tenido lugar un profundo cambio en las
opiniones que los cientificos tenfan sobre los principios mateméticos de la
fisica. Anteriormente se suponia que la mecénica de Newton constitufa
la base para la descripcién de todos los fenémenos fisicos, y que por tanto,
todo fisico teérico debfa contribuir al desarrollo y aplicacién de estos prin-
cipios. El reconocimiento de que no existe razén légica alguna para que los
principios newtonianos y otros principios clésicos tengan que ser vélidos
tuera del campo en que han sido comprobados experimentalmente, trajo
consigo las primeras experiencias que pusieron de manifiesto 1a absoluta
necesidad de apartarse de estos principios. Los intentos de superar las
divergencias se concretaron en la introduccién de nuevos formalismos
mateméticos, de nuevos sistemas de axiomas y reglas en los métodos de la
fisica tedrica.

La mecénica cuéntica es un buen ejemplo de las nuevas ideas. En ella

- se exige que los estados de un sistema dindmico estén relacionados con las
variables dinimicas de una forma nueva, ininteligible desde el punto de
vista cldsico. Los estados y las variables dindmicas deben estar representadas

cantidades matematicas de naturaleza diferente a Tas que se utilizan
corrientemente en fisica. El nuevo esquema constituird una teorfa fisica
precisa cnando se hayan especificado todos los axiomas y reglas que rigen
las cantidades matemdticas se hayan dado ciertas leyes que relacionen los
hechos fisicos con dichas cantidades, de tal manera que de unas condiciones
fisicas dadas puedan inferirse ecuaciones mateméticas y reciprocamente. En
la aplicacién de la teoria deberiamos disponer de cierta informacién fisica,
que procederfamos a expresar en forma de ecuaciones entre las cantidades
mateméticas. Con ayuda de los axiomas y las reglas de manipulacién dedu-
cirfamos nuevas ecuaciones y acabarfamos interpretindolas como condicio-
nes fisicas. La justificacién de todo el esquema depende, aparte de su
coherencia intrinseca, de la concordancia de los resultados finales con los

experimentos.
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Empezaremos a construir el esquema considerando las relaciones mate-
méticas entre los estados de un sistema dindmico en un instante de tiempo
que se derivan de la formulacién matemética del principio de superpo-
sicién. La superposicién es un cierto proceso aditivo, e implica que los
estados puedan sumarse de algin modo para dar nuevos estados. Por lo
tanto, los estados tienen que estar asociados con cantidades mateméticas
que puedan sumarse entre si para dar cantidades de la misma clase. Las
cantidades mateméaticas més sencillas que disfrutan de esta propiedad son
los vectores. Los vectores ordinarios definidos en un espacio de un ntimero
finito de dimensiones no son suficientemente generales para la mayoria
de los sistemas dindmicos de la mec4nica cuintica. Nos vemos obligados
a generalizar los vectores a un espacio de infinitas dimensiones, con lo que
el tratamiento matematico se hace complicado por razones de convergencia.
Sin embargo, de momento tinicamente vamos a considerar propiedades que
puedan ser deducidas sobre la base de un conjunto sencillo de axiomas,
y dejaremos a un lado las cuestiones de convergencia y los temas relacio-
nados con ella hasta que nos veamos obligados a tenerlos en cuenta.

Es conveniente designar con un nombre especial a los vectores que se
asocian a los estados de un sistema en mecinica cuéntica, tanto si forman
parte de un espacio de un nimero finito de dimensiones como de un
espacio de infinitas dimensiones. Las denominaremos vectores ket, o sim-
plemente kets, y los representaremos con el simbolo especial |>. Si queremos
especificar un ket particular mediante una letra, por ejemplo la A, la colo-
caremos entre los dos signos asi |A>. La conveniencia de esta notacién
aparecerd clara cuando hayamos desarrollado todo el esquema.

Los vectores ket se pueden multiplicar por niimeros complejos y pueden
también sumarse entre ellos para dar nuevos kets; por ejemplo, de los dos
kets |A> y |B> podemos formar

a|A> +c: [B> = |R), @

en donde ¢, y c; son nimeros complejos arbitrarios. También es posible
efectuar con ellos operaciones lineales més generales, como sumar una serie
infinita de kets, o si tenemos un ket |x> que dependa de un pardmetro x que
puede tomar todos los valores de un cierto intervalo, integrar respecto a x
para obtener un nuevo ket

[ dz = |Q>

Todo vector ket que se pueda expresar linealmente en funcién de los otros
se dice que es dependiente de ellos. Se dice que un conjunto de kets es
independiente, si ninguno de ellos se puede expresar linealmente en funcién
de los otros.

Ahora hacemos la hipétesis de que a cada estado de un sistema dindmico
en un instante particular le corresponde un ket, siendo la correspondencia
tal que st un estado estd definido como superposicion de otros dos, su
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ocorrespondiente ket puede expresarse linealmente en funcién de los kets
correspondientes a dichos estados y reciprocamente. Por tanto, el estado R
resulta de una superposicién de los estados A y B si los correspondientes kets
estdn ligados por (1).

La hipé6tesis anterior nos lleva a introducir ciertas propiedades del pro-
ceso de superposicién, que de hecho son necesarias para que sea apropiada
la palabra ‘superposicién’. Cuando se superponen dos o més estados, no
importa el orden en que entran en el proceso de superposicién, y asf dichov
proceso es simétrico respecto a los estados que se superponen. Ademsés,
de (1) deducimos que (exceptuando el caso en que ¢; o ¢, sean nulos) si el
estado R puede formarse por superposicién de los estados A y B, el esta-
do A puede formarse por superposicion de B y R, y el B por superposi-
cién de A y R. Las relaciones de superposicién son, pues, simétricas respecto
a los treswestados A, By R.

Cuando un estado est4 formado por la superposicién de otros dos se dice
que es dependiente de ellos. M4s en general, se dice que un estado es
dependiente de un conjunto finito o infinito de otros estados, si su corres-
pondiente ket es dependiente de los kets que corresponden a dichos estados.
Se dice que un conjunto de estados es independiente si ninguno de los
estados es dependiente de los otros.

Para proseguir con la formulacién matemética del principio de super-
posicién tenemos que introducir una nueva hipétesis, y afirmar que por
superposicién de un estado consigo mismo no podemos construir ningtin
estado nuevo, sino que siempre obtenemos el mismo estado. Si el estado ori-
ginal correspondifa al ket |A>, al superponerle consigo mismo el estado
resultante corresponde a

C [A> + Co lA) = (01 + 02) [A> >

donde ¢; y c; son ntmeros. Puede ocurrir que ¢; + ¢z =0, en cuyo caso
el resultado de la superposicién no representa nada en absoluto, pues las
dos componentes se han eliminado mutuamente por un efecto de interfe-
rencia. Nuestra nueva hipétesis exige que, salvo en este caso particular, el
estado resultante sea el mismo que el original, y por tanto, (¢, + c2)|A>
tiene que corresponder al mismo estado al que corresponde |A>. Pero
¢1 + ¢; es un nimero complejo arbitrario, de donde deducimos que si mul-
tiplicamos el ket que corresponde a un estado por un ndmero complejo
arbitrario distinto de cero, el ket resultante corresponderd al mismo estado.
Asi, pues, un estado viene caracterizado por la direccién de un ket, inde-
pendientemente de la longitud que le atribuyamos. Los estados de un
sistema dinimico estin en correspondencia biyectiva con las posibles di-
recciones de los vectores ket, considerando como una sola las direcciones
de |A> y de — [AD.

Esta hip6tesis nos muestra claramente la diferencia fundamental entre
la superposicién que se da en mecénica cuéntica y cualquier otra super-
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posicibn clésica. En un sistema clésico para el que sea vélido un principio
de superposicién, como por ejemplo una membrana vibrante, cuando se
superpone un estado consigo mismo el resultado es un estado diferente,
cuya amplitud de oscilacién es distinta. No existe ninguna caracteristica
fisica en los estados de un sistema cuéntico que corresponda a la amplitud
de las oscilaciones clésicas, mas que la relacién entre las amplitudes en los
distintos puntos de la membrana. Ademés, si bien existe un estado clésico
de amplitud nula en todos los puntos de la membrana, que es el estado de
reposo, no hay ninguno correspondlente a éste en un sistema cuéntico, pues
el ket nulo no corresponde a ningin estado de existencia.

Dados dos estados que correspondan a dos kets |A) y |B), el estado més
general que se puede formar por superposicién de ambos corresponde a un
ket [R> que viene detérminado dando dos niimeros complejos: los coeficien-
tes ¢; y ¢z de la ecuacién (1). Si multiplicamos los dos coeficientes por un
mismo factor (también complejo), el ket |R> quedaré multiplicado por dicho
factor y el estado correspondiente serd el mismo de antes. Por lo tanto,
unicamente interviene en la determinacién del estado R el cociente entre
ambos coeficientes. Asf pues, dicho estado queda determinado por un nid-
mero complejo, o lo que es lo mismo, por dos pardmetros reales. Por lo
tanto, dados dos estados, por superposicién de ambos podemos formar una
doble infinidad de estados.

Este resultado viene confirmado por los ejemplos explicados en § 2y § 3.
En el ejemplo de § 2 existen dos tnicos estados de polarizacién de un fotén
independientes, pudiéndose elegir como tales dos estados de polarizacién
rectilinea segin direcciones paralela y perpendicular a una dada; por super-
posicién de ambos se puede formar una doble infinidad de estados de pola-
rizacién, a saber, todos los estados de polarizacién elfptica, para cuya espe-
cificacién en el caso general son necesarios dos parametros. Asimismo, en el
ejemplo del § 3, por superposicién de dos estados de traslacién de un fotén
dados, podemos obtener una doble infinidad de nuevos estados de trasla-
cién, pues el estado general asi formado depende de dos pardmetros, que
pueden ser, por ejemplo, la relacién de amplitudes de las dos funciones
de onda que deben sumarse y su diferencia de fase relativa. Esta confir-
macién muestra la necesidad de tomar coeficientes complejos en la ecua-
cién (1). Si Gnicamente admitiéramos coeficientes reales, puesto que una
vez conocidos |A> y |B> tinicamente interviene el cociente de ambos coefi-

cientes para especificar la direccién del ket |R> resultante, solamente po-
drfamos construir una simple infinidad de estados por superposicién de

|A> y IB>.

6. Vectores bra y ket

Siempre que tenemos un conjunto de vectores en una teorfa matemdtica
cualquiera podemos construir un segundo conjunto de vectores, que los
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mateméaticos denominan vectores duales. Vamos a describir el método de
obtenerlo en el caso de que los vectores de partida sean nuestros kets.

Sea un niimero ¢ funcién de un ket |A>; es decir, que a cada ket [A) le
corresponde un nimero ¢, y ademés exijamos que la funcién sea lineal, lo
que quiere decir que el nimero que corresponde a |A> + |A’> es igual a
la suma de los nimeros que corresponden a [A> y a |A’>, y que el nimero
que corresponde a c|A> es igual a ¢ multiplicado por el niimero que corres-
ponde a |A), siendo ¢ un factor numérico arbitrario. Entonces, el nimero ¢
que corresponde a |A> puede ser considerado como el producto escalar de
dicho |[A> con un nuevo vector, existiendo tantos vectores nuevos como
funciones lineales de los vectores ket. La justificacién de que podamos
considerar a ¢ de este modo, reside, como veremos mas adelante (véanse las
ecuaciones (5) y (6)), en el hecho de que los nuevos vectores pueden sumar-
se entre ellos y multiplicarse por nimeros dando nuevos vectores de la
misma clase. A pesar de que los nuevos vectores sélo estan dados cuando
conocemos lossproductos escalares con los vectores de partida, esto nos basta
para construir una teoria matematica con ellos.

Les denominaremos vectores bra o simplemente bras, y los represen-
taremos con el simbolo <], imagen simétrica del simbolo de un ket. Cuando
queramos especificar un bra particular mediante una letra B, la escribire-
mos entre los dos signos asi <B|. El producto escalar del bra <B| y del
ket-|A> lo escribiremos <B|A>, es decir, yuxtaponiendo los simbolos del
bra y del ket, con el bra a la izquierda, y contrayendo las dos lineas
verticales en una sola para abreviar.

Podemos considerar los simbolos < y > como tipos caracteristicos de
paréntesis. Un producto escalar <B|A) aparece ahora como una expresién
entre paréntesis completos, ® mientras que un bra <B| o un ket |A> son
expresiones entre paréntesis incompletos. Por lo tanto, son vilidas las si-
guientes reglas: toda expresion entre paréntesis completos expresa un
nimero, y toda expresion entre paréntesis incompletos expresa un vector,
que serd bra o ket segin tenga el primer paréntesis o el segundo.

La condicién de que el producto escalar de <B| y |A> sea una funcién
lineal de |A> se puede escribir simbélicamente asi:

<B[{|A> 4 |A">} = <B|A> 4 <BJA”>, @
<Bl{c|A>} = c<B|A>, @)

donde o es un niimero.
Se considera que un bra est4 completamente definido, cuando se conoce
su producto escalar con cualquier ket, de modo que si el producto escalar

* Los nombres de bra y ket, introducidos &or Dirac, cuando se yuxtaponen forman
la palabra ‘bracket’ que en inglés significa paréntesis. (N. del T.)
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de un determinado bra con todo ket es nulo, debe considerarse también
nulo el bra. En simbolos, si

<P|IA> =0, para todo |A>, 4
entonces <P| =0. (4)

Definimos la suma de dos bras <B| y <B’| por la condicién de que su
producto escalar con cualquier ket |A> sea igual a la suma de los productos
escalares de <B| y <B’| con |A>,

{<B| 4 <B'}JA> = (B|A> 4 <B'|AD, ©)

y el producto de un bra <B| con un nimero ¢ por la condicién de que su
producto escalar con cualquier ket |A> sea igual a ¢ multiplicado por el
producto escalar de <B| y |A>,

{c<B[}|A> = c<B|A>. (6)

Las ecuaciones (2) y (5) expresan que el producto escalar de un bra y un
ket verifica la propiedad distributiva de la multiplicacién, y las (3) y (6)
indican que la multiplicacién por factores numéricos verifica las propiedades
algebraicas ordinarias.

Los vectores bra, tal como los hemos introducido aqui, son de distinta
naturaleza que los vectores ket, y hasta aqui, aparte del producto escalar,
no existe ninguna otra relacién entre bras y kets. Ahora hacemos la hipétesis
de que existe una correspondencia biyectiva entre los bras y los kets, tal
que el bra que corresponde a |A> 4 |A’> es igual a la suma de los bras
correspondientes a ]A> y |A”> y el bra correspondiente a c|A> es igual a ¢
multiplicado por el bra correspondiente a |A>, siendo ¢ el complejo con-
jugado de c. Emplearemos la misma letra para indicar un ket y su bra
correspondiente. Asi el bra que corresponde a |A> es <A|.

La relacién que existe entre un ket y su correspondiente bra justifica el
que llamemos a cada uno el conjugado imaginario del otro. Nuestros bras
y kets son cantidades complejas, puesto que se pueden multiplicar por
ntimeros complejos abteniéndose vectores de la misma naturaleza que antes;
pero son cantidades complejas especiales, ya que no pueden separarse en
parte real y parte imaginaria pura. El procedimiento habitual de obtener
la parte real de una cantidad compleja, que consiste en tomar la semisuma
de dicha cantidad y su conjugada, es inaplicable debido a que los bras
y los kets son de distinta naturaleza y no se pueden sumar unos con otros.
Para llamar la atenci6n sobre esta diferencia, utilizaremos las palabras ‘com-
plejo conjugado’ cuando nos refiramos a niimeros u otras cantidades comple-
jas que puedan separarse en parte real y parte imaginaria pura, y las de
‘imaginario conjugado’ para las que no disfruten de esta propiedad. Para
las cantidades del primer tipo, cuando queramos indicar el complejo con-
jugado de una cantidad dada, emplearemos la notacién que consiste en
colocar una raya sobre dicha cantidad.
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Teniendo en cuenta la correspondencia biyectiva entre bras y kets,
todo estado de nuestro sistema dindmico en un instante particular puede
especificarse tanto por la direccién de un bra como por la de un ket.
De hecho toda la teorfa serd simétrica en lo esencial respecto a bras y kets.

Dados dos kets |A> y |B)>, podemos formar con ellos un ndmero <B|A),
producto escalar del primero con el imaginario conjugado del segundo.
Tel ndmero depende linealmente de |A> y antilinealmente de |B>. Depen-
dencia antilineal significa que el niimero que se obtiene con |B)> + |B’>
es igual a la suma de los niimeros que se obtienen con |B) y con |B, y
que el nimero que se obtiene con ¢|B)> es igual a ¢ multiplicado por el
nimero que se obtiene con [B). Hay otro procedimiento de formar un
nimero que dependa linealmente de |A> y antilinealmente de (B>, que
cconsiste en tomar el ntimero complejo conjugado del producto escalar de |B),
con el conjugado imaginario de |A>. Supondremos que estns dos numeros
son iguales, es decir

<B|A> = ZA[B)> ]

Poniendo aqui |B)> = |A), resulta que el niimero <AJA> es real. Hacemos
ademés la nueva hipétesis de que

<AlA> >0, 8)
salvo si |A) = 0.

En el espacio ordinario, dados dos vectores, se puede formar con ellos
un numero — su producto escalar — que es real y simétrico respecto a ellos.
En el espacio de los vectores bra o en el de los vectores ket, dados dos
vectores cualesquiera también podemos formar un niimero — el producto
escalar de uno de ellos con el imaginario conjugado del otro — que ahora es
complejo, y se transforma en su complejo conjugado al cambiar el orden
de los vectores. Existe, por tamto, un tipo de perpendicularidad en estos
espacios, que es una generalizacién de la perpendicularidad en el espacio
ordinario. Diremos que un bra y un ket son ortogonales si su producto
escalar es nulo, y que dos bras o dos kets son ortogonales, si el producto
escalar de uno de ellos por el imaginario conjugado del otro es cero. Ademds,
diremos que dos estados de nuestro sistema dindmico son ortogonales, si
sus vectores correspondientes también lo son.

Definimos la longitud de un bra <A| o de su ket imaginario conjugado |4,
como la rafz cuadrada del nimero positivo <A|A>. Si dado un estado que-
remos caracterizarlo mediante un bra o un ket, tnicamente queda determi-
nada la direccién del vector, pero el vector queda indeterminado en un
factor numérico arbitrario. A menudo es conveniente elegir dicho factor
de forma que el vector tenga longitud unidad. Este procedimiento se llama
normalizacidn y el vector asi elegido se dice que estdé normalizado. Sin
embargo, ain no est4 completamente determinado el vector, pues se le
puede multiplicar por cualquier factor de médulo uno, es decir, cualquier
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namero de la forma e con v real, sin modificar su longitud. A este nimero
le llamaremos factor de fase.

Las hipétesis precedentes nos dan el esquema completo de las relacio-
nes entre los estados de un sistema dindmico en un instante particular.
Estas relaciones aparecen en forma matemética, pero implican condiciones
fisicas que nos llevarin, cuando hayamos desarrollado més la teoria, a
resultados que se pueden expresar en términos de los datos de observacién.
Por ejemplo, el que dos estados sean ortogonales, no implica de momento
més que una determinada ecuaci6n en nuestro formalismo, pero tal ecuacién
implica a su vez una relacién fisica definida entre los estados, que los pré-
ximos desarrollos de la teorfa nos permitirdn interpretar en funcién de los
dates de observaci6n (véase el final de la pég. 38 y principio de la 37).



II

VARIABLES DINAMICAS Y OBSERVABLES

7. Operadores lineales

En la seccién anterior hemos considerado funciones lineales numéricas
de kets, que nos han llevado al concepto de bra. Ahora consideraremos fun-
tl:iones lineales vectoriales de kets, que nos llevar4n al concepto de operador

ineal.

Sea un ket |F)> funcién de un ket |[A), es decir, que a cada ket [A> le
corresponde un ket |F>, y supongamos ademés que dicha funcién sea lineal,
o lo que es lo mismo, que el ket |[F> que corresponde a |A> + |A”> es igual
a la suma de los kets [F) correspondientes a [A) y a [A’>, y que el ket {F)>
que corresponde a c|A> es igual a ¢ multiplicado por el ket |F)> correspon-
diente a |{A>, donde c es un factor numérico arbitrario. Bajo estas condicio-
nes, podemos considerar el paso de |A> a |F> como la aplicacién de un
operador linea] a |A>. Si introducimos el sfmbolo & para el operador lineal,
se puede escribir

IFy = alAD,

donde indicamos la aplicacién de « sobre |A> como un producto de a
por |A>. Establecemos la regla de que en tales productos el ket debe
estar siempre a la derecha del operador lineal. Podemos expresar ahora las
condiciones de linealidad antes mencionadas mediante las ecuaciones

a{|A> + |4} = alA> + oA, 1
a{clA>} = calAD. (

Diremos que un operador lineal est4 completamente definido, si cono-
cemos el resultado de su aplicacién sobre cada ket. Por tanto, debemos
considerar nulo a un operador lineal que aplicado a cualquier ket da cero,
y asimismo diremos que dos operadores lineales son iguales, si dan el mismo
resultado al aplicarlos a cualquier ket.

También podemos sumar operadores, y definimos la suma de dos de
ellos como aquel operador lineal que aplicado a cualquier ket da un resul-
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tado igual a la suma de los kets que se obtienen al aplicar cada uno de los
operadores por separado a dicho ket. Asf pues definimos « - 8 por

{a+ BHA> = dlA> + BIA> @)

para todo |A>. La ecuacién (2) y la primera de las ecuaciones (1) nos indican
que el producto de operadores lineales por kets verifica la propiedad distri-
butiva de la multiplicacién.

Asimismo podemos multiplicar operadores lineales entre si, y definimos
el producto de dos operadores como aquel operador lineal que aplicado a
cualquier ket da el mismo resultado que se obtiene al aplicar sucesivamente
los dos operadores dados a dicho ket. Asi pues, hemos definido el pro-
ducto g8 como el operador lineal que aplicado a cualquier ket |A, lo trans-
forma en el ket que se obtiene aplicando primero 8 a |A>, y después « al
resultado. En simbolos

{aB}A> = a{BIA>}.

Esta definicién es equivalente a la propiedad asociativa de la multiplicacién
del triple producto de a, 8 y |A>, y nos permite por lo tanto escribir dicho
producto sin paréntesis aB|A>. Sin embargo, este triple producto no da en
general el mismo resultado que se obtendria aplicando primero « a |A> y
después B al resultado, es decir, que en general aB|A> es distinto de BalA>,
y por tanto, en general, af es distinto de Ba. La propiedad conmutativa no
es vdlida para la multiplicacién de operadores lineales. Puede ocurrir que
en casos especiales dos operadores lineales & y 1 sean tales que &7y n& sean
iguales. En tal caso diremos que & conmuta con 4, o que § y % conmutan.

Combinando las operaciones dadas de suma y multiplicacién de opera-
dores lineales se pueden formar sumas y productos con mis de dos operado-
res, y asf podemos construir con ellos un 4lgebra. En dicho élgebra mno
serd vélida la propiedad conmutativa de la multiplicacién, y podrd ocurrir
también que el producto de dos operadores lineales sea nulo sin que lo sea
ninguno de los dos factores. Pero todas las demas propiedades del algebra
ordinaria serdn vélidas, incluidas las propiedades asociativa y distributiva
de la multiplicacién, como puede comprobarse fécilmente.

Si tomamos un nimero k y lo multiplicamos por vectores ket, aparece
como un operador lineal que se aplica a kets, pues verifica las condicio-
nes (1) substituyendo k por a. Por tanto, un nimero es un caso particular
de operador lineal. Tiene la propiedad de que conmuta con todo otro opera-
dor lineal, lo que le distingue de un operador lineal general.

Hasta aquf tinicamente hemos aplicado los operadores lineales a kets.
Pero también pueden ser aplicados a bras, con el significado siguiente.
Tomemos el producto escalar del bra <B| con el ket ajA>. Tal pro-
ducto escalar es un niimero que depende linealmente de |A)> y por lo tanto,
dada la definicién de bra, puede ser considerado como el producto escalar
de |A> por un cierto bra. Dicho bra depende linealmente de <B|, asf que
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considerarse como el resultado de aplicar cierto operador lineal & <B|.
Dicho operador lineal esti determinado unfvocamente por el operador L-
neal a de antes y es légico decir que se trata del mismo operador lineal que
actia ahora sobre un vector bra.
Una notacién conveniente para indicar el bra que resulta de aplicar «
al bra <B| es {Bla, y ed dicha notaci6n, la ecuacién que define <Bla es

{<Bla}|A> = <Bl{a|lA>} ®

para cualquier |4, que expresa simplemente la propiedad asociativa de la
multiplicacién para el triple producto de <B|, @ y |A>. Establecemos la regla
general de que en todo producto de un bra y un operador lineal, siempre
ha de estar el bra a la izquierda. Ahora ya podemos escribir el triple pro-
ducto de <B|, « y |A> simplemente <B|alA> sin ningiin paréntesis. Puede
comprobarse fécilmente que la propiedad distributiva de la multiplicacién
es véilida para los productos de operadores lineales y kets.

En nuestro esquema cabe todavia un nuevo tipo de producto, que es el
producto de un ket y un bra con el ket a la izquierda |A><B|. Para ver qué
significa dicho producto, multipliquémoslo por un ket |P> arbitrario, que
colocaremos a la derecha, y supongamos que es vélida la propiedad asocia-
tiva para esta multiplicacién. Dicho producto vale entonces |A><B|P), o
sea el ket |A> multiplicado por el nimero <B|P>, y es funcién lineal del
ket |[P>. Por tanto, |A><B| aparece como un operador lineal que puede
actuar sobre kets. También puede actuar sobre bras, siendo su producto por
un bra <Q| a la izquierda <Q|A><B|, que es igual al nimero <Q|A> multipli-
cado por el bra <B|. Debemos distinguir claramente entre los productos
|A><B| y <B|A> de los mismos factores pero en orden inverso, siendo el
Gltimo producto un nimero, como ya sabemos.

Disponemos ahora de un esquema algebraico completo referente a tres
clases de cantidades: vectores bra, vectores ket y operadores lineales. Pode-
mos multiplicarlos entre si de todas las formas indicadas, siendo vélidas
las propiedades asociativa y distributiva de la multiplicacién en todos los
casos, pero no la propiedad conmutativa. En el esquema general sigue siendo
vélida la regla de notacién dada en la seccién anterior, de que toda expre-
sién entre paréntesis completos, que tenga < a la izquierda y > a la derecha,
reprasenta un mimerq. mientras gue toda expresién entre paréntesis incom-
pletos, que no tenga més que < o >, representa un vector.

Respecto al significado fisico del esquema, hemos supuesto siempre que
los bras y los kets, o mejor dicho las direcciones de dichos vectores, corres-
ponden a los estados de un sistema dindmico en un instante icular.
Ahora hacemos la nueva hipétesis de que los operadores lineales corres-
ponden a las variables dindmicas en dicho instante. Bajo el nombre de
variables dindmicas entendemos cantidades como las coordenadas, las com-
ponentes de la velocidad, del momento y del momento angular de las par-
ticulas asf como funciones de éstas — de hecho las variables que se emplean
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en mecénica cldsica—. La nueva hipbtesis exige que dichas cantidades
aparezcan también en mecénica cuéntica, pero con la notable diferencia
de que en ella estén regidas por un dlgebra en la cual no es vdlida la pro-
piedad conmutativa de la multiplicacién.

El hecho de que el 4lgebra de las variables dinimicas sea distinta en
ambas teorfas es una de las diferencias mas importantes entre la mecénica
cuéntica y la clasica. M4s adelante veremos, a este respecto, que a pesar de
esta diferencia fundamental, las variables dindmicas de la mecénica cuéntica
siguen gozando de muchas propiedades comunes con sus equivalentes cl4-
sicas, y que es posible construir una teorfa andloga en gran parte a la
clésica que constituye una excelente generalizacién de ella.

Es conveniente utilizar la misma letra para especificar una variable
dinémica y su correspondiente operador lineal. De hecho, consideraremos
a ambos como una sola cosa, sin que ello dé lugar a confusién.

8. Relaciones conjugadas

Nuestros operadores lineales son cantidades complejas, puesto que se
pueden multiplicar por nimeros complejos resultando nuevas cantidades
de la misma naturaleza. Asf pues han de corresponder en general a variables
dinimicas complejas, es decir, a funciones complejas de las coordenadas,
velocidades, etc. A fin de poder ver qué clase de operador lineal corres-
ponde a una variable dindmica real, precisamos una elaboracién més amplia
de la teorfa.

Consideremos el ket conjugado imaginario de <P|a. Dicho ket depende
antilinealmente de <P| y, por tanto, depende linealmente de |P>. Por con-
siguiente, puede ser considerado como el resultado de aplicar un cierto
operador lineal a |P). A este operador lineal se le llama adjunto de a y le
designaremos por &. Con esta notacién, el conjugado imaginario de <P|a
es &|P). '

En la férmula (7) del capitulo I pongamos <P|a en lugar de <A|, y &|P)
en lugar de |A). El resultado es '

<B|a|P> = TP[aB> @)

Esta es una férmula general, vélida para todo par de kets |B> y |P> y para
todo operador lineal a, que nos expresa una de las propiedades més utiliza-
das del adjunto.

Substituyendo @ por & en (4), resulta

<B|&|P> = <{P|&|B> = <B||P),
después de haber utilizado otra vez (4) intercambiando |[P> con |B). Esto
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es vilido para todo ket |P), de donde deducimos, con ayuda de (4) del
capftulo I,
{B|® = <B|a,

Y puesto que esta ecuacién es valida para todo bra <B|, podemos dedu-
. cir que
a&=a.

Luego, el adjunto del adjunto de un operador lineal es igual al operador
lineal de partida. Esta relacién entre un operador y su adjunto es anéloga
a la que existe entre un ntimero y su complejo conjugado, y ademés pode-
mos comprobar ficilmente que en el caso particular de que el operador
lineal sea un nimero, su operador lineal adjunto es el nimero complejo
conjugado del dado. Por lo tanto, queda justificado suponer que el adjunto
de un operador lineal corresponde al complejo conjugado de la variable
dindmica. Con este significado fisico del adjunto de un operador lineal,
podemos Ilamar al operador adjunto igualmente operador lineal complejo
confugado, lo que est4d de acuerdo con nuestra notacién &.

Un operador lineal puede ser igual a su adjunto, en cuyo caso se dice
que es autoadjunto. Corresponde a una variable din4mica real, y por esto se
le denomina también operador lineal real. Todo operador lineal puede ser
separado en parte real y parte imaginaria pura. Por esta razén para los
operadores lineales se aplica la expresién ‘complejo conjugado’ y no la de
‘imaginario conjugado’.

Evidentemente, el complejo conjugado de la suma de dos operadores
lineales es igual a la suma de sus complejos conjugados. Para obtener el com-
plejo conjugado del producto de dos operadores lineales @ y 3 aplicamos
la férmula:(7) del capitulo I tomando

<Al=<Pla, <B|=<QIB,
de forma que [A> = &Py, |B> =48IQ>.
El resultado es

<Q|B&|P> = <PaplQ> = <Qlap|P>

deducido de (4). Puesto que la férmula es vélida para todo |P> y <Q), re-
sulta

Ba=ap ®

Por lo tanto, el complejo conjugado del producto de dos operadores lineales
es igual al producto de los complejos conjugados de los factores en orden
inverso.

Como simple ilustracién de este resultado, debe hacerse notar que si
& y n son reales, en general &4 no es real. Esto representa una diferencia
importante con la mecénica clésica. Sin embargo, &n + 1§ si que es real,
y lo mismo ocurre con #(&n — 4&). Unicamente si & y n conmutan, es también
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reéal &v. Otra consecuencia es que si & es real, también lo es &2 y més en
general &", siendo n cualquier entero positivo.

Podemos calcular el complejo conjugado del producto de tres operadores
lineales aplicando sucesivamente la regla (5) para el complejo conjugado
de dos de ellos. Tenemos

afy =) =Py a=7R4, ©)

Asi pues, el complejo conjugado del producto de tres operadores es igual
al producto de los complejos con]ugados en orden inverso, Esta regla puede
hacerse extensiva al producto de un nimero cualquiera de operadores.

En la seccién anterior vimos que el producto |A><B| es un operador
lineal. Podemos obtener su complejo conjugado directamente de la defini-
cién de adjunto. Multiplicando |A><B| por un bra cualquiera <P| obtenemos
<P|A><B|, cuyo imaginario conjugado es

ZPIAS|B> = <AIP>|B> =|B><AIP>.
Por tanto, [A5<B| = |B><Al. - M

Tenemos ahora distintas leyes que hacen referencia a complejos conju-
gados y a imaginarios conjugados de productos, a saber, la ecuacién (7) del
capitulo I, las ecuaciones (4), (5), (8) y (7) del presente capftulo, y la regla
de que el imaginario conjugado de <P|& es &|P). Todas ellas pueden resu-
mirse en una Unica regla fécil de recodar: el complejo eonjugado o el
imaginario conjugado de cualquier producto de vectores bra, vectores
ket y operadores lineales se obtiene tomando el complejo confugado o el
imaginario conjugado de cada factor e invirtiendo el orden de todos los
factores. Se puede comprobar ficilmente que esta regla es general, y que
es vélida también en los casos que no hemos considerado explicitamente.

TeoREMA. Si E es un operador lineal real, y

&Py =0 (8)
para un cierto ket |P>, siendo m un entero positivo, entonces

EIP> =0.

Para demostrar el teorema tomemos en primer lugar el caso de m = 2.
de la ecuacién (8) resulta
<P|§*P> =0,

lo que nos dice que el ket &|P> multiplicado por su bra imaginario conju-
gado <P|E es cero. Segin la hipétesis (8) del capitulo I, poniendo §|P) en

lugar de |A), resulta que E|P) tiene que ser nulo. Queda asi probado el
teorema para m =2,
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Ahora consideremos el caso m > 2 y llamemos

En-P> = Q).
Con esta notacién, la ecuacién (8) da
£%Q> =0,
Aplicando el teorema para m = 2, obtenemos
EIO>=0
0 su equivalente Em-1P> = 0. ©)

Reiterando el procedimiento mediante el que hemos obtenido la ecua-
cién (9) a partir de la (8), obtendremos sucesivamente

E"%P> =0, &°P>=0, .., §P>=0, §&|P>=0,

quedando asi demostrado el teorema en el caso general.

9. Autovalores y autovectores

Es preciso hacer un desarrollo més amplio de la teoria de operadores
lineales y estudiar la ecuacién

alP> =alP>, (10)

en la que a es un operador lineal y a es un niimero. Esta ecuacién se presenta
con frecuencia de forma que « es un operador lineal conocido, y el nimero a
y el ket |P> son las incégnitas, que debemos intentar determinar de modo
que satisfagan a la ecuacién (10), sin considerar la solucién trivial; [P> = 0.
La ecuacién (10) significa que al aplicar el operador & al ket |P), éste
queda multiplicado por un factor numérico y no cambia de direccién, o
bien que queda multiplicado por el factor cero y deja de tener direccién.
Por supuesto, dicho operador « aplicado a otros kets cambiard tanto sus
longitudes como sus direcciones. Tengamos presente que en la ecuacién (10)
lo Gnico que importa de |P> es su direccién. El multiplicar [P> por un
ntmero distinto de 0, no afecta a la cuestién de si satisface o no a (10).
Junto a la ecuacién (10), consideraremos la ecuacién imaginaria con-

. jugada
<Qla = BQ|, (1)

en la que b es un nimero. Aqui las incégnitas son los niimeros b y los bras
<Q| que no sean el cero. Dado que las ecuaciones (10) y (11) son de impor-
tancia primordial para la teorfa, es conveniente dar un nombre

tipo de relacién entre las cantidades a que dag lugar. Si una temna «, |P>
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y a verifican (10), diremos que a es un autovalor (eigenvalue) * del operador
lineal @ o de su correspondiente variable dindmica, y asimismo que |P)>
es un autoket (eigenket) del operador lineal o de la variable dindmica en
cuestién. Ademds diremos que el autoket |P), pertenece al autovalor a.
Anélogamente, si una terna a, <Q| y b verifican (11), diremos que b es un
autovalor de « y que <Q| es un autobra (eigenbra) perteneciente a dicho
autovalor. Desde luego, las expresiones de autovalor, autoket y autobra
tinicamente tienen sentido con respecto a un operador lineal o a una varia-
ble dindmica. _ '

Con esta terminologia, si multiplicamos un autoket de @ por un nimero
distinto de cero, el ket resultante es un nuevo autoket perteneciente al
misma autovalor al que pertenecia el ket de partida. Pueden existir dos o
nrés autokets de un operador lineal independientes que pertenezcan a un
mismo autovalor; asi por ejemplo, la ecuacién (10) puede tener varias
soluciones |P1>, |P2>, |P3>, ... que pertenezcan a un mismo autovalor g,
y que sean independientes. En tal caso es evidente que cualquier combi-
nacién lineal de dichos autokets también es un autoket que pertenece al
mismo autovalor del operador lineal, es decir que

¢1|P1> + ¢3lP2> + c3|P3) 4 ...

es también solucién de (10), siendo c¢;, ¢z, Cs, ... nimeros cualesquiera.

En el caso particular de que el operador lineal « de las ecuaciones (10)
y (11) sea un nimero k, evidentemente todo ket |P> y todo bra <Q| satis-
facen dichas ecuaciones con a y b iguales a k. Por tanto, todo niimero, con-
siderado como operador lineal, tiene un vnico autovalor, y todos los kets y
todos los bras son autovectores suyos pertenecientes a dicho autovalor.

La teorfa de autovalores y. autovectores de un operadgr lineal @ que no
sea real, no tiene gran aplicacién en mechnica cudnticat‘As{ pues, a estos
efectos, nos limitaremos en adelante a considerar operadores lineales reales.
Poniendo en lugar de « el operador lineal real &, resultan en lugar de las
ecuaciones (10) y (11),

§IP> = a|P>, (12)

<Ql& = b<Q|. (13)

Podemos deducir inmediatamente tres importantes resultados.

(1) Los autovalores son todos reales. Para demostrar que todo @ que
verifique (13) es real, multipliquemos (12) por el bra <P a la izquierda, y
resulta

<P|§|P> = a<P|P>.

* Algunas veces se utiliza la palabra “propio’ (proper) en lugar de ‘auto’ (eiien),
pero esto no es del todo satisfactorio ya que las palabras ‘propio’ e “impropio” se utili

a menudo con otros significados. Por ejemplo, en §§ 15'y 46 se utilizan las expresio:
nes ‘funcién impropia’ y “energia propia’.



9. AUTOVALORES. Y AUTOVECTORES 43

Ahora, con ayuda de (4), en la que substituimos <B| por <P| y a por el
operador lineal real §, resulta que el niimero.<P|§|P)> tiene que ser real, y
como en virtud de § 6 <P|P) es real y distinto de cero, deducimos que a es
real. Andlogamente, . multiplicando (13) por |Q> a la derecha, podriamos
demostrar que b también es real.

Dada una solucién de (12) formemos la ecuacién imaginaria conjugada,
que es

‘ <P|§ = a<P|

ya que tanto § como a son reales. Esta ecuacién, conjugada imaginaria
de (12), nos proporciona una solucién de (13) tomando <Q| =<P|y b=a.
De aqui se deduce que

(m) Los autovalores asociados a los autokets son los mismos que los
autovalores asociados a los autobras.

(mx) Elimaginario conjugado de un autoket es un autobra que pertenece
al mismo autovalor, y reciprocamente. El tltimo resultado nos permite
decir con razén que el estado que corresponde a cualquier autoket o a su
bra imaginario conjugado es un autoestado de la variable dinimica real §.

Los autovalores y los autovectores de algunas variables dinimicas reales
se utilizan ampliamente en mecénica cuéntica y, por tanto, es conveniente
utilizar una notacibn sisteméatica para indicarlos. La que vamos a exponer
a continuacién es adecuada para la mayoria de las aplicaciones. Si § es una
variable dindmica real, sus autovalores los designaremos por &’, §”, &', etc.
Asf una letra sirve para designar una variable dindmica real o un op
lineal real, y 1a misma letra con primas o {ndices indica un ndmero, que es
un autovalor del operador que simboliza la letra. De este modo, un auto-
vector puede especificarse con el autovalor a que pertenece. Asf |§">
representa un autoket que pertenece al autovalor & de la variable diné-
mica &. Cuando consideremos explicitamente un caso en que a un autovalor
de una variable real le corresponda més de un autoket, los distinguiremos
unos de otros mediante un nuevo simbolo, o incluso por mas de uno. Por
tanto, si tratamos con dos autokets que pertenezcan al mismo autovalor &’,
les designaremos [§'1> y |E"2>.

TeoreMA. Dos autovectores de una misma variable dindmica real que
pertenezcan a distintos autovalores son ortogonales.

Para demostrar el teorema, consideremos dos autokets &> y [E”> de
una misma variable real &, que pertenezcan respectivamente a los autova-
lores &’ y &”. Tendremos las ecuaciones

&> = E'1ED, (14)
E[E”> = E"|ED. (15)
Tomando la ecuacién imaginaria conjugada de (14) obtenemos

<E'lE = EXE
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que multiplicada a la derecha por [§”> nos da
<E'IB|8"> = §'<§'IE">
y multiplicando la (15) por <&’| a la izquierda
<B'IGI&”> = §"<E"1E".
Restando una de otra obtenemos
(8" —E&")KE1E" =0, (16)

que nos demuestra que si §’ 7= £”, entonces <§’|§”> = 0, o sea que los auto-
vectores |§”> y |§”> son ortogonales. A este teorema se le da el nombre de
teorema de ortogonalidad.

Hemos considerado propiedades de los autovalores y de los autovectores
de un operador lineal real, pero no nos hemos preguntado si, dado un
operador lineal real, existen autovalores y autbvectores, ni tampoco cémo
se pueden hallar en caso de que existan. Esta cuestién, en general, es muy
dificil de resolver. Sin embargo, existe un caso particular muy util que se
puede estudiar con facilidad, y es cuando el operador lineal real § en
cuestién satisface una ecuacién algebraica

$(E)=§" 4 a.E" 1 0,62 ... +a, = 0, - (17)

en la que los coeficientes a; sean niimeros. Esta ecuacién significa, como es
sabido, que al aplicar el operador lineal ¢(§) a cualquier ket o a cualquier
bra da como resultado cero.

Sea (17) la ecuacién algebraica més sencilla que satisface §. Vamos a
demostrar que

(«) El ntmero de autovalores de § es .

(B) Existen tantos autokets de & que todo ket puede expresarse lineal-
mente en funcién de ellos. .

La forma algebraica ¢(§) puede ser descompuesta en n factores linea-

les asf
#(8) = (E —c1)(E —ca)(§ —Ca) ...(E —¢Ch) (18)

siendo los ¢, ciertos niimeros que no tienen por qué ser todos distintos. Esta
descomposicién puede llevarse a cabo tanto si & es una variable algebraica
ordinaria como si es un operador, ya que en (18) no hay ningin elemento
que no conmute con §. Sea y(§) el cociente de dividir ¢(§) por (§ —c,),
es decir

$(8) = E—cxd8) (r=123 ..,n).
Entonces, para todo ket |P)> se tiene
(E—cxl(B)IP> = #(§)P> = 0. (19)
Pero y(&)|P> no puede ser nulo para todo ket |P>, ya que entonces también
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serfa nulo y(§), en cuyo caso § satisfaria una ecuacién algebraica de grado
n—1, lo que esté en contra de la hipétesis de que (17) es la ecuacién més
sencilla que satisface &. Si elegimos |P) de forma que %{§)|P> no sea nulo,
la ecuacién (19) nos muestra que y(&)|P> es un autoket de & perteneciente
al autovalor c,. El argumento es véilido para todo valor de r desde 1 hasta n
y, por tanto, cada uno de los c; es un autovalor de §. Ademé4s, ningin otro
niimero puede sey autovalor de &, ya que si &’ es un autovalor cualquiera,
que pertenece al autoket |§>, se tendra

&> = §'1ED
de donde podemos deducir

B(8)I&"> = #(&)I&,

y puesto que el primer miembro se anula, debe ser ¢(§’) = 0.

Para completar la demostracién de (a) hemos de ver que todos los ¢
que figuran en (18) son distintos. Supongamos que no lo fueran, y que c, es-
tuviera repetido m veces, siendo m > 1. En tal caso ¢(&) serfa de la forma

#(8) = (§ — c)"(8),
donde 64(§) serfa una funcién racional y entera de §. De (17) deducimos

(8 —c)"6(8)|A> =0 (20)

que se verifica para todo ket |A>. Puesto que ¢, es un autovalor de §, tiene
que ser real y, por tanto, & —c, es un operador lineal real. Pero la ecua-
cién (20) es de la misma forma que la (8) con & —c, en lugar de § y
6(8)|A> en lugar de |P). En virtud del teorema relacionado con dicha ecua-
cién (8), podemos deducir

(8 —c.)8(8)|A> =0.
Y puesto que el ket |A> es arbitrario, resulta

(8 —c.)8(8) =0,

que estd en contradiccién con la hipétesis de que (17) es la ecuacién més
sencilla que verifica §. Asf pues, los ¢; son todos distintos y queda demos-
trado (a).

Sea y,(cs) el ntimero que se obtiene al substituir § por ¢, en la expresién
algebraica de (). Puesto que todos los c; son distintos, x{(c,) no puede
ser nulo. Consideremos la expresién

> -%3—-— L, (21)

Si en ella substituimos § por c,, todos los términos de la suma se anulan
con excepcién del término para el que r = s, pues para r 7= s, x{§), contiene
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el factor (§ — c,), y el término r = s vale 1 y se cancela el —1. Por tanto, la
expresién (21) se anula cuando ponemos en lugar de & cualquiera de los
n nimeros ¢;, Cy, ..., Cs, ¥ al ser de grado n—1 en &, debe ser idéntica-
mente nula. Asf pues, si aplicamos el operador lineal (21) a un ket arbi-
trario [P)> e igualamos el resultado a cero, obtenemos

1
PD=S—— P). 22
P> = 3 — o 1B (2
Segtn (19), cada término de esta suma que no sea nulo es un autoket de &.
La ecuaci6n (22) expresa un ket arbitrario |P)> en funci6n| de autokets de §,
quedando asi demostrado (g8).
Como ejemplo sencillo podemos considerar un operador lineal real o
que satisfaga a la ecuacién

@ = 1L (23)

En este caso o tiene los dos autavalores 1 y —1. Todo ket |P> puede
expresarse asi

(P> = 3(1 4+ o)|P> 4+ 3(1 —o)|P.

Es fécil ver que los dos términos del segundo miembro, si no se anulan, son
autokets de ¢, que pertenecen respectivamente a los autovalores 1 y —L.

10. Observables

Hemos hecho un conjunto de hipétesis acerca de cémo se representan
los estados y las variables din4micas en la teorfa matematica. Dichas hipéte-
sis por sf solas no constituyen leyes de la naturaleza, pero en cuanto hagamos
nuevas hipétesis acerca del significado fisico-de la teorfa, aparecerén como
tales. Las nuevas hipétesis tienen que establecer relaciones entre los resul-
tados de observacién por un lado, y las ecuaciones del formalismo matemé-
tico por el otro.

Toda observacién consiste en medir una variable dindmica. Desde el
punto de vista fisico es evidente que el resultado de dicha medicién debe
ser siempre un nidmero real, y asf supondremos que cualquier variable
dinimica que podamos medir debe ser una variable dindmica real. Puede
pensarse que seria posible medir una variable dinidmica compleja midiendo
su parte real y su parte imaginaria por separado, pero esto llevarfa con-
sigo dos medidas o dos observaciones. Si bien en mecénica clésica es posi-
ble, en mec4nica cuéntica no lo es, pues en general las medidas interfieren
entre sf —no se puede admitir que dos observaciones se realicen exacta-
mente a la vez, y si se hacen una detrds de otra en rdpida sucesién, gene-
ralmente la primera altera el estado del sistema e introduce una indeter-
minacién que afecta a la segunda. Por lo tanto, debemos exigir que las
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variables dinimicas que se pueden medir sean reales, y la condicién para
ello en mecénica cuintica es la de §8. Sin embargo, no toda variable
dindmica real puede ser medida. Como veremos més adelante, es necesaria
otra restriccién.

Hagamos ahora algunas hipétesis acerca de la interpretacién fisica de
la teoria. Si el sistema dindmico estdé en un autoestado de una variable
dindmica real & perteneciente al autovalor &', entonces estamos totalmente
segutos de que el resultado de medir & es el nimero &’. Reciprocamente,
8i el sistema estd en un estado tal que al medir una variable dindmica real §
estamos completamente seguros de obtener un resultado particular deter-
minado (y no distintos posibles resultados segin una ley probabilistica,
como ocurre en general), entonces el estado es un autoestado de &, y el
resultado de la medida es el autovalor de & a que pertenece dicho auto-
estado. Dado que los autovalores de los operadores lineales reales som
siempre ntimeros reales, estas hipétesis son viables. ‘

Sedalemos algunas consecuencias inmediatas de estas hipétesis. Si tene-
mos dos o m4s autoestados de una variable dindmica real & pertenecientes
a un mismo autovalor &’, todo estado formado por superposicién de ellos
también serd un autoestado de & perteneciente al autovalor &. De aquf
se deduce que si el sistema est4 en un estado formado por superposicién de
otros varios para los que estamos completamente seguros de que al medir §
en cada uno de ellos obtenemos un mismo resultado &’, entonces al medir
& en él obtenemos también con toda seguridad el resultado &’. Esto nos da
cierta luz acerca del significado fisico del principio de superposicién de los
estados. Otra consecuencia es que dos autoestados de § pertenecientes a
distintos autovalores son ortogonales. De aqui se deduce que si tenemos dos
estados de un sistema y estamos completamente seguros de que al medir §
en cada uno de ellos obtenemos un tnico resultado, distinto para uno y
otro, entonces los dos estados son ortogonales. Esto nos da, a su vez, alguna
luz acerca del significado fisico de la ortogonalidad de los estados.

Cuando medimos una variable dindmica real &, la alteracién que lleva
consigo el acto de la medida produce un cambio del estado del sistema
dindmico. Si llevamos a cabo una segunda medicién de la misma variable
dinémica & inmediatamente después de la primera, por continuidad ffsica
el resultado debe ser el mismo de antes. Por tanto, después de haber reali-
zado la primera medicién no hay ninguna indeterminacién en el resultado
de la segunda, o sea que después de realizar la primera medicién, el sistema
estd en un autoestado de la variable dindmica &, siendo el autovalor al que
pertenece dicho estado el resultado de la primera medida. Esta conclusién
tiene que continuar siendo vélida aunque no llevemos a cabo la segunda
medida. Asf vemos que toda medida obliga al sistema a saltar a un auto-
estado de la variable dindmica medida, que adem4s pextenece a un autova-
lor igual al resultado de la medida.

Podemos concluir que, cualquiera que sea el estado en que se encuentre
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el sistema, todo resultado de medir una variable dindmica real es uno de
sus autovalores. Y reciprocamente, todo autovalor es un posible resultado
de medida de la variable dindmica para algin estado del sistema, ya que
con toda probabilidad ser4 el resultado de la medida cuando el estado del
sisterna sea un autoestado perteneciente a dicho autovalor. Todo esto nos
muestra el significado fisico de los autovalores. El conjunto de autovalores
de una variable dinimica real constituye precisamente el espectro de los
posibles resultados de medida de dicha variable dindmica, y por esta razén
el célculo de los autovalores constituye un problema importante.

Asimismo hacemos la hipétesis siguiente sobre la interpretacién fisica
de la teorfa: cuando medimos una cierta variable dindmica real & con el sis-
tema en un estado determinado, los estados a los que puede saltar el
sistema a causa de la medida son tales que el estado original es dependiente
de ellos Pero como por otro lado los estados a los que puede saltar el
sistema son todos autoestados de &, resulta que el estado original es depen-
diente de autoestados de E. Teniendo en cuenta que el estado original
puede ser cualquiera, podemos concluir que todo estado es dependiente
de autoestados de &. Si definimos un conjunto completo de estados como
aquel para el que todo estado es dependiente de los estados del conjunto,
nuestra conclusién también se puede formular asi: los autoestados de §
constituyen un conjunto completo.

No toda variable dindmica real tiene suficientes autoestados para que
constituyan un conjunto completo. Pero aquellas cuyos autoestados no
forman un conjunto completo no representan cantidades que se puedan
medir. Asi obtenemos una nueva condicién que debe verificar toda variable
dinamica, ademés de la de ser real, para que se pueda medir. Toda varia-
ble dindmica real cuyos autoestados constituyan un conjunto completo, la
denominaremos con el nombre genérico de observable. Por tanto, toda can-
tidad que se pueda medir es un observable.

La cuestién que se plantea ahora es si todo observable puede ser medido.
La respuesta teorica es que si. En la practica puede resultar muy dificil o
incluso puede estar fuera del alcance del ingenio del experimentador, el
imaginar un aparato capaz de medir un observable particular, pero segiin
la teorfa siempre existe.

Examinemos mateméticamente la condicién para que una variable di-
nimica real & sea un observable. Sus autovalores pueden constituir un
conjunto discreto (finito o infinito) de niimeros o bien un conjunto formado
por todos los nimeros de un cierto dominio de medida no nula, como todos
los niimeros comprendidos entre a y b. En el primer caso, la condicién de
que todo estado sea dependiente de los autoestados de & es que todo ket
pueda expresarse como combinacién lineal de autokets de &. En el segundo
caso la condicién debe modificarse, ya que en lugar de la suma puede
aparecer una integral; en este caso, todo ket |P)> ha de poderse expresar
como una integral de autokets de §.



P> = [ 1&>as, @)

donde |§’> son autokets de & pertenecientes al autovalor &’, y la integral
se extiende al dominio de los autovalores a los que pertenecen los autokets'
de & de los que depende dicho ket. Pero no todo ket que dependa de
autokets de & puede expresarse en la forma que indica el segundo miembro
de (24), pues por ejemplo uno de los mismos autokets no se puede expresar
asi, y més en general, ocurre lo mismo con cualquier suma de ellos. Por
tanto, la condicién de que los autoestados de & constituyan un conjunto
completo tiene que formularse diciendo que todo ket |[P> ha de poderse
expresar como una integral mé4s una suma de autokets de &, o sea

P> = [ 1gerde + 3 lErd, (25)

Los [§’c> que figuran en la integral y los [£7d> de la suma son autokets de &,
y les hemos aiiadido las letras ¢ y d respectivamente para indicar que no
tienen por qué ser iguales aunque los autovalores &’ y £" coincidan. La inte-
gral se extiende a todo el dominio de valores, y la suma a un subconjunto
discreto cualquiera. Si esta condicién se satisface en el caso de que los
autovalores de § constituyan un dominio de medida no nula, entonces § es
un observable.

Puede darse un caso més general atin, cuando los autovalores de § son,
ademés de todos los niimeros de un cierto dominio de medida no nula, un
conjunto discreto de nimeros situado fuera de dicho dominio. En este caso,
la condicién de que & sea un observable sigue siendo que todo ket pueda
expresarse en la forma que indica el segundo miembro de (25), pero advir-
tiendo que ahora la suma, respecto de r se extiende ademés de a un subcon-
junto discreto cualquiera de los valores del dominio como, antes, a los
ntmeros del conjunto discreto situado fuera de dicho dominio.

A menudo resulta muy dificil establecer desde el punto de vista matemé-
tico si una variable dindmica real concreta satisface o no la condicién para
ser un observable, ya que, en general, el problema de hallar los autovalores
y los autovectores es muy dificil de resolver. Sin embargo, pueden existir
poderosas razones experimentales que nos permitan admitir que dicha varia-
ble dindmica puede ser medida, y en tal caso supondremos légicamente que
es un observable pese a carecer de una demostracién matemética. Esto lo
haremos con frecuencia durante el desarrollo de la teorfa, y asf supondremos
por ejemplo, que la energia de cualquier sistema dindmico es siempre un
observable, si bien con los métodos actuales del anilisis matemaético sélo se
ha podido demostrar en casos muy sencillos.

En el caso particular de que la variable dindmica sea un ntimero, todo
estado es autoestado de €], y evidentemente dicha variable dindmica es un
observable. Al medirlo obtendremos siempre el mismo resultado, o sea que
se trata de una constante fisica, como por ejemplo la carga del electrém.
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Por tanto, una constante fisica se puede considerar en mecénica cuéntica
bien como un observable con un tnico autovalor o como un simple niimero
.que aparece en las ecuaciones, siendo ambos puntos de vista completamente
equivalentes.

Si la variable dindmica real satisface una ecuacién algebraica, entonces
el resultado (B) de la seccién anterior nos dice que la variable dindmica
en cuestién es un observable. Un observable de este tipo tiene un mimero
finito de autovalores. Reciprocamente, todo observable que tenga un nd-
mero finito de autovalores satisface una ecuacién algebraica, pues si el
observable & tiene como autovalores &/, &”, ..., E® entonces se verifica

(5—8")(E—E") ...(5s—E"P> =0

para todo [P)> que sea autoket de & y, por lo tanto, también para cual-
quier [P}, pues como § es un observable todo ket puede expresarse como
suma de autokets de &, luego

(5—&)(5—E") ... 6—&" =0. (26)
Como ejemplo tomemos el operador lineal |A><A|, siendo |A> un ket
normalizado. Segin (7), dicho operador es real y su cuadrado vale

{lA><A[}? = |AX><AJAX<A| = |AX<Al @n

ya que <A|A> = 1. Es decir, que su cuadrado es igual a sf mismo y, por lo
tanto, satisface una ecuacién algebraica y, en consecuencia, es un observable.
Sus autovalores son 1 y 0; |A> es el autoket que pertenece al autovalor 1 y
todos los kets ortogonales a |A> son autokets que pertenecen al autovalor 0.
La medicién de dicho observable dar con toda certeza 1 cuando el sistema
dindmico esté en el estado correspondiente a |A>, y 0 cuando esté en un
estado cualquiera ortogonal a éste. Asi pues, el observable representa la
cantidad que determina si el sistema est4 en el estado |A> o no.

Antes de concluir esta seccién vamos a examinar las condiciones que se
necesitan para que una integral como la de (24) tenga sentido. Sean {X)
e |Y> dos kets que puedan expresarse como integrales de autokets del obser-
vable &,

o = [1Ed, W= [lEye,

donde x e y sirven para distinguir ambos integrandos. En este caso, tomando
la ecuacién imaginaria conjugada de la primera y multiplicdndola por la
segunda tenemos

&y = [ | congry> s (28)

Consideremos la integral
[ @drgsaz. 9)
Segin el teorema de ortogonalidad, el integrando se anula en todo el inter-
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valo de integracién excepto en el punto &” = &’. Si el integrando fuera
finito en dicho punto, la integral (29) se anularia, y si ello ocurriese para
todo &’rsegin (28) resultaria <X|Y)> igual a cero. Pero como en general <X|Y>
no es nulo, <&’x|&’y> ha de ser en general infinito, de tal manera que (29)
resulte distinto de cero y finito. El tipo de infinito que esto exige se discutird
en §15.

Implicitamente habiamos supuesto hasta ahora que nuestros bras y kets
tenfan longitud finita y que sus productos escalares eran finitos. Ahora nos
vemos obligados a limitar dicha condicién cuando tratamos con autovecto-
res de un observable cuyos autovalores forman un dominio de medida no
nula. Si no la limit4semos no.serfa posible considerar casos en que los auto-
valores constituyeran un dominio de medida no nula, y nuestra teorfa re-
sultarfa insuficiente para una gran parte de los problemas reales.

Tomando |Y> = |X) en (28), resulta que en general <§'x|§'x)> es infinito.
Para |£x) = 0 tomaremos

f <E'x|E"x> dE” > 0, (30)

como el axioma correspondiente a (8) de § 6 para los vectores de longitud
infinita.

El espacio de los bras o el de los kets, cuando exigimos que los vectores
tengan longitud finita y que los productos escalares sean finitos, constituye
lo que los mateméticos denominan un espacio de Hilbert. Los bras y los kets
que empleamos aquf dan lugar a un espacio mas general de lo que corres-
ponde a un espacio de Hilbert.

Veamos. ahora que, si exigimos que no haya mis que un término en
la suma relativo a un mismo autovalor, la descomposicién de un ket |P) en la
forma sefialada en (25) es tnica. Para demostrarlo supongamos que, por el
contrario, existieran dos posibles descomposiciones distintas de |P>. Restan-
do una de la otra, obtendriamos una ecuacién de la forma

0= [ Ige> d&’ + 3 [Eb, @1

en la que a y b son nuevos simbolos para distinguir los autovectores resul-
tantes, y donde el subindice s incluye todos los términos que hayan quedado
después de restar. Si en la suma de (31) hubiese un término relativo a un
autovalor &‘ que no forme parte del dominio continuo, multiplicando dicha
‘ecuacién por <§‘b| a la izquierda y aplicando el teorema de ortogonalidad,
resultarfa

0 = <&'D|E*D),

lo que esté en contra de la hipétesis (8) de § 6. Asimismo, si el integrando
de (31) fuera distinto de cero para algin autovalor §” que no figurase en la
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suma para ningun valor de s, multiplicando (31) por <§”a| a la izquierda
y aplicando el teorema de ortogonalidad, resultarfa

0= [ <&alga az,

lo que va en contra de (30). Por dltimo, si en la suma de (31) existiera un
término relativo a un valor propio & que figurase en el dominio de inte-
gracién, multiplicando la ecuacién por <&'D| a la izquierda, resultarfa

0= [ <&bigra> de+ <EBIED (32)
y multiplicando por <&'a| a la izquierda

0= | <&alg'a> &'+ <ElalEb. (33)

Pero la integral de (33) es finita, Juego, también deben serlo <&‘al§'b> y
<&'b|&'a>. Esto implica que la integral que figura en (32) sea nula y, por
lo tanto, <&'b|E'D)> también, resultando una nueva contradiccién. Asi pues,
todos los términos de (31) son nulos, y la descomposicién de un ket |[P> en la
forma indicada por el segundo miembro de (25) es tnica.

11, Funciones de observables

Sea & un observable. Podemos multiplicarlo por cualquier ntimero real k
y obtener otro nuevo observable k. Para que nuestra teoria sea coherente
es necesario que cuando el sistema se halle en un estado en el que con
toda certeza obtenemos el resultado &’ al medir el observable &, el resul-
tado de medir el observable k& sea con toda certeza k&’. Es fécil comprobar
que se satisface dicha condicién. El ket que corresponde a un estado en
el que con toda certeza al medir & obtenemos el resultado &" es un autoket
de & al que llamaremos |§>, que verifica

E|IE> = E'ED.
De esta ecuacidn resulta también
kE\E"> = kE'|&E",

que nos indica que |€’> es un autoket de k& perteneciente al autovalor k§’,
y que, por lo tanto, al medir k& obtendremos con toda seguridad el resul-
tado k&’

Més en general, podemos tomar cualquier funcién real de &, por ejem-
plo f(§), y considerarla como un nuevo observable que queda medido auto-
" méticamente cuando se mide &, pues una medida experimental de § también
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nos permite disponer del valor de f(&). No es necesario que f(§) sea real, y
cuando no lo es tanto su parte real como su parte imaginaria son observables
que quedan determinados autométicamente cuando medimos &. Para que la
teorfa sea coherente, es necesario que ‘al medir la parte real y la parte
imaginaria de f(E) en un estado en el que una medida de & dé con certeza
el resultado §&’, obtengamos con toda seguridad las partes real e imagi-
naria de f(&’). Si f(§) es desarrollable en serie de potencias .

f(8) = co + €18 + 282 + caBP +- ...

siendo los ¢, ciertos nimeros, la condicién dada se puede comprobar con los

métodos del 4lgebra elemental. Para funciones f mis generales no serd

posible comprobarla. En este caso puede utilizarse dicha condicién para

definir f(&), que aiin no habjamos definido desde el punto de vista matema-

tico. De este modo podemos dar una definicién de funcién de un observable

mis general que la que se obtiene mediante series de potencias.
Definiremos f(&) como el operador lineal que verifica

HENED =1(8)I&> (34)

para todo autoket |E”> de &, siendo f(£’) una funcién numérica de &’. Puede
verse ficilmente que la definicién dada estd justiicada cuamdo se aplica
a autokets |&”> que no sean todos independientes, pues si tenemos un autoket
|§’A> que dependa de otros autokets de &, todos ellos tienen que pertenecer
al mismo autovalor &’, ya que de no ser asi llegariamos a una ecuacién
aniloga a la (31) que segin hemos visto es imposible. Y asi, multiplicando
la ecuacién que expresa |§’A> como combinaci6n lineal de los otros auto-
kets de & por f(§) a la izquierda, no hacemos mis que multiplicar cada
término por el mismo nimero f(§"), obteniéndose con ello una ecuacién
coherente. Adems4s, la ecuacién (34) es suficiente para definir completa-
‘mente el operador lineal f(§), pues para obtener el resultado de aplicar f(§)
a un ket |P)> arbitrario basta desarrollar |P)> en la forma indicada por el
segundo miembro de (25), y tomar

N> = [ el e+ SHEiEd>. (35)

El complejo conjugado f(E) de f(E) queda definido por la ecuacién ima-
ginaria conjugada de la (34), o sea

<E'If(E) = F(E<E"

para todo autobra <&’|, siendo f(§’) la funcién compleja conjugada de f(&’).
Si sustituimos &’ por &” en esta ecuacién, y la multiplicamos a la derecha
por el ket arbitrario |P>, con ayuda del desarrollo (25) y del teorema de
ortogonalidad, resulta



54 VARIABLES DINAMICAS Y OBSERVABLES

<E"fE)IP> = F(&")<E"P>
= [ 1EEEe dg + SHEEIED @)

= [ 1exege ar + ieeea

en donde <§”|E”d) es igual a cero si £” no es ninguno de los autovalores
que figuran en la suma (25). Poniendo ahora en (35) en lugar de f(§) la
funcién compleja conjugada 7(&’) y multiplicando a la izquierda por <&”],
resulta

EREP = [ JERE e dE’ + [(E")E"E"d>.

El segundo miembro de esta ecuacién es igual que el de (36), pues los inte-
grandos son nulos para todo &’ #= &”, y por tanto,

<E"IfE)Py = <E"F(E)IP>.
Esta ecuacién es véilida para todo autobra <&”| y para todo ket |[P)> de

modo que
1) = &), (37)

Por tanto, el complejo conjugado del operador lineal f(E) es igual a la
funcién f de &, compleja conjugada de f.

Como corolario resulta que si f(&’) es una funcién real de &’, f(§) es un
operador lineal real. Por tanto, f(£) también es un observable, ya que ade-
més todo autoestado de & también es autoestado de f(£) y, en consecuencia,
sus autoestados constituyen un conjunto completo.

Con la definicién dada, estamos en condiciones de asignar un significado
a cualquier funcién f de un observable, cuya funcién de variable real f(x)
correspondiente tenga un dominio de existencia que abarque todos los
autovalores del observable. Si el dominio de existencia de dicha funcién
contiene otros puntos que no correspondan a autovalores, los valores de f(x)
en ellos no afectan para nada a la funcién del observable. La funcién no
tiene por qué ser ni analitica ni continua. Los autovalores de la funcién f
de un observable son iguales a la funcién f de los autovalores de dicho
observable.

Es importante tener en cuenta que para poder definir la funcién f de un
observable es necesario que para cada x que sea autovalor del observable
exista un tunico valor de f(x). Es decir, la funcién f(x) debe ser upiforme.
Podemos poner de manifiesto este hecho haciendo la siguiente considera-
cién: cuando tenemos un observable f(A) que es funcién real del obser-
vable A, ges a su vez A funcién del observable f(A)? La respuesta es que sf
cuando a cada autovalor A’ de A le corresponda un valor distinto de f(A”);
pero si existen dos autovalores de A, por ejemplo A’ y A”, para los que se
tenga f(A’) = f(A”), entonces no existirfa un tinico autovalor de A que
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correspondiera al autovalor f(A’) del observable f(4) y, por lo tanto, A no
serfa funcién del observable f(A).

Es f4cil comprobar desde el punto de vista matemético, y a partir de la
definicién, que la suma o el producto de dos funciones de un observable
es otra funcién del mismo, y que una funcién de una funcién de un obser-
vable también es funcién de dicho observable. Asimismo es.inmediato
comprobar que toda la teoria de funciones de un observable es simétrica
respecto a bras y kets, y que hubiéramos podido proceder del mismo modo

con la ecuacién
<&f(8) = f(8)<&'l (38)
en lugar de la (34).

Terminaremos esta seccién examinando dos ejemplos de gran interés
préactico: la funcién reciproca y la rafz cuadrada. El reciproco de un obser-
vable existe siempre que el observable no tenga el autovalor cero. Si el
observable « no tiene el autovalor cero, su reciproco, que lo representa-
remos por a! o 1/« verificard

aYa')> = o o, (39)
donde |&’> es un autoket de « que pertenece al autovalor «'. Por tanto,
e& o) = aa’"Ya’> = |a’).
Puesto que esta relacién es véilida para todo autoket |«’>, debe verificarse

ast=1. (40)
Y anélogamente,
ala=1 (41)

Cualquiera de estas dos ecuaciones es suficiente para definir completa-
mente ¢, siempre que « no tenga el autovalor cero. En efecto, en el caso
de la ecuacién (40), sea x un operador lineal cualquiera que verifique la
ecuacién

ax =1,
Multipliquemos ambos miembros a la izquierda por el operador a™! defi-
nido en (39). El resultado es

alogx = a1

y segin (41)

x=al

Las ecuaciones (40) y (41) se pueden utilizar para definir el recfproco
(si es que existe) de un operador lineal @ més general que no tiene por qué
ser real. En este caso, puede que no sea suficiente una sola de las ecuaciones.
Si dos operadores lineales « y 8 tienen reciprocos, su producto a y 8 tiene
por reciproco

(@) =g tat, (42)
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que se obtiene tomando el reciproco de cada factor e invirtiendo el orden.
Podemos comprobar (42) sin mé4s que multiplicar el segundo miembro por ag
a la derecha o a la iquierda y ver que se obtiene la identidad. Esta regla
para obtener el reciproco de un producto puede generalizarse inmediata-
mente para més de dos factores, y asf

(aBy...) = ...y 18 a L,

La rafz cuadrada de un observable a existe siempre, y cuando & no
tiene autovalores negativos, es real. La representaremos por \/z o por at.
Verifica la relacién

Valo> = = Vao'|e> (43)
para todo autoket |[a’> de a perteneciente a un autovalor «. Por tanto,
Vavala> = VaVela) = o> = alad,
y como esto es valido para todo autoket |a”>, resulta

Vaya=a (44)

Dada la ambigiiedad de signo en (43), existirdin muchas determinaciones
posibles de la raiz cuadrada. Para fijar una de ellas tenemos que especificar
el signo que corresponde a cada autovalor. Dicho signo puede cambiar
irregularmente de un autovalor a otro, pues en cualquier caso (43) define
un operador lineal \/ « que verifica (44) y que constituye, por tanto, una raiz
cuadrada de a. Si existe algin autovalor de « al que le pertenezcan dos o
més autokets independientes, entonces segin la definicién de funcién de un
observable, hemos de atribuir el mismo signo a todos ellos en (43). Sin em-
bargo, si tomdsemos distintos signos, la ecuacién (44) continuarfa siendo
vélida y por tanto, salvo en el caso particular de que a cada autovalor de «
le corresponda un tnico autoket de « independiente, la ecuacién (44) por sf
sola no es suficiente para definir y/a.

El néimero total de determinaciones posibles de la rafz cuadrada de un
observable es 2%, siendo n el niimero total de autovalores no nulos. En la
préctica Unicamente se utiliza la funcién rafz cuadrada para observables
que no tienen autovalores negativos, y la determinacién de la raiz que tiene
utilidad es la que se obtiene tomando siempre el signo positivo en (43).
Tal determinacién se denomina la raiz cuadrada positiva.

12. Interpretacién fisica general

Las hipdtesis introducidas al principio de § 10 nos dan una interpre-
tacién fisica de la teorfa matematica que sélo se puede aplicar en casos
particulares, pues unicamente sirve para autoestados. Necesitamos alguna
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hipétesis mas general que también nos permita obtener informacién fisica a
partir de la teoria matemdtica cuando no consideremos autoestados.

En mecénica clasica decimos que un observable ‘tiene un valor’ para
cualquier estado del sistema. ¢Qué es lo que corresponde a esto en mecé-
nica cuédntica? Si consideramos un observable & y dos estados x e y corres-
pondientes a los dos vectores <x| e ly>, podemos formar el nimero <x/&ly>.
Dicho niimero no tiene caracteristicas anélogas al valor que ‘tiene’ un obser-
vable en la teorfa clasica por tres razones principales: (1) hace referencia
a dos estados, mientras que el valor clésico siempre se refiere a uno, () en
general no es un niimero real, y (m) no est4 univocamente determinado
por el observable y los estados, pues los vectores <x| e |y> contienen facto-
res numéricos arbitrarios. Incluso si imponemos la condicién de que <x]| e |y>
estén normalizados, <x|E|y> continuari estando indeterminado en un factor
de médulo uno. Sin embargo, si tomamos dos estados idénticos y elegimos
ly> de modo que sea el vector imaginario conjugado de <xl, ninguna de las
tres razones apuntadas tiene validez. El nimero que obtenemos en este
caso <x|&/x> es necesariamente real y est4 unfvocamente determinado si
<x| est4d normalizado, pues si multiplicamos <x| por el factor numérico &,
siendo ¢ un nimero real, tenemos que multiplicar [x> por e, y <x|§|x>
toma el mismo valor de antes.

Por tanto, podrfamos hacer la sugestiva hipétesis de que cuando el
sistema est4 en el estado x, el observable & ‘tiene un valor <x|§|x> en un
sentido andlogo al clésico. Sin embargo, esta hipétesis no serfa satisfactoria
por la siguiente razén. Consideremos un segundo observable n que segin
la hipétesis anterior tendrfa un valor <x|nix> cuando el sistema est4 en el
mismo estado de antes. Por la analogfa clasica, para este estado la suma de
los dos observables deberfa tener un valor igual a la suma de los valores
de los dos observables por separado, y el producto un valor igual al produc-
to de dichos valores. La hipétesis nos llevarfa al valor <x|§ + n|x> para la
suma de los dos observables, que coincide con la suma de <x|&[x> y <x|nlx>,
pero para el producto nos conducirfa al valor <x|&4|x> o bien al <x[n§ix>, y
ninguno de ellos est4 relacionado de forma simple con <x|§lx)> y <xlylx>.

Pero como la hipétesis sélo falla para el producto, serfa légico decir que
<x|E|x> es el valor medio (que también se llama valor esperado) de] obser-
vable & en el estado x, ya que el promedio de la suma de dos cantidades
tiene que ser igual a la suma de promedios de dichas cantidades, pero el
promedio del producto no tiene por qué ser igual al producto de promedios.
Por tanto, hacemos la hipétesis general de que si medimos el observable § un
gran nimero de veces cuando el sistema estd en el estado que corresponde
a x>, el valor medio de todos los resultados obtenidos serd <{x|E|x> st |x>
estd normalizado. Si |x> no estd normalizado, como ocurrird necesariamente
en el caso de que el estado x sea un autoestado de cierto observable perte-
neciente a un autovalor que forma parte de un dominio de autovalores de
medida no nula, la hipétesis se convierte en que el valor medio de las medi-
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‘das de & es proporcional a <x|&|x>. Esta hipétesis general nos da la base
para la interpretacién fisica general de la teorfa.

Unicamente podemos decir en mecénica cuéntica que un observable
‘tiene un valor’ particular en un estado determinado, cuando estemos total-
mente seguros de que el resultado de medirlo es siempre dicho valor par-
ticular, o sea, cuando el sistema esté en un autoestado del observable. Si
convenimos en utilizar la expresién de que un observable ‘tiene un valor’
con este significado restringido, es f4cil comprobar con la ayuda del 4lgebra
introducida, que si dos observables tienen un valor para un estado particular,
entonces para dicho estado la suma de los dos observables (si es que es un
observable *) tiene un valor igual a la suma de los valores de los dos obser-
vables, y el producto de ellos (si es que es un observable °®) tiene un
valor igual al producto de los valores de los dos observables.

~ En el caso general no tiene sentido hablar del valor que tiene un obser-
vable para un estado particular del sistema, pero si podemos hablar del
valor medio de dicho observable en ese estado. Podemos incluso ir més alld
y hablar de la probabilidad de que al medirlo obtengamos dicho valor.
Esta probabilidad puede obtenerse segin la hipétesis general del siguien-
te modo.

Sea el observable & y consideremos el estado correspondiente al ket
normalizado |x>. La hipétesis general no sélo nos da el valor medio de &,
que es <xl&x>, sino también el valor medio de cualquier funcién de & tal
como (&), que serd <x|f(§)lx>. Tomemos como f(&) una funcién de & que
valga 1 cuando & = q, siendo a cualquier ntimero real, y cero en cualquier
otro caso. De acuerdo con nuestra teoria general de funciones de un obser-
vable, dicha funcién de & tiene sentido, y podemos designarla 3,, en con-
formidad con la notacién general del simbolo 3 con dos subindices dada en
la pag. 73 (ecuacién 17)). El valor medio de dicha funcién de & es preci-
samente la probabilidad P, de que & tenga el valor a. O sea

P, = <af3 qlx>. (45)

Si @ no es autovalor de &, 3,, multiplicado por cualquier autoket de & es
cero y, por tanto, 3,, =0 y P, = 0. Esto estd de acuerdo ‘con la conclusién
de § 10, de que todo resultado de la medida de un observable tiene que ser
uno de sus autovalores.

Si los posibles resultados de medir & constituyen un conjunto de nimeros
de medida no nula, la probabilidad de que & tengd exactamente un deter-
minado valor serd nula para muchos problemas fisicos. La magnitud que

* La suma de los dos observables no tiene por qué ser un observable, pues pudiera

no tener suficientes autoestados para constituir un conjunto completo, en cuyo caso el
operador suma considerado aisladamente no serfa medible.

** Para el producto, la condicién de que sea un observable puede no verificarse
tanto porque sus autoestados no constituyan un conjunto completo, como por no ser real.
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tiene importancia fisica en este caso es la probabilidad de que & tenga un
valor perteneciente a un pequefio intervalo entre a y a 4 da. Esta proba-
bilidad, que podemos simbolizar por P(a)da, es igual al valor esperado de la
funci6n de & que vale uno para valores de & comprendidos enrte a y a + da
y cero fuera de dicho intervalo. Segin la teorfa de funciones de un obser-
vable, esta funcién de £ tiene sentido. Designandola por (&), tenemos

P(a) da = <xlx(§)lx>. (48)

Si el intervalo (@, @ 4+ da) no contiene ningin autovalor de §, resulta como
en el caso anterior, x{§) =0 y P(a) =0. Si [x> ng estd normalizado, los
segundos miembros de (45) y (46) ser4n respectivamente proporcionales a las
probabilidades de que & tenga un valor a y de que § tenga un valor com-
prendido entre a y a + da.

La hipétesis de § 10 de que cuando el sistema est4 en un autoestado
de & perteneciente al autovalor &’ toda medida de & da con seguridad el
resultado &’, est4 de acuerdo con la hipétesis general relativa a la interpre-
tacién fisica, y de hecho es consecuencia de ella. Segtn la hipétesis general,
si |§’> es un autoket de & perteneciente al autovalor &’, entonces en el caso
de que los autovalores de & constituyan un conjunto discreto, resulta

30/8> =0 salvo para a=§,

y en el caso de que los autovalores de & constituyan un dominio de medida
no nula
wE)E> =0 salvo si el intervalo (a, a + da) incluye a &".

En ambos casos, la probabilidad de que & tenga un valor distinto de &’ cuan-
do el sistema est4 en el estado correspondiente a |E’> es cero.

En la prictica es imposible obtener un sistema estrictamente en un
autoestado de & perteneciente a un autovalor &’ que forme parte de un in-
tervalo de autovalores, ya que para ello seria necesaria una precisién
absoluta. Lo mé4ximo que se puede conseguir en la prictica es que § tenga
un valor perteneciente a un pequeiio intervalo alrededor del valor &'. El sis-
tema estar4 entonces en un estado parecido a un autoestado de §. Asf pues
un autoestado perteneciente a un autovalor que forme parte de un intervalo
de autovalores es una idealizacién matemética, y no se puede realizar en la
practica. A pesar de ello dichos autoestados tienen un papel muy impor-
tante en la teorfa, y sin ellos no podriamos hacer gran cosa. La ciencia con-
tiene muchos ejemplos de conceptos tedricos que son limites de cosas que se
dan en la préctica, y que son de gran utilidad para Ia formulacién precisa
de las leyes de la naturaleza, pese a que no se pueden llevar a cabo expe-
rimentalmente; y éste no es méas que uno de ellos. Es posible que el que la
longitud de los kets correspondientes a estos estados sea infinita esté rela-
cionado con su irrealizabilidad préctica, y que todos los estados realizables
corresponden a kets que puedan ser normalizados y que, en consecuencia,
forman parte de un espacio de Hilbert.
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18. Conmutabilidad y compatibilidad

Un estado puede ser autoestado de dos observables a la vez. Suponga-
mos que para los observables & y 4 exista un estado como éste correspon-
diente al ket |A>. Entonces podremos escribir las ecuaciones

E|A> = &'4>,
"]IA> = W’IA>’
donde &’ y ' son los autovalores respectivos de & y 4. De aqui se deduce
EnA> = EqlA> = E'|A> = EmlA> = 1E/|A> = nE|4>,
0 sea
(Bn—ng)lA> =0.

Este resultado sugiere que la posibilidad de que existan autoestados comu-
nes se verd favorecida cuando En—nE = 0, es decir, cuando los dos obser-
vables conmuten. Si no conmutan, no es que no exista dicha posibilidad, pero
es més bien excepcional. En cambio, si conmutan vamos a ver que existen
suficientes kets, que son a la vez autokets de uno y otro, para formar un
confunto completo.

Sean & y 1 dos observables que conmutan. Tomemos un autoket |{9>
de 7, que pertenezca al autovalor n" y expresémoslo en funcién de auto-
kets de & en la forma que indica el segundo miembro de (25)

> = [ 1Efe> dE + 3 &t n

Los autokets de & que figuran en el segundo miembro tienen el simbolo
extra v’ para indicar que provienen del desarrollo del ket |4"> y no de un
ket cualquiera como ocurria en la ecuacién (25). Veamos que cada uno
de estos autokets de & es también autoket de m perteneciente al auto-
valor v'. Se tiene

0= (r—n)l> = ] (o) |&'0'c> dE’ + 3 (a—0)Ea'd>.  (48)

Pero el ket (n—)|&"y'd> verifica

En—n)E'd> =(r—n)E|Ed> = (n— 1)E"E(d>
= E"(r—0)E"'d>,

lo que demuestra que es un autoket de & que pertenece al autovalor §';
anélogamente, el ket (n—x')|E"0’c> también es autoket de & y pertenece
al autovalor &’. La ecuacién (48) estd constituida por una integral més
una suma de autokets de & igualada a cero. En virtud del argumento utili-
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zado para la ecuacién (31), ello es imposible a menos que el integrando y
cada uno de los términos de la suma sean nulos. Luego

(r—0)&"v'c> =0, (—1)|§dd> =0,

lo que nos dice que todos los kets que aparecen en el segundo miembro
de (47) son autokets tanto de & como de n. La ecuacién (47) expresa [v'> en
funcién de autokets comunes a § y n; y puesto que todo ket puede expre-
sarse en funcién de autokets |v'> de v, resulta que todo ket puede expresarse
en funcién de autokets comunes a £ ya 1y, en cpnsecuencia, dichos kets
constituyen un conjunto completo.

Los anteriores autokets |E'q’c) y |§™’d> comunes a & y a 1 los hemos
caracterizado por los autovalores &" y 7, o bien &"y v’ a los que pertenecen,
junto con las letras ¢ o0 d que también son necesarias. Igual como hacfamos
hasta ahora con los autovectores de un tinico observable, de aquf en adelante
siempre emplearemos los autovalores para designar a los autovectores
comunes a varios observables como regla general.

El reciproco del teorema precedente dice que si § y 4 son dos observa-
bles tales que los autoestados comunes a ambos constituyen un conjunto
completo, entonces & y v conmutan. Para demostrarlo tengamos en cuenta
que si |§> es un autoket comiin a ambos perteneciente a los autovalores
£’ y 7, se tiene

(Bnr—58)I&"0"> = (B"¢'—'8’)|&"’> =0. (49)

Pero como los autoestados comunes a ambos constituyen un conjunto com-
pleto, todo ket |P> puede ser expresado en funcién de autokets |§"y"> comu-
nes a § y a«, para cada uno de los cuales se verifica (49), luego

(Er—8)IP> =0
de modo que

Enr—n§ =0.

La cualidad de los estados de ser autoestados comunes puede ser vélida
para més de dos observables, en cuyo caso tanto el primer teorema como su
recfproco siguen siendo vélidos, es decir, si cualquier conjunto de observa-
bles conmutan dos a dos, los autoestados comunes a todos ellos constituyen
un conjunto completo y reciprocamente. Los argumentos empleados para
demostrar los teoremas en el caso de dos observables pueden aplicarse a su
vez para demostrar el caso general; por ejemplo, si tenemos tres observables
que conmutan &, 4 y §, podemos expresar cualquier autoket comiin a § y
en funcién de autokets de § y ver que cada uno de esos autokets de § es a
su vez autoket de § y de 1. Con ello todo autoket comin a § y a n queda
expresado en funcién de autokets comunes a §, v y §, y puesto que todo ket
puede expresarse en funcién de autokets comunes a § y , resulta que todo
ket se puede expresar en funcién de autokets comunes a &, ny %
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El teorema de ortogonalidad aplicado a este caso nos dice que cualquier
par de autokets comunes a un conjunto de observables que conmutan, y que
pertenezcan respectivamente a dos conjuntos de autovalores que difieran en
algin elemento, son ortogonales.

Considerando el conjunto completo de los autoestados comunes a dos o
més observables que conmutan, podemos elaborar una teorfa de las fun-
ciones de ellos igual que hicimos en § 11 para las funciones de un tnico
observable. Si &, =, §, ..., son observables que conmutan, definimos una
funcién general de ellos f como el operador f(§, n, %, ...) que verifica

fE,m, & .. NEAT..> =&, o, ¥, .. )| EME..., (50)

para todo autoket |£’4'¢’...> comin a &, =, §, ..., y cuyos autovalores son
&, v, ¢, ... En esta definicién f es cualquier funcién con tal de que f(g, b,
c, ...) esté definida para todos los valores de g, b, ¢, ... que sean autovalores
de &, 0, §, ..., respectivamente. Del mismo modo que hicimos con las fun-
ciones de un tnico observable, definidas por (34), podemos demostrar que
f(§ m % ...) estd univocamente determinado por (50) y que

f(g.’fl, C, cee = f(’-:u 0, t: ---)’

en correspondencia con (37). Asimismo, si f(@, b, ¢, ...) es una funcién
real, f(§, %, §,...) es real y observable.

Podemos generalizar ahora los resultados (45) y (46). Dado un conjunto
de observables &, 4, § ..., que conmutan, podemos definir una funcién de
ellos que sea igual a 1 para E =a,n=0b,{=¢, ..., con g, b, c, ..., nime-
ros reales cualesquiera, e igual a cero cuando no se verifique dicha condicién.
Esta funcién puede representarse por 8,s, 3,2, 3, ..., ya que en realidad
es igual al producto en cualquier orden de los factores & > o0 805 ..oy defi-
nidos cada uno de ellos como funciones de un solo observable, como puede
comprobarse sustituyendo dicho producto en lugar de f(&, u, §, ...) en el
primer miembro de (50). El valor esperado de dicha funcién en cualquier
estado ser4 igual a la probabilidad Pg;.... de que &, 4, §, ..., tengan respec-
tivamente los valores a, b, ¢, ..., cuando el sistema esté en dicho estado.
Por tanto, si dicho estado corresponde al ket normalizado [x), a partir de
nuestra hipétesis general sobre la interpretacién fisica, resulta

Paye... = <x2,a3,8s0... 12> (51)

Pyy.... seré nula a menos que cada uno de los nimeros g, b, ¢, ..., sea auto-
valor del correspondiente observable. Si cada uno de los niimeros g, b, c, ...,
es un autovalor del correspondiente observable perteneciente a un dominio
de autovalores de medida no nula, por regla general también serd nula la
probabilidad Pqy,..., pero en este caso podemos sustituir la exigencia de que
el observable tenga exactamente un valor por la condicién de que tenga
un valor comprendido en un pequeiio intervalo, lo que se consigue sustitu-
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yendo los factores 3 de (51) por un factor correspondiente a y(&) de la
ecuaci6n (46). Llevando a cabo esta sustitucién para cada uno de los obser-
vables &, m, §, ..., cuyos valores numéricos correspondientes a, b, c,
formaban parte de un dominio de autovalores de medida no nula, obten-
dremos una probabilidad que en general ya no es nula.

Si varios observables conmutan, existen estados para los que todos los
observables tienen valores particulares en el sentido indicado (al principio
de la pég. 58), que son los autoestados comunes. Por tanto, tiene sentido
hablar de que varios observables que conmutan tienen un valor simulténea-
mente. Ain més, vemos por (51) que para cualquier estado tiene sentido
hablar de la probabilidad de obtener resultados particulares al medir
simultdneamente distintos observables que conmutan. Esta nueva conse-
cuencia es importante. En general no es posible llevar a cabo una observa-
cién de un sistema que esté en vn estado definido sin alterar dicho estado
y trastornarlo a fines de llevar a cabo una segunda observacién. En el caso
general, no tiene sentido hablar de que realizamos las dos mediciones
simult4neamente. Sin embargo, la consecuencia anterior nos dice que, en
el caso particular de que los dos observables conmuten, puede conside-
rarse que las dos observaciones na interfieren entre si, o que son compa-
tibles en el sentido de que podemos considerar que las dos medidas se
realizan simultineamente, y hablar de la probabilidad de obtener resulta-
dos particulares cualesquiera en ellas. De hecho las dos observaciones
pueden considerarse como una sola observacién méis complicada cuyo
resultado viene dado por dos niimeros en lugar de por uno. Desde el punto
de vista de la teoria general, cualquier par o mds de observables que
conmutan puede ser considerado camo un dnico observable cuyo resultado
de medida viene dado por dos o mds nimeros. Los estados para los cuales
dicha medicién da con certeza un resultado particular son los autoestados
comunes.
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REPRESENTACIONES

14. Vectores bdsicos

En los capftulos anteriores hemos establecido un esquema algebraico
con tres tipos de cantidades — los vectores bra, los vectores ket y los opera-
dores lineales — y mediante dicho esquema hemos expresado algunas leyes
fundamentales de la naturaleza. Se podria seguir desarrollando la teorfa y
aplicarla a problemas particulares considerando unicamente dichas canti-
dades abstractas. Sin embargo, para ciertos fines es preferible sustituir dichas
cantidades por conjuntos de nimeros con propiedades mateméticas anélo-
gas y hacer los desarrollos con ayuda de ellos. El procedimiento es similar
al de elegir coordenadas en geometria, y tiene la ventaja de ser un método
matemético més potente para resolver problemas particulares.

El procedimiento de sustituir las cantidades abstractas por niimeros no
es unico. Igual que existen muchos sistemas de coordenadas en geometria,
también hay muchas maneras de sustituir nuestras cantidades abstractas
por niimeros. A cada uno de estos procedimientos se le denomina represents-
cién y al conjunto de nimeros que sustituyen a una cantidad abstracta le
denominaremos el representante de dicha cantidad en la representacién.
Asf pues el representante de una cantidad abstracta corresponde a las coor-
denadas de un objeto geométrico. Cuando estudiamos un problema par-
ticular en mecénica cuéntica, podemos ahorrarnos trabajo empleando una
representacién en la que los representantes de las cantidades abstractas
més importantes que intervienen en el problema sean lo més sencillas
posible. »

Para fijar una representacién en el caso general, consideremos un con-
junto completo de bras, o sea, un conjunto de bras tal que todo bra se
pueda expresar linealmente en funcién de los bras del conjunto (bien como
una suma de bras, bien como una integral, o como una integral més una
suma). A estos bras les denominaremos bras bdsicos de la representaci6n,
y como veremos, serdn suficientes para determinar completamente la re-
presentacién.

Sea un ket |a> cualquiera y formemos los productos escalares con cada
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uno de los bras bésicos. Los niimeros asi obtenidos constituyen el represen-
tante de [a>, y veamos que son suficientes para determinar completamente
el ket |a>. En efecto, si existiera otro ket |a,> para el que dichos ntimeros
fueran iguales, el producto escalar de la diferencia |a>—|a;> con cualquier
bra bésico seria nulo y, por tanto, también seria nulo el producto escalar con
cualquier bra. Luego, |a>—a;> serfa nulo también.

Supongamos que los bras bésicos estin simbolizados por uno o més paré-
metros A;, Az, ..., Ay, cada uno de los cuales puede tomar ciertos valores
numéricos. Dicho bra basico lo escribiremos entonces <A12z...AJ] y €l repre-
sentante de [a) lo escribiremos <A;A;...AJa)>. Asi pues, el representante estd
constituido por un conjunto de niimeros en correspondencia con cada

conjunto de valores de A, Az, ..., Aw, que forme parte de los respecti-
vos campos de variabilidad. Un conjunto de ntmeros tal, constituye una
funcién de las variables A, Az, ..., Au Por tanto, el representante de un

ket puede considerarse bien como un conjunto de nimeros o bien como
. una funcién de las variables que se emplean para especificar los bras bésicos.

Si el nimero de estados independientes de nuestro sistema dindmico es
finito e igual a n, serd suficiente considerar n bras b4sicos que podremos
designar con ayuda de un solo pardmetro A que tome los valores 1, 2, 3, ..., n.
En este caso, el representante de un ket |a> cualquiera est4 constituido por
los n ndmeros <l|a), <2(a>, <3|a, ..., <nla>, que son precisamente las coor-
denadas del vector |a> referidas a un sistema de coordenadas ordinarias.
Por tanto, el concepto de representante de un ket es una generalizacién del
concepto de coordenadas de un vector ordinario, y cuando el nimero de
dimensiones del espacio de los kets es finito, ambos coinciden.

En una representacién general no es necesario que todos los bras basicos
sean independientes. Pero en la mayoria de las representaciones que se
utilizan en la préctica son independientes y ademés verifican la condicién
més severa de ser ortogonales dos a dos. En este caso se dice que la repre-
sentacién es una representacion ortogonal.

Sea una representaci6n ortogonal cuyos bras bésicos <A1}2...A.| estén sim-
bolizados por los parémetros Ay, Ag, ..., As, que sblo puefen tomar valores
reales. Dado un ket |a>, podemos tomar su representante <A;Az...AJa>, y
considerar los niimeros A;<{A1Az...AJ@>, formados a partir de los anteriores,
como el representante de un nuevo ket |b>. La posibilidad de esta eleccién
se deriva de que los nimeros que forman el representante de un ket son
independientes, dado que los bras bésicos también lo son. Con ello el ket |b)
queda definido por la ecuacién

<}q)\2- . Mlb) = 7;1<)sz)sz. . .)\.,Ia>.

Dicho ket |b> evidentemente es funcién lineal del ket |a)> y, por lo tanto,
puede ser considerado como el resultado de aplicar un operador lineal a ja).
Si lamamos L, a dicho operador, resulta

|b> = Ly |a>
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y en consecuencia <AjAz...AuLs|a> = Ai<Ashs.. Adla>.
Esta ecuacién es vilida para todo ket |a>, luego
ST W) P PLe VY PR Wi A

La ecuacién (1) puede tomarse como la definicién del operador lineal L;.
En ella vemos que todo bra bdsico es un autobra de L, y el autovalor a que
pertenece es el valor del pardmetro A,.

De la condicién de que los bras basicos sean ortogonales se deduce
que L, es real y que es un observable. En efecto sean A7, X), ..., A] y
X7, A7, ..., N dos conjuntos de valores de los pardmetros A;, Az, ...y Mae
Poniendo los A’; en lugar de los A, en la ecuacién (1) y multiplicando a la
derecha por el conjugado imaginario del bra bésico <A7A7...A7[, o sea por
[A7AS...K,D, resulta

AN e N L NN N> =N SN N AN N2
Permutando los A y los A} obtendremos
NS AL N NG N> = ATAYAS ALV G D

Dado que los bras bésicos son ortogonales, los segundos miembros de estas
dos ecuaciones se anulan excepto si A” = A, para todo r desde 1 hasta «, en
cuyo caso son iguales y ademés reales por serlo A, Luego, tanto si los A7 y
los A’ son iguales como si no lo son, se tiene

KN KL N N2> = TR L N Ky K,
= VN, AL NN

segln la ecuacién (4) de § 8. Puesto que los <A/A/...A)| constituyen un
conjunto completo de bras y los [A7A7...A”’> un conjunto completo de kets,
resulta que Ly = [;. La otra condicién requerida para que L, sea un obser-
vable, la de que sus autoestados constituyan un conjunto completo, eviden-
temente también se satisface, pues sus autobras son los bras bésicos, que
constituyen un conjunto completo.

Asimismo podrfamos introducir otros operadores lineales Ly, Ls, ... Ly
multiplicando <A;As...AJa> por los factores Ag, As, ... Ay respectivamente
y considerando los conjuntos de niimeros que asf resultan como los repre-
centantes de nuevos kets. Anélogamente podemos ver que los bras bésicos
son autobras de cada uno de les L,, y dichos operadores son reales y obser-
vables. Los bras bésicos son autobras comunes a todos los L, y dado que
constituyen un conjunto completo, resulta, segin el teorema de § 13,
que los L; conmutan dos a dos.

Vamos a demostrar ahora que si &;, &, ..., E4 es un cdnjunto cualquiera
de observables que conmutan, podemos formar con ellos una representacién
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ortogonal en la que los bras bdsicos son autobras comunes a los &y, &,, ... &,.
Supongamos primero que no exista mis que un solo autobra indepen-
diente comtn a &, &, ..., §4 que pertenezca al conjunto de autovalores
'» &, .. En este caso tomarfamos como bras bésicos los autobras comu-
nes con factores numéricos arbitrarios. En virtud del teorema de ortogo-
nalidad todos ellos serin ortogonales (cualquier par de ellos tendréd al
menos algin autovalor distinto, y ello es suficiente para que sean ortogo-
nales), y segin el resultado de § 13 habr4 suficientes para constituir un
conjunto completo. Podemos designarlos adecuadamente mediante los auto-
valores &, &, .. &: » 8 que pertenecen, y asi escribiremos uno de ellos
<& §,...El|
En el caso general en que para algunos conjuntos de autovalores existan
varios autobras independientes comunes a &;, &, ..., &., de todos los auto-
bras comunes pertenecientes a los autovalores E’l E’z » «+» & tenemos que

elegir solamente un subconjunto completo, de modo que cada bra sea orto-
gonal a los otros. (En este caso, la condicién de completitud quiere decir
que cualquier autobra comin perteneciente a los autovalores &', &/, ..., &,
se pueda expresar linealmente en funcién de los elementos del sub-
conjunto.) Esto hemos de hacerlo para cada conjunto de autovalores
"> &5 .., &y después reunir todos los elementos de cada subconjunto
asf obtenidos, y considerarlos como los bras basicos de la representacién.
Todos estos bras son ortogonales, pues si pertenecen a autovalores distintos
son ortogonales en virtud del teorema de ortogonalidad, y los que per-
tenecen a un mismo conjunto de autovalores lo son por el modo como
los hemos definido; ademé4s constituyen un conjunto completo de bras, ya
que todo bra se puede expresar linealmente en funcién de autobras comunes
y cada autobra comiin se puede expresar a su vez linealmente en funcién
de los bras del subconjunto. Existen infinitas maneras de elegir dichos
subconjuntos, y cada una de ellas constituye una representacién ortogonal.
En este caso general para designar un bra bésico, ademés de los auto-
valores 1 &;, ceny &' a los que pertenece hemos de afiadir ciertas variables
reales Ay, Ay, ..., A, para distinguir los vectores bésicos que pertenecen al
mismo conjunto de autovalores. Los bras basicos serAn pues <§§&...
§! A12a...Asl. Podemos ahora definir unes operadores lineales Ly, Lo, ..., Lo
relativos a las variables A4, Ag, ..., Ay mediante ecuaciones analogas a la (1),
y ver que los bras basicos son autobras de ellos, y que dichos operadores
son reales y observables, que ademas conmutan dos a dos y con los &
Asf resulta que los bras basicos son autobras comunes a todos los obser-
vables &, &, ..., &4, Ly, Lo, ..., Ly, que conmutan dos a dos.
Definimos un conjunto completo de observables que conmutan como un
conjunto de observables que conmutan dos a dos, para el que no existe mas
que un tnico autoestado comiin perteneciente a un conjunto cualquiera
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de autovalores. Con esta definicién los observables &, E, ..., Eq, Ly, La, ...,
L, constituyen un conjunto completo de observables, ya que no existe
mas que un solo autobra independiente perteneciente a los autovalores

" &, o <+ &9 AL, Az, «ooy Ao, que es precisamente el bra bésico correspon-
diente. Y lo mismo ocurre con los operadores Ly, L, ..., L, definidos por la

ecuacién (1) y las consideraciones que la siguen. Con ayuda de esta defini-
ci6n, todos estos resultados se pueden formular brevemente asf:

(i) Los bras basicos de una representacién ortogonal son autobras co-
munes a un conjunto completo de observables que conmutan.

(ii) Dado un conjunto completo de observables que conmutan, podemos
construir una representacién ortogonal en la que los bras bésicos
son todos autobras comunes a todos los observables del conjunto
completo.

(iif) Dado un conjunto cualquiera de observables que conmutan, siempre
es posible afiadirle algunos observables més para formar un con-
junto completo. ’

(iv) Para designar los bras bisicos de una representacién ortogonal, es
conveniente utilizar los autovalores de los observables del conjunto
completo del que dichos bras son autobras comunes.

A los imaginarios conjugados de los bras bésicos de una representacién
los denominaremos kets bdsicos de la representacién. Asi, si los bras bésicos
son <Asde...Ad), los kets basicos serdn [A;Az...A,>. El representante de un
bra <b| vendrd dado por su producto escalar con cada uno de los kets
fundamentales, es decir, por <b|A;Az2...A.>. Igual como ocurria con el repre-
sentante de un ket, también a éste se le puede considerar como un conjunto
de ntimeros o como una funcién de las variables A;, Az, ... As Se tiene

<b|)\17\21,‘> = <)\17\2...7\“|b>, -

lo que nos dice que el representante de un bra es igual al complejo con-
Jugado del representante del ket imaginario conjugado. En una represen-
tacién ortogonal en que los bras bésicos son autobras comunes a un conjunto
completo de observables que conmutan &;, &, ..., &4, los kets bésicos serdn
a su vez autokets comunes a &, &, ..., &,

Hasta ahora no hemos dicho nada acerca de las longitudes de los kets
bésicos. En una representacién ortogonal es méds natural normalizar los
kets basicos que no tomarlos con longitudes arbitrarias, y con ello introdu-
cimos una simplificacién méis en la representacién. Pero sélo seré4 posible
normalizarlos cuando todos los pardmetros que se necesitan para designarlos
tomen tnicamente valores discretos. Si alguno de los par4metros indicados -
es una variable continua que puede tomar todos los valores de un cierto
dominio de medida no nula, entonces los vectores basicos son autovectores
de un cierto observable que pertenecen a autovalores de un conjunto de me-
dida no nula y, por tanto, segtin la discusién de § 10 (véase pag. 51) son de
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longitud infinita. En este caso es necesario otro procedimiento para fijar
los factores numéricos por los que pueden multiplicarse los vectores bésicos.
Para estudiar de un modo preciso esta cuestién es necesaria una nueva
notacién matemaética, que se da en la seccibén siguiente.

15. La funcién 3

Los razonamientos de § 10 nos llevaron a considerar cantidades que
implican un tipo de infinito especial. Para manejar dichos infinitos con una
notacién rigurosa introducimos la cantidad §(x) que depende de un paré-
metro x y satisface las condiciones

o0

f S(x)dx =1 @)
—® 8(x) = 0 para x 0.

Si queremos tener una imagen de 3(x), consideremos una funcién de la
variable real x que sea nula fuera de un pequefio dominio de amplitud ¢
alrededor del origen x =0 y que en el interior de este dominio sea igual
a uno. No importa la forma exacta de la funcién en el interior de este
dominio, con tal de que no sufra en él variaciones innecesariamente bruscas
(por ejemplo, con tal de que la funcién sea siempre del orden de ¢72).
Pasando al limite para ¢ — 0, esta funcién tender4 a confundirse con ¥(x).

8(x) no es una funcién de x segin la definicién matematica ordinaria de
funcién — que le exigirfa tener un valor definido para cada punto de su
dominio — sino algo més general que llamaremos ‘funcién impropia’ ® para
destacar su diferencia con las funciones definidas de modo ordinario. Por
tanto, 3(x) no es una cantidad que pueda usarse en andlisis matematico con
tanta generalidad como las funciones ordinarias, y su uso debe restringirse
a ciertos tipos de expresiones sencillas para las que sea evidente que no
puede dar lugar a inconsecuencias légicas.

La propiedad més importante de 3(x) puede expresarse con la siguiente
ecuacién,

| feate) ax = f00), )

en la que f(x) es cualquier funcién continua de x. Es facil ver la validez de
esta ecuacién a partir de la imagen de 5(x) que acabamos de dar. El primer
miembro de (3) sélo puede depender de los valores f(x) muy préximos al

®* La 3x) que introdujo el autor de este modo heuristico ha dado lugar a la
teorfa de distribuciones de L. Schwarz, dentro de la cual queda definida con todo
rigor. En honor al autor, 3(x) se denomina 3 de Dirac. (N. del T.)
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origen, de forma que sin error notable podemos sustituir f(x) por su valor
en el origen f(0). La ecuacién (3) resulta entonces como consecuencia de la
primera de las ecuaciones (2). Haciendo un cambio de origen en (3), podemos
deducir la fé6rmula

T f(x)¥(x —a) dx = f(a), )

en la que @ es un nimero real cualquiera. Luego, el resultado de multiplicar
una funcién de x por §(x — a) e integrar para todo x es equivalente a susti-
tuir x por a. Este resultado general es valido aunque la funcién de x no sea
una funcién numérica, sino un vector o un operador lineal dependientes de x.

El intervalo de integraci6n en (3) y (4) no ha de ser necesariamente de —o
a -0, sino que puede ser cualquier dominio que incluya el punto critico
en el que la funcién 8 no se anula. De ahora en adelante omitiremos de
ordinario los limites de integracién en ese tipo de ecuaciones, y daremos
por sobreentendido que las integrales se extienden a un dominio adecuado.

Las ecuaciones (3) y (4) muestran que aunque una funcién impropia
considerada aisladamente no tenga un valor bien definido, cuando aparece
como factor en un integrando, la integral si que tiene un valor bien defi-
nido. En la teorfa cuéntica, siempre que aparece una funcién impropia
aparece dentro de una expresién que finalmente colocaremos en un inte-
grando. Por consiguiente, serfa posible volver a escribir la teoria de forma
que las funciones impropias aparecieran tnicamente en integrandos. Y asf
se podria prescindir completamente de las funciones impropias. Asf pues,
el uso de las funciones impropias no implica ninguna falta de rigor en
nuestra teorfa, y no es mis que una notacién cémoda que nos permite
expresar en forma concisa ciertas relaciones que, si fuera necesario, po-
drfamos también escribir sin emplear funciones impropias, aunque esto
resultarfa muy engorroso y ficilmente oscureceria la idea central.

Podemos definir la funcién § todavia de otro modo, como la derivada
¢/(x) de la funcién e(x) definida asf:

e =0 <0
@=1 esd ®

Podemos comprobar que esta nueva definicién es equivalente a la anterior,
sustituyendo 3(x) por ¢'(x) en el primer miembro de (3) e integrando por
partes. Si g; y gz son dos nimeros positivos cualesquiera, resulta

- [
[t de= e, — [ Pl de

~gs ~0s

=.f<g1>-{ Ple) de
= f0),
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de acuerdo con (3). La funcién 3 aparece al derivar una funcién discontinua.
Con las funciones 3 se pueden escribir algunas ecuaciones elementales.
Tales ecuaciones son esencialmente reglas de manipulacién para desarrollos
algebraicos en que intervengan funciones 2. El sentido de cualquiera de
estas ecuaciones es el de que sus dos miembros dan el mismo resultado
empleados como factores en un integrando.
Ejemplos de estas ecuaciones son:

¥—x) =3@x) ©)

2(x) =0, ™

3(ax) =a¥(x) (a>0), (8)

¥3(x2—a?) =4a1{3(x—a)+23x+a) (a>0), 9

[a—2) dx 2e—b) =a—b), (10)
faRx—a) = fap(x—a). (11)

La ecuacién (6), Que enuncia simplemente el hecho de que 3(x) es una
funcién par de la variable x, es trivial. Para comprobar (7) consideremos
una funcién de z continua f(x) cualquiera. Para ella

| tome ds=o,

segin (3). Luego, x3(x) como factor en un integrando es equivalente a cero,
y ese es precisamente el significado de (7). (8) y (9) pueden comprobarse
mediante razonamientos elementales anélogos- Para comprobar (10) consi-
deremos una funcién de a continua f(g) cualquiera. Para ella

[t@) daf da—2) dx ax—b)= [sz—b) dx [f(a) da da—2).
= fb(x—b) dx f(x) = ff(a) da 3¥a—D).

Luego, los dos miembros de (10) son equivalentes cuando se emplean como
factores de un integrando con a como variable de integracién. Igualmente
se puede demostrar que también son equivalentes como factores en un
integrando con b como variable de integracién, de forma que la ecuacién (10)
queda comprobada desde ambos puntos de vista. La ecuacién (11) también
puede comprobarse ficilmente desde ambos puntos de vista con ayu-
da de (4).

La ecuacién (10) resulta también como aplicacién de (4) tomando f(x) =
3(x — b). He aqui una ilustracién del hecho de que muchas veces podamos
usar una funcién impropia como si fuera una funcién continua ordinaria
sin que ello nos lleve a ningln resultado incorrecto.

La ecuacién (7) nos indica que al dividir ambos miembros de una ecua-
cién por una variable x que pueda tomar el valor cero, debemos siempre
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afiadir a uno de los miembros un miltiplo arbitrario de 3(x), es decir, que
de la ecuacién

A=2B, (12)
no se puede deducir
A/x = B/x,
sino sélo
A/x = B/x + c¥(x), (13)

siendo ¢ un némero desconocido.
Como aplicacién ilustrativa de la funcién 3(x), consideremos la derivada
de log x. La forma usual

3 log x=—- 1)
debe ser examinada en e} entorno de x — 0. Para que la funcién inversa 1/x
quede definida en el entorno de x = 0 (en el sentido de una funcién impro-
pia) tenemos que imponerle una condicién supletoria; por ejemplo que se

-anule su integral de —s a ¢. Con esta condicién supleteria, la integral del
segundo miembro de (14) de —e¢ a ¢ se anula, mientras que la del primer
miembro resulta ser igual a log (—1), de donde (14) no es una ecuacién
correcta. Para corregirla debemos recordar que log x tiene un término
imaginario puro para los valores negativos de x, que si tomamos valores
principales es igual a ix. Al pasar x por el valor cero, el término imaginario
puro se anula de modo discontinuo. La derivada de dicho término resulta
igual a —ix3(x), de forma que en vez de (14) habrd que escribir

d 1 = 1 ind 1
E- og x.——x-—'ﬁ‘(x). (5)

Esta combinacién especial de funcién inversa y funcién 3 que aparece
en (15) juega un papel importante en la teorfa cuéntica de colisiones (véa-
se § 50).

16. Propiedades de los vectores bdsicos

Empleando la notacién de la funcién 3, podemos continuar nuestra
teorfa de las representaciones. Supongamos en primer lugar que un tnico
observable constituye por si solo un conjunto completo de observables
que conmutan — para que esto se cumpla basta que § no tenga més que
un solo autoestado para cada autovalor £ —, y construyamos una repre-
sentacién ortogonal cuyos vectores bésicos sean los autovectores de & que
escribiremos <&’|, |5”.

Si los autovalores de & son discretos, podemos normalizar los vectores
bésicos, y asf tendremos
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<E18"> =0 (88"
<E'18» =1
Estas dos ecuaciones se pueden combinar en una Gnica ecuacién
<E1&8"> = 3., (16)

en la que el simbolo 3 con dos subindices, que en adelante utilizaremos
con frecuencia, vale

3re

i

~o
2.
q
*
-]

si r=s3s. amn

Si los autovalores de & son continuos, no podemos normalizar los
vectores bésicos. Pero si consideramos la cantidad <&’|§”> con &’ fija
y §” variable, y recordamos nuestras reflexiones a propésito de la expre-
sién (29) de § 10, vemos que dicha cantidad se anula para §” < &’ y que
su integral a lo largo de un intervalo de &” que contenga a &’ toma un
valor finito que llamaremos ¢. Tendremos, por tanto,

<Ell &/I) — CB(E'——E”).

Segin (30) de § 10, c es un niimero positivo. Puede variar con &’, por lo que
conviene llamarle ¢(§’) o ¢’ para abreviar. Obtenemos pues la ecuacién

<5’IE”> — c/a(&/_&//)' (18)
Hubiéramos podido obtener también
<EIIEI}> — C”B(E'—E”), (19)

en la que ¢” es una abreviacién de ¢(§”). Segin (11) los segundos miembros
de (18) y (19) son iguales.

Pasemos a otra representacién cuyos vectores bésicos sean también
autovectores de &, por lo que los nuevos vectores bésicos seran miultiplos
de los anteriores. Llamando a los nuevos vectores basicos <&’%|, |&’*>, con el
fndice supletorio ® para distinguirlos de los anteriores, tendremos

KB®| = k&, |&°> = KI|ED,

siendo k’ — abreviacién de k(§’) — un cierto nimero que depende de &’.
Calculemos

<E;o|&no> — k’?(&’]&") — k”??c'a(ﬁ'—ﬁ”)
aplicando (18). Seglin (11) podemos escribirlo
Kk ey = k’Fc’B(E’-—-&”)
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Si elegimos k' de forma que su médulo sea ¢’# — siempre lo podremos
hacer ya que ¢’ es positivo — lograremos que sea

<&ro[E”o> — a(&r__&u). (20)

De esta manera hemos fijado las longitudes de los nuevos vectores basicos
para hacer la representacién lo méas simple posible. El proceso por el que
hemos fijado las longitudes de estos vectores es en cierta manera anélogo
a la normalizacién de los vectores bésicos en el caso en que los &’ eran
discretos, y la ecuacién (20) es de la misma forma que la (16) pero con la
funcién 3(8’ —&”) en lugar del simbolo 3,.,.. En adelante manejaremos
la nueva representacién, y suprimiremos los indices * para simplificar la
escritura. Asi pues la ecuacién (20) la escribiremos sencillamente

<EE"> = 3E—E") (21)

Podemos desarrollar nuestra teoria con un paralelismo perfecto para
ambos casos discreto y continuo. Para el caso discreto obtendremos, apli-
cando (16),

> IED<EIE"> = 3 |ED3,.,. = (&,

donde los sumatorios se extienden a todos los autovalores. Esta ecuacién es
vélida para cualquier ket béasico |&”)> y, por consiguiente, como los kets
bésicos forman un conjunto completo, tendremos

> 18 = 1 (22)
p

Esta es una ecuacién muy util, que expresa una propiedad importante de
los vectores bésicos: si |£’> se multiplica a la derecha por <§'| resulta un
operador lineal que sumado para todo &’ equivale al operador unidad. Las
ecuaciones (16) y (22) nos dan las propiedades fundamentales de los vectores
bésicos para el caso discreto.

Anjlogamente para el caso continuo obtendremos, aplicando (21),

f &8> d&’ <&1§"> = f &> d&"}(E—E") = |§"> (23)

en la que hemos hecho uso de (4) con un vector ket en lugar de la funcién
f(x), y donde la integral est4 extendida a todo el intervalo de los autovalores.
Al ser esto valido para cualquier ket bésico |§”), serd

[ ae &1 =1 (24)

Esta ecuacién es de la misma forma que (22) pero con una integral en lugar
de una suma. Las ecuaciones (21) y (24) nos dan las propiedades fundamen-
tales de los vectores bésicos para el caso continuo.

Las ecuaciones (22) y (24) permiten desarrollar cualquier bra o ket en
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funcién de los vectores basicos. Por ejemplo, para el ket |[P> en el caso
discreto, multiplicando (22) a la derecha por |P>, obtendremos

a3 [E><EP, (5)
%

que nos da |P> expresado en funcién de los |&’> y nos muestra que los
coeficientes de ese desarrollo <&’|P)> son precisamente los nimeros que
constituyen el representante de |[P>. Anilogamente, para el caso continuo

By = [ 18> ax &P, (26)

que nos da |P> como una integral extendida a los |§’> con coeficientes en
el integrando que constituyen también el representante <&’|P)> de IP>.
Las ecuaciones conjugadas imaginarias de (25) y (26) nos darén el vector
bra <P| expresado en funcién de los bras bésicos.

Los métodos mateméticos que manejamos ahora nos permiten desarro-
lar cualquier ket en el caso continuo como una integral de autokets de §.
Cuando no empledbamos la notacién de la funcién 3, el desarrollo general
de un ket consist{a en una integral mé4s una suma, tal como la ecuacién (25)
de § 10. Pero la funcién 3 nos permite ahora sustituir la suma por una
integral, cuyo integrando consta de una serie de términos, cada uno de los
cuales contiene una funcién 3 como factor. Por ejemplo, el autoket |§”>.
puede sustituirse por una integral de autokets segin Ia segunda de las
ecuaciones (23).

Si <Q| es un bra cualquiera y |[P> un ket cualquiera, aplicando de nuevo
(22) y (24) obtendremos, para &’ discretos

QP> = 3 <QIEN<EIP> @7
y para §’ continuos ‘

P> = [ <ol dgr <z1p (28)

Estas ecuaciones expresan el producto escalar de <Q| y |[P> en funcién
de sus representantes <Q|& > y <&’|P>. La ecuacién (27) es exactamente la
férmula usual del producto escalar de dos vectores en funcién de sus
coordenadas, y (28) es la modificacién natural de esta férmula para el
caso de &’ continuo, con una integral en vez de un sumatorio.

La generalizacién de las consideraciones precedentes para el caso en
que & tenga a la vez autovalores discretos y continuos no ofrece ninguna
dificultad. Usando &" y §* para indicar autovalores discretos, y &’ y &”
para indicar autovalores continuos, obtendremos el conjunto de ecuaciones

EED = 8re,  <EED =0, <E1ED = 3E—8) (29)

como generalizacién de (16) o (21). Estas ecuaciones expresan que los vecto-
res bésicos son todos ortogonales, y que los correspondientes a autovalores
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continuos tienen fijadas sus longitudes segin el mismo criterio con que
dedujimos (20). A partir de (20) podemos obtener la generalizacién de
(22) o (24),

> <l + [ g ar el =1, (30)
¢

cuya integral est4 extendida a todo el dominio de los autovalores continuos.
De (30) resulta inmediatamente

Py = 3 EDEP> + [ 18> & <&P> @1

¢r

que es la generalizacién de (25) o (26), y
QP> = 3 <QIEn<EP> + [ <QIE> dE &P (32)
o’

que generaliza a (27) o (28).

Pasemos al caso general en que haya varios observables que conmutan
&1, &3, ..., §4 que forman un conjunto completo, y construyamos una repre-
sentacién ortogonal cuyos vectores bésicos, que escribiremos <§...§!),
|€; ...§>, sean autovectores comunes a todos ellos. Supongamos que &, §,
..., 8y (v < u) tengan autovalores discretos y &1, ..., &4 tengan autovalores
continuos.

Consideremos el producto escalar <&,...E &’  ...E,|§!...§ &, .8B.>.
Segin el teorema de ortogonalidad debe ser nulo a no ser que §” = §’ para
cada s=v+1, ..., u. Si generalizamos las consideraciones que hicimos
sobre la expresién (29) de § 10 para aplicarlas a autovectores comunes a un
conjunto de varios observables que conmutan y generalizando también
el axioma (30), la integral (u — v)-ésima de dicho producto escalar respecto
a cada E"’ a lo largo de un intervalo que contenga el valor E: es un nimero
finito positivo. Llamando ¢’ a dicho nimero — el acento indica que ¢’ es
funcién de &’ ST RN - E’u —, nuestros resultados pueden expresarse

v+’

mediante la ecuacién
<E,..EE, BB, EE ..E> =¥, —E ). 38, —8) (33)

en la que figura un factor 3 en el segundo miembro para cada valor de ¢
desde v 4 1 a u. Podemos cambiar ahora las longitudes de nuestros vectores
bésicos, mediante un procedimiento andlogo al que nos condujo a (20), de
forma que resulte ¢’ igual a uno. Usando de nuevo el teorema de ortogona-
lidad, obtenemos por fin

B BB D = 0y d 8L ) HEED

en cuyo segundo miembro figura un simbolo 3 con dos subindices para
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cada & de autovalores discretos, y una funcién 3 para cada § de autovalores
continuos. Esta ecuacién generaliza la (16) o (21) para el caso de un con-
junto completo de varios observables que conmutan.

De (34) se puede deducir la generalizacién de (22) o (24)

> [ g ay e gl=1, )

A

en ]a que figura una integral ( — v)-ésima extendida a todas las &’ de auto-
valores continuos y un sumatorio para todas las &’ de autovalores discretos.
Las ecuaciones (34) y (35) nos dan las propiedades fundamentales de los
vectores bésicos para el caso que estamos estudiando. A partir de (35) pode-
mos escribir inmediatamente la generalizacién de (25) o (26) y la de
(27) o (28).

El caso que acabamos de considerar se puede generalizar todavia, per-
mitiendo que algunos de los observables & tengan a la vez autovalores
discretos y continuos. Las modificaciones que hay que introducir en las
ecuaciones son inmediatas, pero no las introduciremos porque son bastante
engorrosas de escribir en forma general.

Hay problemas para los que en lugar de hacer que la ¢’ de la ecua-
ci6én (33) valga la unidad, resulta mas conveniente hacerla igual a una cierta
funcién de las &’. Si llamamos ! a dicha funcién, en lugar de (34) ten-
dremos

BB = 2, B KD
y en lugar de (35) tendremos

s [ Jww> oar dEELE =1 @
oty
¢’ suele llamarse funcidn de peso de la representacién, por ser p* d§’ ...d§,
el ‘peso’ que se atribuye a un pequefio elemento de volumen del espacio de
variables &, ..., &.

Todas las representaciones que hemos considerado anteriormente tienen
la funcién de peso unidad. La introduccién de una funcién de peso no
unidad es enteramente cuestién de conveniencia, pues la representacién
no resulta con ello més potente desde el punto de vista matemético. Los
bras bésicos <&’...§’*| de una representacién de funcién de peso ¢’ se rela-
cionan con los bras béasicos <E; &:‘ | de la representacién correspondiente
de funcién de peso unidad mediante

B0 = o HELE (38)

como es ficil comprobar. Un ejemplo de representacién muy Gtil con
funcién de peso no unidad es cuando dos &’ son los 4ngulos polar y azimu-
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tal 4 y ¢ que dan la direccién en un espacio tridimensional. Conviene tomar
entonces ¢’ = sen &, con lo que en (37) aparecer4 el elemento de 4ngulo
sélido sen ¢ d¢'d¢’.

17. Representacién de operadores lineales

Vimos en § 14 c6mo se pueden representar los vectores ket y bra me-
diante un conjunto de ntimeros. Ahora hemos de hacer lo mismo con los
operadores lineales, para tener asi un esquema completo que nos permita
representar todas nuestras cantidades abstractas mediante conjuntos de
numeros. Para ello podemos utilizar los mismos vectores bésicos de § 14.

Supongamos que los vectores basicos son autovectores comunes a un con-
junto completo de observables que conmutan &;, &, ..., &. Dado un ope-
rador lineal a cualquiera, tomemos un bra bdsico general <§..&|y un

ket basico general lE’;...E’; >, y foimemos los niimeros
<&’1...E;la]E'1’...&’;>. (39)

Estos nimeros son suficientes para determinar a completamente, puesto
que en primer lugar determinan el ket transformado al&” .E"> (ya que

dan su representante), y al determinar el ket transformado para cada uno
de los kets basicos IE” E”) queda determinado «. Los ntmeros (39)

constituyen el representante de un operador lineal « o de una variable
dindmica a. Este Tepresentante es més complicado que el de un vector ket
o bra, ya que encierra los pardmetros que designan a dos vectores bésicos
en lugar de uno.

Examinemos la forma de estos nimeros en casos sencillos. Consideremos
el caso en que un solo observable & constituye por si solo un conjunto
completo, y supongamos que sus autovalores &’ sean discretos. Entonces
el representante de « est4d constituido por el conjunto discreto de niimeros
<E’lal&”>. Al escribir explicitamente estos niimeros, es natural distribuirlos
en una disposicién bidimensional asf:

<EalE'> <EYalEZ> <El|alE®>
<E%alEY>  <E*alEZ> <EZlalER> . .
<E%lalE'> <EMalE%> <E%lalER> . . (40)

siendo &', E2, &3, ..., los autovalores de &. Este tipo de disposicién se deno-
mina matriz, y sus nimeros, elementos de la matriz. Hacemos la convencién
de que los elementos que figuren en una misma fila pertenezcan siempre al
mismo bra bésico, y los de una misma columna a un mismo ket bésico.

Un elemento <&’|a|€"> correspondiente a dos vectores basicos con el
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mismo fndice se llama elemento diagonal de la matriz, pues todos los ele-
mentos de ese tipo estdn sobre una diagonal. Si hacemos « igual a la unidad,
segin (16), todos los elementos diagonales valdrén la unidad y todos los
demis elementos ser4n nulos. Dicha matriz recibe el nombre de mairiz
unidad.

Si a es real, tenemos

<E'lalE”> = <E"aED. . (41)

Estas condiciones exigen que todos los elementos diagonales de la ma-
triz (40) sean reales y que cada uno de los otros sea igual al complejo conju-
gado de su simétrico respecto a la diagonal. Una matriz de este tipo se
denomina matriz hermitica.

Si hacemos a igual a &, obtenemos como elemento general de la matriz

<B'EIE"> = ECENE"> = &R, (42)

O sea, que todos los elementos que no estin en la diagonal son nulos. Una
matriz as{ se denomina matriz diagonal. Sus elementos diagonales son preci-
samente los autovalores de &. Generalizando, si hacemos « igual a f(E)
— una funcién cualquiera de § — obtenemos

<BfENE"> = fEReers 43)

y la matriz que se obtiene también es diagonal.

Tratemos de hallar el representante del producto 8 de los operadores
lineales « y 8 en funcién de los representantes de los factores. Usando la
ecuacién (22) con §” en vez de &’ obtenemos

<E'laplE"> = <&la I |E™><E"|BE">

o
o z <&Ilalglll><§llllplgll>, (44)
que nos da el resultado que buscdbamos. La ecuacién (44) expresa que la
matriz formada por los elementos <&’|ag|E”> es igual al producto de las
matrices formadas respectivamente por los elementos <&’|a|E”> y <&'IBIE">,
obtenido por la regla matemética ordinaria de multiplicacién de matrices.
Esta regla nos da como elemento perteneciente a la fila r-ésima y a la
columna s-ésima de la matriz producto, la suma de los productos de cada
elemento de la fila r-ésima de la primera matriz por el correspondiente
elemento de la columna s-ésima de la segunda matriz. La multiplicacién de
matrices, igual que la de operadores lineales no es conmutativa.

Para este primer caso de un solo observable & con autovalores discretos
podemos resumir nuestros resultados del modo siguiente:

(i) Todo operador lineal estd representado por una matriz.
(i) E! operador unidad estd representado por la matriz unidad.
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(iii) Los operadores lineales reales estdn representados por matrices
hermiticas. :

(iv) &y las funciones de & estdn representados por matrices diagonales,

(v) La matriz que representa el producto de dos operadores lineales
es igual al producto de las matrices que representan los dos fac-
tores.

Consideremos ahora el caso de un solo observable & con autovalores
continuos. El representante de «, <&’|a|E”> es en este caso una funcién de
dos variables &’ y £” que pueden variar continuamente. Es muy conveniente
llamar a esta funcién ‘matriz’, generalizando el sentido de esta palabra,
para asf poder utilizar la misma terminologia en el caso discreto y en el
continuo. Por supuesto, tales matrices generalizadas ya no pueden escri-
birse, como ocurre con las matrices ordinarias, en una disposicién bidimren-
sional, ya que el niimero de filas y columnas es una infinidad del mismo
orden que el niimero de puntos de una recta y el niimero de sus elementos
una infinidad del mismo orden que el niimero de puntos de una superficie.

Daremos nuestras definiciones para estas matrices generalizadas de
forma que sigan valiendo para el caso continuo las reglas (i)-(v) del caso
discreto. El operador unidad est4 representado por 3(E'—&”) y la matriz
generalizada formada por estos elementos serd por definicién la matriz
unidad. La ecuacién (41) seguird siendo la condicién para que @ sea real,
y por definicién, diremos que una matriz generalizada es hermitica cuando
sus elementos <&’|a|§”> cumplan dicha condicién. & est4 representado por

e = ERE—E) (45)
EWENE" = fEE—E, (46)

y las matrices generalizadas formadas por tales elementos diremos que son
matrices diagonales. Segin (11) hubiéramos podido escribir también §” y
f(&”) como coeficientes de las 3(&8’—E”) en los segundos miembros de (45)
y (46) respectivamente. Usando (24) obtenemos la ecuacién correspon-
diente a (44)

y (&) por

<§’Ia,31§”> — f<&/[al&/”> danr <&//f[ﬂlg”>’ (47)

en que figura una integral en vez de una suma,; y diremos que la matriz
formada por los elementos del segundo miembro es por definicién el pro-
ducto de las matrices formadas por <&’|z|&”> y <&"|BIE”>. Con estas defini-
ciones logramos un completo paralelismo entre el caso discreto y el con-
tinuo, de forma que las reglas (i)-(v) valen para ambos casos.

Surge el problema de definir cu4ndo una matriz general es diagonal,
puesto que hasta ahora sélo hemos dicho que los segundos miembros de (45)
y (46) son ejemplos de matrices diagonales. Podrfamos de suyo inclinarnos
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a definir como diagonal cualquier matriz cuyps elementos (§’, §”) fuerap
todos nulos salvo los correspondientes a valores de &’ que difieren infinita-
mente poco de E”. Pero esta definicién no seria satisfactoria, pues en el
caso discreto las matrices diagonales gozan de una propiedad importante,
la de conmutar siempre entre si, y queremos que dicha propiedad siga
valiendo también para el caso continuo. Para que en el caso continuo la
matriz formada por los elementos <§’[w|§”> conmute con la formada por
los elementos del segundo miembro de (45), ha de verificarse, segin la
regla de multiplicacién (47)

J’ <&’|Q|E”’> dEl” EIII B(EI”_EII) — ] El a(&l_ EIII) dal!’ <E”’]Qi&”>-
Usando la férmula (4), la anterior se reduce a

<E'lwlE">E" = §<Eul§"> (49)

(E,—‘E”)<E’[m[5”> = 0.
Y segiin la regla por la que de (12) dedujimos (13) esto equivale a
<EIIQIEII> — c/a(&l__&ll)

donde ¢ es un niimero que puede depender de &’. Luego, <&'|w|§"> es de
la forma del segundo miembro de (46). Por esta razén diremos que tnica-
mente las matrices cuyos elementos son de la forma del segundo miembro
de (46) son por definicién matrices diagonales. Es facil comprobar que tales
matrices conmutan todas entre si. Se pueden formar otras matrices cuyos
elementos (&’, £”) sean todos nulos cuando &’ difiera apreciablemente de §”
Y que tengan otra forma de singularidad para &’ jgual a £&” [més adelante
introduciremos la derivada 3’(x) de la funcién 2, y 8'(§’—&") constituird un
ejempla de ello; véase § ecuacién (19)], pero tales matrices no serén diago-
nales segin nuestra definicién.

Pasemos ahora al caso de un solo £ con autovalores de ambas clases,
discretos y continuos. Llamemos &', &* a los autovalores discretos y &', §”
a los continuos. El representante de a constar4 ahora de cuatro clases de
cantidades: <EalE®>, <E'|al&’>, <&'|¢|&">, <&’|al&”>. Podemos considerar
que el conjunto de estas cantidades forman un tipo de matriz mis general
con ciertas filas y columnas discretas e intervalos continuos de filas y colum-
nas. Para este tipo de matrices més general definiremos también la matriz
unidad, los conceptos de matriz hermitica y de matriz diagonal y el pro-
ducto de matrices, de forma que sigan siendo validas las reglas (i)-(v). Los
detalles son una generalizacién inmediata de lo que acabamos de hacer,
y no vale la pena explicitarlos.

Volvamos de nuevo al caso general de varios observables &,, &, ... E,.
El representante de a, dado por la expresién (39), puede considerarse tam-
bién como una matriz, cuyas filas corresponden a -diferentes valores de

0 sea
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&, ..., & y las columnas a diferentes valores de §” ..., £&”. Salvo en el
1 % 1 .

caso de que todos los & tengan tinicamente autovalores discretos, esta matriz
ser4 del tipo generalizado con intervalos continuos de filas y columnas.
Podemos modificar nuestras definiciones de forma que las reglas (i)-(v) sigan
siendo v4lidas, si generalizamos la regla (iv) del modo siguiente:

(iv) Cada uno de los &,, (m = 1, 2, ..., u) y todas las funciones de ellos
estdn representados por matrices diagonales.

En este caso, diremos que una matriz es diagonal cuando su elemento
general <&’ ...§’|0lE”...5”> sea de la forma

CE . B OlE7 B> = OBy By NE, 7 ) 3E—ED)  49)

donde suponemos que &,, ..., &, tienen autovalores discretos y Ees, ..., &«
los tienen continuos, y siendo ¢’ una funcién cualquiera de los &’. Esta defi-
nicién es una generalizacién de la dada para el caso de un solo §, y de ella
se deduce que las matrices diagonales siempre conmutan entre sf. Las demés
definiciones son inmediatas y no vale la pena explicitarlas.

De este modo, todo operador lineal estd representado por una matriz.
La suma de dos operadores lineales est4 representada por la matriz suma
de las que representan ambos operadores, lo que junto con la regla (v) nos
dice que las matrices estdn sujetas a las mismas operaciones algebraicas
que los operadores. Cualquier ecuacién algebraica vélida entre operadores
lineales también serd vilida entre las matrices que representan a dichos
operadores.

Podemos ampliar nuestro esquema de matrices para que abarque tam-
bién a los representantes de los vectores bra y ket. Todas las matrices que
representan operadores lineales son matrices cuadradas, con el mismo nd-
mero de filas que de columnas, o mejor dicho, existe-una correspondencia
biyectiva entre sus filas y sus columnas. Podemos considerar el representante
de un ket |P> como una matriz de una sola columna, obtenida colocando
uno debajo de otro todos los nimeros <§'...5|P> que forman dicho repre-
sentante. El nimero de filas de esta matriz serh igual al nimero de filas o
de columnas de las matrices cuadradas que representan operadores lineales.
Tal matriz de una columna puede multiplicarse a su izquierda por la matriz
cuadrada <F.' &’ |alE” E”) que representa un operador lineal, mediante
una regla anéloga alade multiplicacién de matrices cuadradas. El pro-
ducto es una matriz también de una sola columria cuyos elementos vienen
dados por

>; [ o [ <& )alEr &L aBT,,..dBY <E..ETP>.
L

Segin (35) esto es precisamente igual a <§/...§|alP>, o sea al represen-
tante de a|P)>. Andlogamente podemos considerar el representante de un



18. AMPLITUDES DE PROBABILIDAD 83

bra <Q| como una matriz de una sola fila, obtenida colocando uno al lado
de otro todos los nimeros <Q[§’...8’>. Tal matriz de una fila puede multi-
plicarse a la derecha por una matriz cuadrada <g’...§![s|§7...87>, y e
producto seré otra matriz de una sola fila que es precisamente igual al repre-
sentante de <Q|a. La matriz de una sola fila que representa a <Q| puede
multiplicarse a la derecha por la matriz de una sola columna que representa
a |P>, y el producto serd una matriz de un solo elemento que vale <Q|P>.
Finalmente, la matriz de una sola fila que representa a <Q| puede multi-
plicarse a la izquierda por la matriz de una sola columna que representa
a |P>, y el producto serd una matriz cuadrada que es precisamente i

al representante de |[P><Q|. De este modo todos nuestros simbolos abstrac-
tos — operadores lineales, vectores bra y vectores ket — pueden represen-
tarse por matrices que estin sujetas a las mismas operaciones algebraicas
que los correspondientes simbolos abstractos.

18. Amplitudes de probabilidad

Las representaciones son muy importantes en la intexgretacmn fisica de
la mecénica cuéntica, ya que nos proporcionan un método préctico de ab-
tener las probabilidades de que los observables tengan valores dados.
En § 12 obtuvimos la probabilidad de que un observable tenga un valor
determinado cualquiera para un estado dado, y en § 13, generalizando
este resultado, obtuvimos la probabilidad de que un conjunto de obser-
vables que conmutan tengan simult4neamente unos valores determinados
para un estado dado. Apliquemos ahora este resultado a un conjunto
completo de observables que conmutan, es decir, al conjunto de los § que
venimos estudiando. Segin la férmula (51) de § 13, la probabilidad de
que para el estado correspondiente al ket normalizado |x> cada uno de los
§, tenga el valor &/ es

Py, oy = By d e By eyl (50)

Si todos los & tienen autovalores discretos, podemos emplear (35) con v =u
'y sin integrales, con lo que resulta

P,,h‘,‘ = 3 <xla‘1‘i 8‘2,&... 8‘“‘,“ IE’I’...E":}(E’I’...EZI::)

€.
— ” 4 ” 17|
_"z" Wlygsy Bygegerr Buge [E7 BB B D
1...%9

= <x|E/...E[><E|..5 >
= | <§}..E 1> |2 (51)
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Asi obtenemos el resultado sencillo que podemos enunciar del siguiente
modo: la probabilidad de que para un cierto estado los & tengan valo-
res E’ es igual al cuadrado del mddulo de la coordenada correspondiente
del ket normalizado relativo al estado en cuestion.

Si no todos los & tienen autovalores discretos, y por ejemplo &, ... &,
tienen autovalores discretos y .1, ..., &4 los tienen continuos, entonces para
que el resultado tenga sentido fisico, hemos de calcular la probabilidad
de que cada & (r=1, ..., v) tenga un valor determinado &’ y cada &,
(s=v+1, ..., u) tenga valores comprendidos en un pequefio intervalo
determmado (E’ &, + d&’). Para ello hemos de reemplazar cada factor 3; ,,
que figura en (50) por un factor s> que es la funcién del observable §, que-
vale uno cuando &, toma valores Smprendidos en el intervalo (&, &+ d&)),
y cero para cualquier otro caso. Operando como antes a parhr de (35)
obtendremos para dicha probabilidad el valor

P, . dE .dE =|<E..Ex>dE, .dE. (52)

Asf{ pues, en todos los casos la distribucién de probabilidad de los valores
de los § para un cierto estado viene dada por el cuadrado del médulo del
representante del ket normalizado correspondiente a dicho estado.

Con ello queda justificado que a los niimeros que constituyen el repre-
sentante de un ket (0 bra) normalizado se les denomine amplitudes de
probabilidad. E] cuadrado del médulo de una amplitud de probabilidad
es una probabilidad ordinaria, o una probabilidad por unidad de intervalo
para aquellas variables que toman valores en intervalos continuos.

Puede ocurrir que nos interese un estado cuyo ket correspondiente [x>
no pueda normalizarse. Por ejemplo, cuando el estado es un autoestado
de un observable que pertenece a un autovalor comprendido en un inter-
valo continuo de autovalores. Las férmulas (51) y (52) siguen siendo validas
en este caso, y daran la probabilidad relativa de que los § tengan valores
determinados o tengan valores comprendidos en pequefios intervalos pre-
fijados, es decir, nos dardn correctamente la relacién entre las probabilida-
des para los distintos &’. Los ndmeros <L=,’1 F.:‘ |x> se denominan en este
caso amplitudes de probabilidad relativa.

La representacién en la que son validos los resultados anteriores se
caracteriza por tener unos vectores bésicos que son autovalores comunes
a todos los §. Puede caracterizarse también por la existencia de que cada
uno de los £ esté representado por una matriz diagonal, ya que puede verse
ficilmente que esta condicién equivale a la anterior. Este segundo modo
de caracterizarla es de ordinario el més préchco y lo formularemos breve-
mente diciendo que cada uno de los & ‘es diagonal en la representacién’.

Si los & forman un conjunto completo de observables que conmutan, la
representacién queda completamente determinada por esta caracterizacién,
a menos de un factor de fase arbitrario en los vectores bésicos. Cada bra
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bésico <&’ ...§’ | puede multiplicarse por ¢ — siendo Y’ cualquier funcién
real de las variables &, ..., & —sin que cambie por ello ninguna de las
condiciones que ha de sausfacer la representacién, es decir, la condicién
de que los & sean diagonales o la de que los vectores basicos sean autovec-
tores comunes a los § y las propiedades fundamentales de los vectores bési-
cos (34) y (35). Cuando cambiamos los vectores bésicos de este modo, el
representante <§’...§’ |P> de un ket |P> queda multiplicado por e*, el re-
presentante <QIE’ &’l de un bra <Q| queda multiplicado por e* y
el representante <E,’ &’ Ial&" &"> de un operador lineal & queda multi-

plicado por e~ < Ewdentemente, las probabilidades o probabilidades
relativas (51) y (52) quedan inalteradas.

Las probabilidades que se calculan en los problemas précticos de mecé-
nica cuintica se obtienen casi siempre a partir de los cuadrados de los
médulos de amplitudes de probabilidad o amplitudes de probabilidad
relativa. Incluso en el caso de que sélo interese la probabilidad de que un
conjunto incompleto de observables que conmutan tengan valores deter-
minados, de ordinario es necesario construir primero un conjunto completo
introduciendo para ello nuevos observables que conmutan. A continuacién
obtener la probabilidad de que el conjunto completo tenga determinados
valores (elevando al cuadrado el médulo de la amplitud de probabilidad),
y después sumar o integrar estas probabilidades para todos los valores
posibles de los observables suplementarios. De ordinario no es viable una
aplicacién més directa de la férmula (51) de § 13.

En la prictica, para introducir una representacién

(i) buscamos observables que convendria que fueran diagonales, bien
porque nos interesa conocer sus probabilidades o bien por razones
de simplificacién matemética;

(ii) hemos de comprobar si todos ellos conmutan (condicién necesaria,
ya que las matrices diagonales siempre cenmutan);

(iii) comprobamos si forman un conjunto completo, y si no es asi, afia-
dimos més observables que conmutan hasta formar un conjunto
completo de observables que conmutan;

(iv) establecemos una representacién ortogonal en la que este conjunto
completo de observables sea diagonal.

La representacién estard entonces completamente determinada a menos
de los factores de fase arbitrarios. En la mayor parte de los casos estos
factores de fase arbitrarios carecen de importancia y son triviales, de forma
que podemos considerar la representacién como completamente determi-
nada por los observables que son diagonales en ella. Este hecho lo hemos
supuesto ya en nuestra notacién al escribir en los representantes unas letras
que indican qué observables son diagonales en ella, como tnica indicacién
de la representacién a la que pertenecen.
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Puede ocurrir que nos interese utilizar dos representaciones para un
mismo sistema dindmico. Supongamos que el conjunto completo de obser-
vables que conmutan y que son diagonales sea en una de ellas §&,, ..., &,,
y en la otra my, ..., n.. Los bras bésicos de la primera representacién serén
<E'1 E’“ |, y los de la segunda <-q’1 'q; |. Un ket |P> tendrd ahora dos
representantes: <§’...§|P)> y <""1""”w [P)>. Si &, ..., §, tiecnen autovalores
discretos y &ou1, ..., u los tienen continuos, y si w1, ..., 1. tienen autova-
lores discretos y .1, .., Mo los tienen continuos, de (35) obtenemos

At B> = 3 [ o [ <t BB dE, dE, <B, B, (53)
&..¢;

e intercambiando las § y las ¢

&.EP = 3 J' f B B> df, e, <. 8P (54)

Estas son las ecuaciones de transformacién que nos dan un representante
de |P> en funcién del otro. En ella vemos que cada representante se puede
expresar linealmente en funcién del otro, con los coeficientes

<ol (8] 8D, <B7..5.[v,...x)> (55)

Estas cantidades se denominan funciones de transformacién. Se pueden
escribir ecuaciones anélogas para relacionar los dos representantes de un
vector bra o de un operador lineal. Las funciones de transformacién (55)
son el artificio que permite pasar en todos los casos de una representacién
a otra. Las funciones de transformacién son complejas conjugadas unas de
otras, y satisfacen las condiciones

o |8 ’ ’ 4 TN
oz [ [ttt 8, > B, 8, B>
1..%

= Bninil. Snand (st — Mzy1)-B(nlo — Mo (56)

y las condiciones correspondientes obtenidas por intercambio de las § con
los m, como puede comprobarse ficilmente a partir de (35) y (34) y las
correspondientes ecuaciones para los =.

Las funciones de transformacién son ejemplos de amplitudes de pro-
babilidad o amplitudes de probabilidad relativa. Consideremos el caso en
que tanto los § como los y tienen Unicamente autovalores discretos. En este
caso, el ket bésico ['q’l n; > estd normalizado, y su representante en la
representacién §, <§’...§/ |v...n’ >, es una amplitud de probabilidad para
cada conjunto de valores de las E’. El estado al que se refieren dichas am-
plitudes de probabilidad, o sea el estado correspondiente a _|n’ ...'q’m>, esta
caracterizado por la condicién de que una medida simultdnea "de los
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observables n,, ..., %, dé con seguridad los resultados '“'1 , «.»» ¥ . En conse-
cuencia, [<&,...E.[n/...>|? es la probabilidad de que los & tengan los
valores &’1 ) eeny E: para el estado en que los y tienen con seguridad los valo-
res n’x, . n;. Y puesto que

< Bt D [ = [ <ol BB PR

tenemos el siguiente teorema de reciprocidad: la probabilidad de que los §
tengan los valores &’ para un estado en el que los n tienen ciertamente los
valores +/, es igual a la probabilidad de que los n tengan los valores o' para
un estado en el que los & tienen ciertamente los valores §'.

Si todos los  tienen autovalores discretos y algunos & tienen auto-

valores continuos, |<E’1 E:‘ l'q’1 ...q’ > |2 sigue déndonos la distribucién de

probabilidad de los valores de fos E para el estado en el que los
tienen ciertamente los valores x'. Si algunos de los 0 tienen autovalores
continuos, |1/ ...n > no estd normalizado y en este caso | <&’1...&; LA 2
tinicamente nos da la distribucién de probabilidad relativa de los valores
de los & para el estado en el que los 7 tienen ciertamente los valores /.

19. Teoremas sobre funciones de observables

Vamos a poner de manifiesto el valor matemético de las representaciones,
utilizAndolas para demostrar algunos teoremas.

Teorema 1. Todo operador lineal que conmuta con un observable §
conmuta también con cualquier funcién de &.

El teorema es evidente si la funcién puede expresarse en serie de poten-
cias. Para demostrarlo en el caso general, sea & el operador lineal en cues-
tién, que verificar4 la ecuacién

Eo—wE =0. &7

Introduzcamos una representacién en la que § sea diagonal. Si & por si solo
no constituye un conjunto completo de observables, tendremos que afiadir
nuevos observables 8 a fin de tener un conjunto completo, y elegir entonces
una representacién en la que § y los 8 sean diagonales. (El caso en que §
constituye por sf solo un conjunto completo de observables podemos consi-
derarlo como un caso particular del anterior, donde el nimero de varia-
bles B es cero.) En esta representacién, la ecuacién (57) se convierte en

<&'Bl50 — wE|E"B"> =0,
E7CE R |0|ER"> — <E'B|w|E”R”>E” =0,

Si los autovalores de & son discretos, esta ecuacién muestra que todos los
‘elementos <5'8’|o|§”8”> de la matriz de ® son nulos excepto aquellos para

que se reduce a
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los que &’ = &”. Si los autovalores de & son continuos, la ecuacién muestra
— igual que (48) — que <§'8’|w|§"”8"> es de la forma

<§'B'lw|E"B"> =c8(E& —&),
siendo ¢ una cierta funcién de &’, de las g’ y de las 8”. En ambos casos
podemos decir que la matriz que representa o ‘es diagonal respecto a &
Si llamamos f(§) a una funcién cualquiera de &, de acuerdo con la teorfa -
general de § 11, f(¢”) ha de estar definida para todo autovalor &” de E,
y tanto en uno como en otro caso podemos deducir

fE)KE'B|E"B”> — <§'B'lwlE”B">f(§”) =0.
De donde resulta

<E'B'lf(E)o — f(B)IE"A"> =0,
f(&)o —wf(8) =0

quedando asi demostrado el teorema.

Como caso particular del teorema, llegamos a la conclusién de que todo
observable que conmuta con un observable & conmuta también con cual-
quier funcién de E. Esta conclusién aparece como una necesidad fisica,
si identificamos — como lo hicimos en § 13 —1la condicién de conmutabi-
lidad de dos observables con la condicién de compatibilidad de las obser-
vaciones correspondientes. Cualquier observacién compatible con la medida
de un observable & ha de ser también compatible con la medida de f(§),
ya que toda medida de & incluye en si misma la medida de f(§).

Teorema 2. Todo operador lineal que conmuta con cada uno de los
observables de un conjunto completo es funcién de dichos observables.

Sea o el operador lineal en cuestién, y &, &, ..., &, el conjunto completo
de observables que conmutan. Introduzcamos una representacién en la que
estos observables sean diagonales. Puesto que  conmuta con cada uno
de los &, su matriz representante es diagonal con respecto a cada uno de
los £ segiin el razonamiento anterior. Por tanto, dicha matriz es diagonal,
y es de la forma (49) con un niimero ¢’ funcién de las &’. Esta matriz es el
representante de la funcién de los & que tenga la misma forma que la fun-
cién ¢’ de las &’, de donde o es igual a dicha funcién de los §.

TeoREMA 3. Si un observable & y un operador lineal g son tales que
todo operador lineal que conmuta con E conmuta también con g, entonces g
es funcién de E.

Este es el reciproco del teorema 1. Para demostrarlo emplearemos la
misma representacién del teorema 1, en la que E es diagonal. Observemos
previamente que g conmuta con § y, por tanto, el representante de © ha de
ser diagonal respecto a &, es decir, ha de ser de la forma

<ERIgE"E"> =aEBBW,,.  ©bien  al§BBNE ~E),

seglin tenga & autovalores discretos o continuos. Sea & un operador lineal

0 sea
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cualquiera que conmuta con § cuyo representante serd, en consecuencia,
de la forma

<B'P|ol8"8"> =b(E'FE)S,.,»  obien  bEFL)E—E)
Por hipétesis » conmuta también con g, luego
<&’8'lgw — wg|8"g"> =0. (38)

Pongamos por caso que las 8 tengan autovalores discretos. A partir de (58),
aplicando la ley de multiplicacién de matrices, se llega a

> {a(&’F'B")b(E'B”B")— b(E'FB")a(8'8"E")} =0, (59)
pl»

ya que el primer miembro de (58) es igual al primer miembro de (58) mul-
tiplicado por §,,,. 0 §(&’— E”). La ecuacién (59) ha de ser valida para toda
funcién b(&’8’8”). De ello deducimos que

a(§’B'/B") =0 para B'#§8’,

aE) =GR )
El primero de estos resultados expresa que la matriz representante de g es
diagonal y el segundo que a(£’8’8") tinicamente es funcién de &’. De aqui
podemos deducir que g es la misma funcién de & que a(§’3'8") es de &,
quedando as{ demostrado el teorema. La demostracién es andloga si algunos
de los 8 tienen autovalores continuos.

Los teoremas 1 y 3 siguen siendo validos si reemplazamos el observa-

ble & por un conjunto cualquiera de observables que conmutan §,, &, ... §,,
pues para la demostracién basta introducir algunos cambios formales.

20. Nuevas formas de notacién

La teorfa de representaciones que hemos desarrollado nos proporciona
un procedimiento general para designar a los kets y a los bras. En una
representacién en que el conjunto completo de observables &, ..., &, sean
diagonales, un ket |P> cualquiera tendré por representante <E'1 E: P>,
que para abreviar escribiremos <&'|P>. Este representante es una funcién
definida de las variables &’, que llamaremos (&’). Asf pues, la funcién ¥
determina completamente el ket |P>, y puede ser utilizada para designar
a dicho ket en lugar de emplear el indice contrario P. Simbélicamente, si

<B'NP> =(&)

escribiremos (60)

P> =1p(8 )>
Hemos de escribir |P)> igual a [i#(E)> y no a |(§")>, ya que no depende de
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un conjunto particular de autovalores de los § sino s6lo de la forma de la
funcién . ,

Si f(§) es una funcién cualquiera de los observables §;, ..., &, el ket
f(§)IP> tendrd como representante

<EIf(B)IP> = f(EW(E).
Y, por tanto, segin (60), escribiremos

AE)IP> = If(B)p(8)>.

Utilizando la segunda de las ecuaciones (60), esto equivale a

fENS(E)> = If(E)(E)>. (61)

Este resultado es general, y es vilido para cualesquiera f y ¢ funciones
de &. De ahi que en la nueva notacién, la linea vertical | no sea ya necesaria,
y ambos miembros de (61) los podemos escribir simplemente f(ERs(§)>-
Asi la regla de la nueva notacién- ser4 la siguiente:

si
<E|P> =y(&) 2
escribiremos (62)

P> = y(&)>

Incluso podremos abreviar i(§) por ¢ y sobreentender las variables & siem-
pre que ello no dé lugar a confusién.

El ket #(E)> puede ser considerado como el resultado de aplicar el
operador #(E) a un ket que se escribe simplemente », sin {ndice ninguno.
Al ket > le llamaremos ket standard. Todo ket puede expresarse como el
producto de una funci6n de las & por el ket standard. Por ejemplo, si en (62)
tomamos como |P)> el ket basico |&”>, obtendremos

15”> = 8“‘;" .8"/‘;8(5”*1 - E:u)' : .S(E“— &Z» (63)

donde suponemos que los &, ..., &, tienen autovalores discretos y los
Ew1, ..., &y los tienen continuos. El ket standard se caracteriza por la condi-
cién de que su representante <&’|> es igual a uno para todo el dominio de
las variables &’, segin puede verse haciendo ¥ =1 en (62).

Atn podemos abreviar mis nuestra notacién suprimiendo el simbolo >
y sobreentendiendo el ket standard. En este caso, el ket se designa simple-
mente (&), como una funcién de los observables &. Una funcién de las &
usada de este modo para caracterizar un ket se denomina funcién de onda. °
El sistema de notacién que emplea funciones de onda es el que acostumbran

® Este nombre se debe a que en los primeros tiempos de la mecénica cuéntica
todos los ejemplos que aparecfan de esas funciones eran de forma ondulatoria. Pero
gesg: teil punto de vista de la moderna teoria general, dicho nombre no resulta ya
escriptivo,
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a utilizar la mayorfa de los autores en los clculos de mecénica cudntica.
Cuando lo usemos habremos de recordar que junto a cada funcién de
onda se sobreentiende siempre un ket standard que la multiplica a su dere-
cha, que nos prohfbe multiplicarla por un operador a su derecha. Las fun-
ciones de onda sélo se pueden multiplicar por operadores a la izquierda.
Esto las distingue de las funciones ordinarias, que son operadores y pueden
multiplicarse por otros operadores tanto a la izquierda como a la derecha.
Una funcifn de onda es precisamente el representante de un ket expresado
como funcién de los observables & en vez de los autovalores §’ de dichos
abservables. El cuadrado de su médulo da la probabilidad (o la probabi-
lidad relativa si no est4 normalizado) de que, para el estado correspon-
diente, los & tengan valores dados o estén comprendidos en pequefios
intervalos dados.

Para los bras se puede desarrollar la nueva notacién del mismo modo
que para los kets. Un bra <Q| cuyo representante <Q|&’> sea $(&’), lo es-
cribiremos <$(&)|. Con esta notacién, el imaginario conjugado de [#(§)>
es <F(E)|. Por tanto, la regla que hemos empleado hasta ahora segtn la cual
designidbamos un ket y su bra imaginario conjugado los dos con el mismo
fndice, habremos de generalizarla de este modo: si para designar un ket
se emplean nimeros o funciones complejas, para designar su bra imaginario
confugado se habrén de emplear los nimeros o funciones complejos confu-
gados. Como en el caso de los kets, podemos comprobar que <#(§)If(§) y
<$(E)f(E) representan el mismo bra y que, en consecuencia, la linea vertical
puede omitirse. Podemos considerar <¢(&) como el producto del operador
lineal ¢(&) por el bra standard <, que es el imaginario conjugado del ket
standard > Podremos dejar sobreentendido el bra standard, y asf un bra
general se escribird ¢(E), que es el complejo conjugado de una funcién de
onda. El complejo conjugado de una funcién de onda puede ser multi-
plicado por un operador lineal a la derecha, pero nunca por la izquierda.
podemos construir productos triples de la forma <f(§)>. Un producto
triple de esta forma es un ntmero igual a la suma o la integral de f(§)
para todo el dominio de autovalores de los &, o sea

dep=3 [..[1E) o .8 64)

4.4

para el caso en que los &, ..., §, tengan autovalores discretos, y los &,
..., &« tengan autovalores continuos.

Tanto el ket como el bra standard se definen siempre respecto a una
representacién. Si repitiéramos las consideraciones anteriores con una repre-
sentacién diferente en la que el conjunto completo de observables que es
diagonal fuera v, o si cambiamos simplemente los factores de fase de la
representacién en la que los & son diagonales, obtendriamos un bra y un
ket standard diferentes de los anteriores. Cuando trabajemos a la vez con
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varios kets o bras standards diferentes habrd que distinguirlos mediante
fndices convenientes.

Vamos a discutir ahora un nuevo desarrollo de nuestra notacién de gran
importancia para tratar sistemas dinimicos complicados. Sea un sistema
dindmico que puede describirse en funcién de ciertas variables dindmicas
susceptibles de clasificarse en dos conjuntos — conjunto A y conjunto B —
tales que cualquier elemento de A conmuta con cualquier elemento de B.
Una variable dindmica general ha de expresarse como una funcién que
depende a la vez de las variahles A y de las variables B. Consideremos otro
sistema dindmice cuyas tnicas variables dinidmicas sean las variables A y
llamémosle sistema A. Y anilogamente consideremos un tercer sistema
dinémico, el sistema B, cuyas unicas variables dindmicas sean las varia-
bles B. El sistema original puede considerarse como una combinacién de
los sistemas A y B seglin un esquema matemético que damos a continuacién.

Sea |a> un ket cualquiera del sistema A y |b)> un ket cualquiera del sis-
tema B. Establezcamos un producto | |b> que disfrute de las propiedades
conmutativa y distributiva de la multiplicacién:

la>b> = |b)|a>,
{cilay> +cslax>}|b> = cilas> |b> +-czlaz>|b),
> {c1|b1>+-c2|b2>} = c1lad|bi> +-c2la> |bed,

siendo las ¢ nimeros cualesquiera. Para cada variable A podemos definir
su accién sobre el producto [ad|b> estableciendo que actia sélo sobre el
factor |a> y conmuta con el factor |b>. Anilogamente podemos definir la
accién de cada variable B sobre el producto estableciendo que opera sélo
sobre el factor [b> y conmuta con el |a>. (Lo que hace que toda variable A
‘conmute con toda variable B.) De este modo cada variable del sistema origi-
nal puede operar sobre el producto |a>|b>, de forma que este producto
puede escribirse |ab)>, pues los dos indices @ y b son suficientes para espe-
cificarlo. De este modo obtenemos las ecuaciones fundamentales

la>|b> = [b>la> = |ab>. (65)

Esta multiplicacién es de un tipo diferente a todas las que hemos uti-
lizado hasta aqui en la teorfa. Los vectores ket |a> y |b> estin en dos espa-
cios vectoriales diferentes, y su producto est4 en un tercer espacio vectorial,
que podemos llamar producto de los espacios vectoriales. El nimero de
dimensiones del espacio producto es igual al producto de los mimeros
de dimensiones de los espacios factores. Un vector ket del espacio producto
no es en general de la forma (65), sino una suma o integral de kets de esta
forma.

Consideremos una representacién del sistema A en la que sean diago-
nales un conjunto completo de observables que conmutan &,. Tendremos
asi para el sistema A los bras basicos <&’ |. Anélogamente, en una represen-
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tacién del sistema B en la que los observables Ep son diagonales, tendre-
mos para el sistema B los bras bésicos <&’ |. Los productos

<& KB = <& B (68)

nos proporcionardn los bras bdsicos de una representacién del sistema
original en la que todos los §, y &z serin diagonales. Los §4 y &E» juntos
formarén un conjunto completo de observables que conmutan para el
sistema original. A partir de (65) y (66) resulta

<&’ la><&, Ib> = <& & lab, (67)

lo que nos muestra que el representante de |ab) es igual al producto de
los representantes de [a> y |[b> en sus respectivas representaciones.

Podemos introducir el ket standard >4 correspondiente al sistema Ay a
la representacién en que los &, son diagonales, y asimismo el ket stan-
dard >p correspondiente al sistema B y a la representacién en que los &z
son diagonales. Su producto >,> 5 es entonces el ket standard correspon-
diente al sistema original y a la representacién en que los &4 y los §3 son
diagonales. Un ket cualquiera del sistema original se puede expresar
en la forma

Y(8aEs) 05 (68)

Pudiera ocurrir que en ciertos célculos nos interese emplear una repre-
sentacién particular del sistema B — por ejemplo la representacién anterior-
en la que los &5 son diagonales—pero que en cambio no nos interesa
introducir ninguna representacién particular del sistema A. Nos convendrd
entonces usar el ket standard >p del sistema B y no introducir ningtn ket
standard del sistema A. En este caso todo ket del sistema original podremos
escribirlo en la forma

I&B))B) (69)

donde [§p> es un ket del sistema A y es ademas funcién de los Ep; es decir,
es un ket del sistema A para cada conjunto de valores de los &5. De hecho
(69) es igual a (68) si hacemos

1Es> =¥ (EalB)Da-

En (69) podemos dejar sobreentendido el ket standard >, y entonces el ket
general del sistema original nos aparece en la forma |Es>, que es un ket
del sistema A y una funcién de onda de las variables &5 del sistema B.
En §§ 66 y 79 hay ejemplos de esta notacién.

Las consideraciones anteriores las podemos generalizar inmediatamente
a un sistema dindmico que pueda describirse en funcién de variables din4-
mica susceptibles de clasificarse en tres o més conjuntos 4, B, C, ... tales
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que cualquier elemento de un conjunto conmuta con cualquier elemento
de otro. La generalizacién de la ecuacién (85) serd

[@>|b>|c)... =abe...),

donde los factores del primer miembro son kets de los sistemas compo-
nentes, y el ket del segundo miembro es un ket del sistema original. De un
modo semejante se pueden generalizar para este caso de varios factores las
ecuaciones (66), (67) y (68).
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CONDICIONES CUANTICAS

21. Corchetes de Poisson

Hasta aqui nuestra labor ha consistido en construir un esquema mate-
mético general que relaciona los estados y los observables en mecanica
cuéntica. Uno de los rasgos més caracteristicos de este esquema es que en
él los observables y las variables dindmicas en general son cantidades que
no disfrutan de la propiedad conmutativa de la multiplicacién. Ahora serd
necesario establecer ecuaciones que nos den el valor de £n—n& para obser-
vables o variables dindmicas & y n cualesquiera, que sustituyan a la propie-
dad conmutativa de la multiplicacién. Hasta que no conozcamos dichas
ecuaciones no tendremos un esquema mecénico completo que pueda susti-
tuir a la mecénica cldsica. Estas nuevas ecuaciones reciben el nombre de
condiciones cudnticas o relaciones de conmutacion.

El problema de hallar condiciones cuénticas no tiene un caricter tan
general como los que hemos considerado hasta ahora. Se trata de un pro-
blema que se nos presenta en particular cada vez que estudiamos un sistema
dindmico concreto. Sin embargo, existe un método muy general para obte-
ner condiciones cuinticas que se puede aplicar a una gran cantidad de
sistemas dindmicos. Es el método de analogia cldsica, que constituye el
objeto de este capitulo. Los sistemas dindmicos a los que no se pueda
aplicar dicho método deberemos estudiarlos individualmente y en cada caso
tendremos que hacer consideraciones especiales.

La validez de la analogia clasica en el desarrollo de la mecdnica cudn-
tica proviene del hecho de que la mecénica cldsica da una descripcién
correcta de los sistemas dindmicos en ciertas condiciones, a saber, cuando
las particulas y los cuerpos que constituyen el sistema son suficientemente
grandes para que la alteracién que acompafia a la observacién sea despre-
ciable. Por tanto, la mecénica clésica tiene que ser un caso limite de la
cuintica y, en consecuencia, debemos esperar que a conceptos importantes
en mecénica clasica correspondan conceptos importantes en mecénica cuén-
tica, y que tras un anélisis de la naturaleza general de la analogia entre la
mecénica clésica y la cuintica ha de ser posible deducir leyes y teoremas
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de esta tltima que sean simples generalizaciones de resultados bien cono-
cidos en la teoria cldsica. En particular, podremos obtener las cendiciones
cuénticas como simples generalizaciones de la ley clasica segin la cual
todas las variables dindmicas conmutan.

Sea un sistema dindmico constituido por un conjunto de particulas en
interaccién. Para estudiar dicho sistema, podriamos tomar como variables
dindmicas independientes las coordenadas cartesianas de cada particula y
las correspondientes componentes cartesianas de las velocidades. Pero es
preferible utilizar las componentes del momento en lugar de las de la
velocidad. Llamemos g, a las coordenadas (r toma todos los valores desde 1
hasta tres veces el nimero total de particulas) y p, a las correspondientes
componentes del momento. Se dice que las g, y las p, son coordenadas ca-
ndnicas conjugadas.

El método de las ecuaciones del movimiento de Lagrange permite in-
troducir coordenadas g, y momentos p, de un modo mas general, que tam-
bién se puede aplicar a sistemas que no estén compuestos por particulas
(por ejemplo, un sistema que contenga cuerpos rigidos). A dichas g, y p,
més generales también se les llama coordenadas canénicas conjugadas.
Toda variable dindmica se puede expresar como funcién de un conjunto de
coordenadas canédnicas cualesquiera.

En la teoria dindmica general es importante el concepto de corchete de
Poisson. Todo par de variables dinamicas 4 y v tienen un P.B. (Poisson
Bracket, o en castellano corchete de Poisson), que designaremos [u, v],

definido por
[u, U]:Zi ou 9ov ou ov % L

'8, pr opr oG,

En la férmula, a efectos de derivacién, se consideran u y v expresadas en
funcién de un conjunto de coordenadas canénicas g, y p,. El segundo miem-
bro de (1) es independiente del conjunto de coordenadas canénicas que
sirve de referencia, como se desprende de la definicién general de coorde-
nadas canénicas; luego el P.B. [u, v] est4 bien definido.

Las principales propiedades de los corchetes de Poisson, que se dedu-
cen inmediatamente a partir de la definicién (1) son

[u, o] = —[v, u], 2
[u, c] =0, @)

en donde ¢ es un nimero (que se puede considerar como un caso particu-
lar de variable dindmica).
[u1tuz, 0] = [u1, v]+[us 0], @
[4, vi402] = [u, v1]4-[y, vs],
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oty oUs \ ov _ ouy oug \30 \(
[thug,v] = Z (3Qr urttn aq, }3}).- (3Pr tat opr }aqf !

= [uy, v]uztu1[u,, 0], (
[4, v102] = [4, v1]va401[u, va]. {

Asimismo se puede comprobar ficilmente la identidad

[4, [0, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,0]] = O (6)
Las ecuaciones (4) indican que el P.B. [y, v] contiene a u y v linealmente,
mientras que la (5) corresponde a las leyes ordinarias de derivacién de un
producto.

Intentemos introducir un P.B. en mecénica cudntica que tenga propie-
dades anélogas al de la teoria cldsica. Suponidremos que el P.B. cuéntico
satisface todas las condiciones (1) a (6), pero teniendo en cuenta que ahora
es necesario conservar el orden de los factores u; y u, en la primera de las
ecuaciones (5) tal como lo hemos escrito aqui, y lo mismo con las v, y v,
de la segunda ecuacién (5). Estas condiciones son suficientes para determinar
univocamente la forma del P.B. en mecinica cuintica, como resulta del
siguiente argumento Podemos calcular el P.B. [u; 4, v; v2] mediante dos
procedimientos, segin cual de las dos férmulas (5) empleemos primero.
Luego,

[t 43, 01 02] = [, 1 V2]Ua+141 [, 01 V2]
= {[uy, v1]ve4-0v1[181, v2]}us-11{[ 1z, 01]0201[1ss, v2]}
= [u1, 01]0; ta4-0: [, V2]ugtus [z, 0110240y 01[us, v2]

)

y

[t Uz, V1 V2] = [Uy U2, V;]U2401[ 1 Uy, V4]
= [t1, 01]uz Va1 [ths, ©1]024-01 1y, 2]Us+0; s[4, 02].

Igualando ambos resultados obtenemos
[th1, 01](82 L2a—02 12) = (th V1—01 th)[tsz, V).

Como estos resultados tienen que verificarse para variables 4; y v, com-
pletamente independientes de las u; y v,, debe verificarse

U, 0; — 0, 4y = ih[uy, vy],
Uy Vg — U Uy = th[uy, 92],,

en donde # no puede depender ni de u; y v, ni de u; y v,, y tiene que
conmutar con (u; 9; — vy 4;). Luego # tiene que ser un numero. Si quere-
mos que, como ocurre en la teoria clésica, el P.B. de dos variables dinimi-
cas reales sea real, segiin el final de la pig. 40, es necesario que # intro-
ducido asf, con el coeficiente i, sea real. Llegamos asi a la siguiente
definicién cudntica del P.B. [u, v] de dos variables u y v cualesquiera:

uv — vu = ih[uy, v], M
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en la que % es una nueva constante universal que tiene las dimensiones de
accién. Para que la teoria esté de acuerdo con la realidad experimental
tenemos que elegir # igual a'h/2x, siendo h la constante universal introdu-
cida por Planck, conocida con el nombre de constante de Planck. Puede
comprobarse ficilmente que el P.B. de la mecénica cuéntica verifica todas
las condiciones (2), (3), (4), (5) y (6).

Con esto, el problema de hallar condiciones cuanticas se reduce a deter-
minar los valores de los P.B. de la mecénica cuintica. La gran analogia
que hay entre el P.B. de la mecénica cuéntica definido por (7) y el P.B.
de la mecénica clasica definido por (1) nos lleva a formular la hipétesis
de que los P.B. de la primera, o por lo menos los més sencillos, tienen el
mismo valor que los P.B. correspondientes de la mecénica clésica. Los P.B.
més sencillos son los relativos a las propias variables canénicas, que en la
teoria clésica tienen los siguientes valores:

[9r.9] =0, [p,p] =0,
[qr, Pl = . } ®)

As{ supondremas que los P.B. correspondientes de la mecénica cuéntica
tienen también los valores dados por (8). Eliminando dichos P.B. con ayuda
de (7), obtendremos las ecuaciones. ’

Grqs—q:qr = 0, PrPe—pPsPr = 0, } (9)
GrPs—Ps 4r = hd,,, )

que son las condiciones cudnticas fundamentales, que como vemos nos dan
las relaciones de conmutacién entre coordenadas canénicas conjugadas.
A su vez, estas ecuaciones constituyen la base para calcular relaciones de
conmutacién entre otras variables dindmicas. Por ejemplo, si & y % son dos
funciones de las g, y de las p, que se pueden desarrollar en serie de poten-
cias, podemos expresar £4— & o [&, 1] en funcién de los P.B. fundamen-
tales (8), aplicando reiteradamente las leyes (2), (3), (4) y (5), y calcular
asf dichas expresiones. En los casos sencillos el resultado es con frecuencia
el mismo que el que se obtiene en la teoria clasica o bien difiere de él en
que exige que los diversos factores de un producto estén en un orden dado,
cosa que evidentemente desde el punto de vista clsico no tiene importan-
cia. Incluso cuando & y 7 sean funciones mas generales de g, y de p,
no desarrollables en serie de potencias, las ecuaciones (9) siguen siendo
suficientes para determinar el valor de &4 —n§ como veremos mds ade-
lante. Por tanto, las ecuaciones (9) son la solucién al problema de hallar
las condiciones cuénticas para todos los sistemas que tengan una imagen
clasica y que se puedan describir mediante variables canénicas. Sin em-
bargo, esto no abarca todos los sistemas, de la mecénica cuéntica. Las
ecuaciones (7) y (9) constituyen la base de la analogia entre la mecénica
cuéntica y la mecénica clasica. En ellas vemos que la mecdnica cldsica
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puede ser considerada como un caso limite de la cudntica cuando # tiende
a cero. Un P.B. en mecénica cuéntica es una nocién puramente algebraica
Y, en consecuencia, es un concepto més importante que en la teoria clésica,
donde sélo se puede definir en relacién a un conjunto de coordenadas
canénicas. Por este motivo las coordenadas canénicas son menos impor-
tantes en mecénica cuéntica que en la clésica; de hecho podemos tener
un sistema cudntico para el que no existan coordenadas canénicas y en el
que, sin o, sigan teniendo sentido los P.B. Tal sistema no tendria
imagen clésica, y por lo tanto no podriamos obtener sus condiciones cuén-
ticas por el método que hemos indicado.

Segtin las ecuaciones (9) vemos que todo par de variables con distintos
subindices r y s conmutan siempre. De aquf se sigue que cualquier funcién
de g, y p. conmuta con toda funcién de g, y p. siempre que s sea distinto
de r. Distintos valores de r corresponden a distintos grados de libertad del
sistema, luego las variables dindmicas que hacen referencia a grados de
libertad distintos conmutan. Esta ley la hemos deducido de (9), y por tanto
s6lo la hemos demostrado para aquellos sistemas que tengan imagen clésica,
pero supondremos que es valida en general. Asi ya tenemos un procedi-
miento para hallar las primeras condiciones cuénticas de sistemas para los
que, aunque no existan coordenadas canénicas, tenga sentido hablar de
distintos grados de libertad, cosa que podremos hacer con la interpretacién
fisica del problema.

Ahora podemos ver cuil es el significado fisico de la divisién de las
variables dindmicas estudiada en la seccién anterior, en conjuntos tales que
cualquier elemento de un conjunto conmuta con cualquier elemento de los
otros conjuntos. A la luz de lo dicho, cada conjunto corresponde a un cierto
niimero de grados de libertad, o quizds a uno sélo. Dicha divisién puede
coincidir con el proceso fisico de separar el sistema dindmico en sus partes
constituyentes, cada una de las cuales puede tener existencia por si sola
como un sistema fisico aislado, y que puestas todas ellas en interaccién
dan lugar al sistema original. Pero puede ser un simple artificio matemético
para separar el sistema dindmico en grados de libertad que fisicamente no
se pueden separar; por ejemplo, un sistema constituido por una particula
con estructura interna se puede separar en los grados de libertad que des-
criben el movimiento del centro de la particula y los que describen la
estructura interna.

22. Representacidn de Schrodinger

Consideremos un sistema dinimico con n grados de libertad que tenga
una imagen clésica, y que por lo tanto se pueda describir mediante varia-
bles canénicas g, pr (r=1, 2, ..., n). Supondremos que las coordenadas
q. son todas observables y que tienen un espectro continuo de autovalores,
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lo que est4 justificado teniendo en cuenta el significado fisico de la g,.
Sea una representacién en la que las g, sean diagonales. El problema con-
siste en saber si las g, constituyen un conjunto cempleto de observables
que conmutan para dicho sistema. Parece bastante natural que asi sea.
Por ahora lo supondremos asi, y lo justificaremos més tarde (véase el fi-
nal de la pag. 102). La representacién en la que las g, constituyen un
conjunto completo de observables que conmutan queda completamente
determinada a excepcién de los factores de fase arbitrarios.

Consideremos en primer lugar el caso n =1 para el que no exista més
que una g y una p. Tendremos

qp —pq = ih. (10)

Todo ket se puede escribir en la representacién del ket standard como
#(q)>. A partir de él podemos construir otro ket dis/dg>, cuyo represen-
tante es igual a la derivada del representante del ket de partida. El ket asf
obtenido es funci6n lineal del ket de partida y por tanto es el resultado
de aplicar un operador lineal a dicho ket. Llamando d/dq a dicho operador,
tenemos
d iy
——> = ——>. an
dq dq
La ecuacién (11), valida para toda funcién i define el operador d/dgq.
Tenemos

%> = 0. (12)

Consideremos el operador lineal d/dq segin la teorfa general de ope-
radores lineales dada en § 7. Segin ella podemos aplicarlo a un bra <¢(q),
y su producto <¢d/dq definido en (3) de § 7 vale

2NN y 4 13
3<¢! \¢>_<¢‘!¢>} (13)
para toda funcién ¥(q). Tomando representantes resulta
#q)
— d 2 ’ 14
J -2 —la> dg’ ¥(q) = | sq) aq I ~a (14)

Podemos transformar el segundo miembro integrando por partes, y asf
obtenemos

f <¢—-—lq'> dq’'¥(q’) = — f —-——— " ¥(q), (15)

si la contribucién en los limites de integracién es nula. Resulta pues
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d d#(q")
p—I¢> = — ——,
dq dg
lo que demuestra que
d d
G2 (16)

dq dq

Luego, d/dq aplicado por la izquierda a la funcién compleja conjugada de
una funcién de onda representa derivar respecto a q y cambiar de signo.

La validez de esta conclusién depende de la posibilidad de que sea
posible pasar de (14) a (15), y, por tanto, debemos limitarnos a considerar
bras y kets que correspondan a funciones de onda que satisfagan unas con-
diciones de contorno adeeuadas. La condicién que se aplica en la practica
es que se anulen en los limites. (En la préxima seccién se dardn unas con-
diciones algo mis generales.) Tales condiciones no sélo no limitan la apli-
cabilidad de la teoria sino que por el contrario son también necesarias
frecuentemente desde el punto de vista fisico. Por ejemplo, si ¢ es una
coordenada cartesiana de una particula, sus autovalores van desde —oo
a o, y si exigimos que la particula tenga probabilidad nula de estar en el
infinito llegamos a la condicién de que la funcién de onda debe anularse
para g = *oo.

Podemos calcular el complejo conjugado del operador lineal d/dq te-
niendo en cuenta que el imaginario conjugado de d/dq-¥> o dy/dg>
es <df¥/dq, o sea —<Fd/dq segin lo visto en (16). Luego, el complejo con-
jugado de d/dq es — d/dq y, por tanto, d/dq es un operador lineal imagi-
nario puro.

Para calcular el representante de d/dq tengamos presente que apli-
cando la férmula (63) de § 20, se tiene

lg”> = &g —q"P>, amn
de modo que
L = g — gD (19
—— 19 = ——dqg—=q),
dq dq
y por tanto,
d
<ql| [qll> — __’8( f___qlf). (19)
dq dg

El representante de d/dq lleva consigo la derivada de la funcién 8.
Vamos a calcular la relacién de conmutacién entre d/dq y q. Tenemos

4y = _ > 20
dqq d_q q———¢ + ¥ (20)

Puesto que esta ecuacién es valida para todo ket ¥, resulta
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d d
—_q—q—— = 1. (@1)
dq 7 7gg
Comparando este resultado con (10) vemos que la relacién de conmutacién
entre —ifhid/dq y q es la misma que entre p y q.
Para generalizar estos resultados al caso de un n cualquiera, designamos
el ket general ¥(q1...qs)> = > e introducimos n operadores lineales 8/2q,
(r = 1, ..., n), que pueden actuar sobre dicho ket segin la regla

2 %4

= 22
2q, ¥ 2q, 2 (22)

que corresponde a (11). La ecuacién anéloga a (12) es
0
oq,

Si nos limitamos a considerar bras y kets que correspondan a funciones de
onda que satisfacen condiciones de contorno adecuadas, estos operadores
lineales pueden actuar también sobre bras segin la regla

>=0 (23)

2 2¢
o = g (24)
que corresponde a (16). Por tanto, 8/2q, se puede aplicar por la izquierda
a la funcién compleja conjugada de una funcién de onda con el significado
de derivacién respecto de g, mas cambio de signo. Igual que antes, resulta
que cada uno de los operadores 8/2q, es un operador lineal imaginario puro.
En correspondencia con (21) resultan las relaciones de conmutacién

2 0
s (., = sn-
2, 9.—q oa, (25)
Tenemos ademaés
F] F] o%p 0 2
= ) = — b 26
aqr 3q. ’ 3qr3q. 3q. aqr 'I! ( )
de donde se deduce
] ¥ 2 o

29 29,  oq. 04, @
Comparando (25) y (27) con (9), vemos que las relaciones de conmutacién
entre los operadores lineales —ih 0/0q, y los q, son las mismas que entre
los p, y los q..
Podriamos tomar
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sin dar lugar a ninguna contradiccién. Tal posibilidad nos muestra que las
g- constituyen un conjunto completo de observables que conmutan, pues
permite expresar toda funcién de las g, y de las p, como funcién de las
g- y de las —ifi &/0q, y dicha funcién no conmutaria con todas las ¢; a .
menos que fuera funcién Gnicamente de las g,.

Las ecuaciones (28) no tienen que ser validas necesariamente. Pero, en
cualquier caso, cada una de las cantidades p, - ik 8/0¢, conmuta con
todas las g, y, por tanto, segin el teorema 2 de § 19, es una funcién de
las g,. Luego,

pr = —ih d/9q, + fAq). (29)

Como p, y —i#i8/2q, son reales, f{q) también ha de serlo. Para toda fun-
cién f de las g tenemos

o 0
> = >+ Zr P,
o sea, ) 5 o
%:'f —f o = o (30)
Con ayuda de (29) podemos deducir la férmula general
pf —fpr = —ihof/2q.. (31)
Esta ecuaci6n se puede escribir en notacién de P.B.
I, pr] = of/2q., (32)

que es la misma ecuacién que se deduce en la teorfa clasica a partir de (1).
Multiplicando (27) por (—i#i)? y sustituyendo —i# 8/8q, y —ih 8/8q, por
sus valores dados por (29), resulta

(Pr—f)Pe—f) = (Po—fo)pr— 17,

que con ayuda de la condicién cuintica p,p, = p,p, se reduce a

Pefs + fipe = =pufr + fip-.

Esta puede a su vez simplificarse mediante la (31)

of./8q. = of./2q., (33)
que nos dice que todas las funciones f, son de la forma
f- = oF/oq, (34)
donde F es independiente de r. Asi la ecuacién (29) queda en la forma
pr = —ih 8/0q, + OF/oq,. (35)

Hasta aquf hemos estado trabajando en una representacién que fijamos
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mediante la condicién de que en ella las g, sean diagonales, pero que
podia contener factores de fase arbitrarios. Si cambiamos los factores de
tase cambiardn también los operadores 8/2q,. Vamos a demostrar ahora que
eligiendo convenientemente los factores de fase puede hacerse nula la fun-
cién F de (35), con lo cual serdn vilidas las ecuaciones (28).

Emplearemos asteriscos para sefialar las cantidades que estin expresa-
das en la nueva representacién con los nuevos factores de fase. Los nuevos
bras bésicos estarén relacionados con los anteriores por

q’,---q.°% = e”<q"...q/| (36)

donde ¥ = ¥(q’) es una funcién real de las ¢’. El representante de un
ket en la nueva representancion seré igual al anterior multiplicado por &%,
y por tanto e”>°® = >, de donde se deduce

>o —_ e—¢y> (37)

que es la relacién entre el ket standard de la nueva representacién y el de
la de partida. El nuevo operador lineal (8/2q,)® verificara la ecuacién anlo-
ga a la (22)

a L J— 8:/:‘ | S —wﬂ_
(3qr ) ¥ ~ oq, "= aq., >

habiendo empleado (37) para la segunda igualdad. De ella, con ayuda
de (22) resulta

F] o _ ¥ ___‘73 s @
(6q,.)¢> et 3q, >=—e¢e aqrez,lr>,

luego,
a [ ]
—_— — eV ¢y
) = o 9)
y mediante (30)
(&) =%+a
3¢Ir - 3(].- 3qr ' (39)
Si elegimos y de modo que
F = #y 4 constante, (40)
la (35) se reduce a
p, = —ih(9/8q,)°. (41)

La ecuacién (40) nos determina ¥ a menos de una constante de fase arbi-
traria, con lo que la representacién queda asi determinada a menos de un
factor de fase constante.

En consecuencia, es posible elegir una representacién donde las g, sean
diagonales y en la que sean vélidas las ecuaciones (28). Esta representacién
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tiene gran utilidad para muchos problemas. La llamaremos representacién
de Schrodinger, pues fue la representacién que empled Schrodinger cuando
en 1926 dio su formulacién original de la mecédnica cuéntica. La represen-
tacion de Schrodinger existe siempre que existan coordenadas canénicas
Gr Y Pr, Y estd perfectamente determinada a menos de un factor de fase
arbitrario constante. Su gran ventaja consiste en que nos permite expresar
inmediatamente toda funcién algebraica de las ¢, y de las p, que sea
desarrollable en serie de potencias respecto a las p, como un operador de
derivacién, es decir, si f(q1, ..., Gn, P1, ..., Pn) €s la funcién en cuestion,
podemos escribir

fGi - s Gus P15 -os Pn) = f(qu, ..., o, —ih 8/0q,, ...,—ih 8/8q,), (42)
conservando el orden de los factores en los productos al sustituir las p, por

—ihd/2q,.
De (23) y (28) resulta

P> = 0. (43)

Luego el ket standard de la representacién dc Schrodinger se caracteriza
por ser un autoket comin a todos los momentos perteneciente a los auto-
valores cero. Podemos considerar otras propiedades de los vectores basicos
de la representacién de Schrodinger. La ecuacion (22) da:

2 o 2

(qlqnl——q—;1/1> = <q1qnl 59, > = o7 =

o
— —8q—"<ql...qnl¢>.

Luego,
o 7
g | — = —<q’...q"|, 44
Gl g = g o9l (44)
y por tanto,
o

q}..q)lp, = —if 29’ q---q.l (45)

Anilogamente, la ecuacién (24) nos lleva a

’ ’ — 4 % ’ ’
plg...q> = z‘h—g]:—lql...q”) (48)
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23. La representacion de momentos

Sea un sistema de un solo grado de libertad, que se pueda describir
mediante una g y una p siendo el espectro de autovalores de la g el con-
junto de todos los nimeros desde —oo hasta +, y consideremos un
autoket [p”> de p. Su representante <q’[p"> en la representacién de Schro-
dinger verificard

d
P<ip> = <q'lplp”> = _iﬁW q'lp>,

como resulta de aplicar (45) para el caso de un solo grado de libertad.
La solucién de esta ecuacién diferencial en <q'|p’> es

G'lp> = e/, 47

siendo-¢’ = ¢(p’) independiente de ¢’, pero pudiendo depender de p’.

El representante <q’|p’> no verifica la condicién de contorno de anularse
para ¢ = =*oo. Esto lleva consigo ciertas dificultades, que se ponen clara-
mente de manifiesto al no cumplirse el teorema de ortogonalidad. Si consi-
deramos otro autoket [p”’> de p de representante

Gy = o eren,

que pertenezca a un autovalor p” distinto, resultara

<prlpn> _f <pr|ql> dq/ <q |p”> — o'c f =i(p'-pm)a’ /R dq (48)

— a0

Esta integral no converge en el sentido de la definicién habitual de conver-
‘gencia. Para que la teoria sea coherente, adoptamos una nueva definicién
de convergencia para las integrales cuyo dominio de integracién se extienda
a infinito, anéloga a la definicién de Cesaro para la suma de series infinitas.
Con la nueva definicién, una integral que en el limite superior se comporte
como cos aq’ o sen aq’, siendo @ un nimero real distinto de cero, se dice
que no contribuye al valor de la integral en dicho limite, es decir, se toma
el valor medio de las oscilaciones. Y andlogamente para el limite inferior
cuando ¢’ tiende a menos infinito. Con esta definicién, el segundo miembro
de (48) se anula para p” 5% p’, y el teorema de ortogonalidad sigue cum-
pliéndose. Asimismo son iguales los segundos miembros de (13) y (14)
cuando <¢ y #> son autovectores de p, con lo cual el operador d/dq se
puede aplicar a los autovectores de p. Luego, las condiciones de contorno
que han de verificar los representantes de los bras y de los kets que tienen
sentido se puede generalizar exigiendo tan sélo que cuando g’ tiende a
més o menos infinito, el representante se comporte como cos aq’ o sen aq’.
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Cuando p” se aproxima a p’, el segundo miembro de (48) se convierte
en una funcién 8. Para calcularlo necesitamos la férmula

@«
[ene dx = 2x 8(a) (49)
-o
que es vilida para a real, como vamos a demostrar a continuacién. Para a
distinto de cero los dos miembros son nulos, y la férmula evidentemente es
correcta. Ademés, para toda funcién continua f(a) cuando g tiende a infi-
nito, se tiene

f f(a) da f e dx — f f(a) da 2a7! sen ag = 2xf(0)

-8

Puede darse un argumento més complicado para demostrar que se llega
al mismo resultado tomando en lugar de g y —g, los limites g; y —g; que
tiendan a infinito de modo distinto (aunque no completamente distinto).
Esto nos demuestra la equivalencia de los dos miembros de (49) cuando
los utilizamos como factores bajo el signo integral, quedando asi demostrada
la férmula.

Teniendo en cuenta (49), la (48) se convierte en

P> = T %3 —p')/h] = T hs(p —p")
= [CRh3p —p").  (60)

Hemos obtenido un autoket de p para cada autovalor real ¢/, y su repre-
sentante viene dado por (47). Todo ket |X> se puede expresar en funcién
de dichos autokets de p, pues su representante <q’|X)> se puede desarrollar
en serie de los representantes (47) utilizando el analisis de Fourier. Por
tanto, el momento p es un observable, de acuerdo con el resultado experi-
mental de que los momentos se pueden observar.

Asi aparece una simetria entre ¢ y p. Ambos son observables cuyos
autovalores van desde —c a -+, y la relacién de conmutacién entre
ellos (10), no cambia si intercambiamos q con p y sustituimos i por —i.
Hemos establecido una representacién en la que q es diagonal, y donde
p = —ih d/dq. De la simetria entre q y p se deduce que también podemos
establecer una representacién en la que p sea diagonal y donde

q = ik d/dp, (51)

El operador d/dp lo definiremos de forma aniloga a como hicimos para
d/dq. A esta representacién se le denomina representacién de momentos.
Es menos util que la representacién de Schrodinger de la seccién anterior,
pues ésta nos permite expresar toda funcién de g y p, que sea desarrollable
en serie de potencias respecto a p como un operador de derivacién, mien-
tras que la representacién de momentos nos permite expresar como opera-
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dor de derivacién las funciones de q y p que sean desarrollables en serie
respecto a g, y las cantidades méas importantes de la dindmica casi siempre
son series de potencias de p y muy pocas veces son series de potencias de q.
Sin embargo, la representacién de momentos tiene utilidad para algunos
problemas (véase § 50).

Calculemos la funcién de transformacién <q’[p’> que relaciona ambas
representaciones. Los kets basicos |p’> de la representacion de momentos
son autokets de p, y sus representantes en la representacién de Schrédinger
{q’lp’> estan dados por (47) con unos coeficientes ¢’ convenientemente elegi-
dos. Los factores de fase de estos kets basicos se tienen que elegir de tal
modo que (51) sea valida. E]1 método més sencillo de obtener esta condicién
es considerar la simetria que hemos visto antes entre q y p, segtn la cual
{q’|p’> se ha de transformar en <p’lg"> al intercambiar q" con p’ y escribir
—i en lugar de i. Pero <q’|p"> es igual al segundo miembro de (47) y
<p’|q’> es su complejo conjugado, de donde se sigue que ¢’ ha de ser
independiente de p’. Luego, ¢’ es un numero ¢. Ademés debe verificarse

<PIIP/I> — S(P,_P”))

que comparada con (50) nos indica que |c| = h~%. Podemos elegir los facto-
res de fase constantes y arbitrarios de cada representacién de modo que
sea ¢ = h7}, con lo que resulta la siguiente funcién de transformacién:

qlp> = hiewesn 52)

Todo esto puede generalizarse a un sistema con n grados de libertad,
para el que existen n coordenadas g, y p;, y para el que los autovalores de
cada una de las g; vayan desde — a +- . Entonces cada p; sera un obser-
vable cuyos autovalores iran también desde — a <o, y existirA una sime-
tria entre el conjunto de g; y el de p; cuyas relaciones de conmutacién
permanecer4n invariantes al intercambiar cada g, con su correspondiente
pr y poner —i en lugar de 4. Se podré establecer una representacién con
las p; diagonales y en la que cada

q. = iho/op, (53)

La funcién de transformacién que nos relacionara esta representacién con
la de Schrodinger vendra dada por el producto de las funciones de trans-
formacié6n relativas a cada grado de libertad, segiin indica la férmula (67)
de § 20 y, por tanto, serd

9.9, |P PP, = <GP <G, P> <q.p,>

= hr2g BB L) [ (54)
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24. El principio de incertidumbre de Heisenberg

Para un sistema que no tenga més que un grado de libertad, los repre-
sentantes de un ket |X> en las representaciones de Schrodinger y de mo-
mentos estin relacionados por

P> =k [ e dg 1%,
o (35)
G = b [ evrn dp %o,

- a0

Estas férmulas tienen un significado elemental. Nos dicen que cada uno
de los representantes viene dado, salvo coeficientes numéricos, por las
amplitudes de las componentes de Fourier del otro.

Es interesante aplicar (55) a un ket cuyo representante en la repre-
sentacién de Schrodinger sea lo que se denomina un paquete de ondas.
Esto quiere decir, una funcién cuyo valor sea muy pequefio fuera de un
cierto dominio de amplitud Aq’, dentro del cual sea aproximadamente
periédico con una frecuencia definida.® Si hacemos el anélisis de Fourier
de este paquete de ondas, todas las amplitudes de las componentes de
Fourier seran pequeiias excepto las del entorno de una frecuencia definida.
Las componentes cuya amplitud no serd pequefia estar4n dentro de una
banda de frecuencias ®* de anchura aproximada 1/Aq’, pues dos compo-
nentes cuyas frecuencias difieran en esta cantidad, si est4n en fase en el
medio del dominio Aq’, estarin en oposicién de fase e interferirin hacia
el extremo de dicho dominio. En la primera de las ecuaciones (55), la
variable que hace las veces de frecuencia es (2x)"'p’/h = p’/h. Luego,
si <¢'|X> tiene la forma de un paquete de ondas, la funcién <p’|X> que
viene dada por las amplitudes de Fourier del paquete de cndas tendrd un
valor pequefio en todo el espacio de p’ salvo en un cierto dominio de
anchura Ap” = h/Aq’.

Apliquemos ahora la interpretacién fisica segin la cual el cuadrado del
mébdulo del representante de un ket representa una probabilidad.

Resulta entonces que nuestro paquete de onda representa un estado en
el que casi con certeza toda medida de q da un valor comprendido en un
cierto dominio de anchura Aq’ y toda medida de p da un valor compren-
dido en un dominio de anchura Ap’. Diremos que en este estado g tiene
un valor definido con un error del orden de Aq’, y que asimismo p tiene un
valor definido con un error del orden de Ap/. El producto de los dos
errores es

® Aqui, frecuencia quiere decir el reciproco de la longitud de onda. [N. del T.:
Es decir, Ia palabra frecuencia se emplea aqui para designar el nimero de ondas.]



110 CONDICIONES CUANTICAS
Ag’Ap = h. (58)

Es decir, cuanto mayor sea la precisién sobre una de las variables p o ¢
tanto menor seré la precisién sobre la otra. En un sistema con més de
un grado de libertad la ecuacién (56) se aplica por separado a cada uno.

La ecuacién (56) se conoce con el nombre de principio de incertidumbre
de Heisenberg. En ella se ve claramente el grado de limitacién que existe
en asignar simultineaemnte valores numéricos en un estado particular a
dos observables que, como las coordenadas canénicas conjugadas, no con-
mutan, y constituye un ejemplo claro de en qué sentido pueden ser incom-
patibles las medidas en mecénica cuéntica. También nos indica por qué la
mecénica clésica, que supone la posibilidad de asignar simult4neamente
valores numéricos a todos los observables, es una aproximacién vélida
cuando h se puede considerar suficientemente pequeiia para ser despreciada.
La ecuacién (56) solamente es vélida en el caso més favorable de que el
representante del estado sea de la forma de un paquete de ondas. Para
otras formas de representante obtendrfamos unos Ag’ y Ap’ cuyo producto
seria mayor que h.

El principio de incertidumbre de Heisenberg nos indica que en el limite,
cuando una de las variables q o p esté completamente determinada, la otra
estar4 completamente indeterminada. También podriamos haber llegado
a este mismo resultado directamente a partir de la funcién de transforma-
cién <q’|p’>. Segin dijimos al final de § 18, | <q'lp’> |*dq’ es proporcional
a la probabilidad de que g tenga un valor comprendido en el pequefio
intervalo (¢, ¢’ + dq’) en el estado en que p tiene con certeza el valor p/,
y segtn (52) dicha probabilidad es independiente de g’ para un dq’ dado.
Luego, si p tiene con toda seguridad el valor definido p’, todos los valores
de g son igualmente probables. Andlogamente, si g tiene con toda seguridad
un valor definido ¢, todos los valores de p son igualmente probables.

Desde el punto de vista fisico es evidente la imposibilidad de obtener
un estado para el que sean igualmente probables todos los valores de q o
todos los valores de p; en el primer caso debido a la limitacién de espacio
y en el segundo a la limitacién de energia. Por lo tanto, en la practica no
se pueden realizar los autoestados de p y g. El argumento del final de § 12
ya nos indicaba que no era posible realizar dichos estados basindose en
que para ello serfa necesaria una precisién infinita, y ahora hemos dado otro
argumento que nos conduce a la misma conclusi6n.

25. Operadores de traslacién

Obtendremos nueva luz acerca del significado de algunas condiciones
cuénticas tras haber estudiado los operadores de traslacién. Estos opera-
dores aparecen en la teorfa al considerar que el esquema dado en el capf-
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tulo II, que relaciona los estados y las variables dindmicas, es esencialmente
un esquema fisico, y consiguientemente si existe una relacién entre ciertos
estados y variables dindmicas, trasladdndolos todos del mismo modo (por
ejemplo, trasladdndolos en una magnitud 8x en la direccién del eje x de
unas coordenadas cartesianas) los correspondientes estados y variables
dinimicas trasladados tienen que seguir verificando la misma relacién.

La traslacién de un estado o de un observable son procesos perfecta-
mente definidos desde el punto de vista fisico. En efecto, para trasladar un
estado o un observable una distancia 8x en la direccién del eje x, basta
con trasladar todos los aparatos utilizados para preparar el estado o todos
los aparatos utilizados para medir el observable en una distancia 8x en
dicha direccién. Los aparatos trasladados definirdn el estado o el observable
trasladado. La traslacién de una variable dindmica ha de estar tan bien
definida como la traslacién de un observable, dada la estrecha relacién
matemética que existe entre variables dindmicas y observables. Un estado
o una variable dindmica trasladados deben estar perfectamente definidos
por el estado o la variable dindmica sin trasladar y la direccién y magnitud
de la traslacién.

En cambio, la traslacién de un ket no estd tan claramente definida. Si
tomamos un cierto ket, éste representa un cierto estado que por traslacién
se convierte en un nuevo estado perfectamente definido; pero el nuevo
estado no determina univocamente al ket trasladado, sino vinicamente su
direccién. Para ayudar a determinar el ket trasladado podemos exigir que
tenga la misma longitud que el ket sin trasladar, pero aun asi sigue sin
estar completamente determinado, y se le puede multiplicar por un factor
de fase arbitrario. A primera vista podriamos pensar que cada ket trasla-
dado podria tener un factor de fase distinto, pero vamos a ver que tiene que
ser el mismo para todos. Haremos uso de la regla segin la cual las rela-
ciones de superposicién entre estados han de ser invariantes frente a las
traslaciones. Una relacién de superposicién entre estados se expresa mate-
méticamente por una ecuacién lineal entre los kets que corresponden a
dichos estados, como por ejemplo

IR> = c1|lA> + colB, (57)

donde ¢, y c; son nlimeros; y la invariancia de la relacién de superposicién
se expresard diciendo que los estados trasladados han de corresponder a
kets que satisfagan la misma ecuacién lineal de antes — en nuestro ejemplo
corresponderé4n a unos |Rd), |Ad)> y |Bd> que habran de verificar

IRd> = c:|Ad> + colBd). (58)

Tomaremos como kets trasladados a éstos y no a éstos multiplicados por un
factor de fase independiente para cada uno de ellos, en cuyo caso verifica-
rian una ecuaci6én lineal con coeficientes ¢; y c. distintos. Ahora la tnica
arbitrariedad en la eleccién de los kets trasladados es un tnico factor de
fase arbitrario que puede multiplicar a todos.
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La condicién de que las ecuaciones lineales entre kets sean invariantes
frente a las traslaciones, o sea, de que si es valida una ecuacién cualquiera
de la forma (57) lo sea también su correspondiente (58), significa que los
kets trasladados son funciones lineales de los kets sin trasladar y que, en
consecuencia, cualquier ket |Pd)> es el resultado de aplicar un cierto opera-
dor lineal al correspondiente ket |P> no trasladado. Es decir,

|Pd> = DIP>, (59)

siendo D un operador lineal independiente de |P> y que sélo depende de
la traslacién. El hecho de que los kets trasladados puedan ser multiplicados
por un factor de fase arbitrario se traduce en que D esté indeterminado en
un factor numérico arbitrario de médulo unidad.

Habiendo fijado los kets trasladados tal como hemos hecho, y en conse-
cuencia, fijando también los bras trasladados por la condicién de que sean
los imaginarios conjugados de los kets, podemos afirmar que cualquier
ecuacién simbdlica entre kets, bras y variables dindmicas tiene que perma-
necer invariante cuando trasladamos todos los simbolos que aparecen en
ella, pues dicha ecuacién tiene un significado fisico que no puede cambiar
por la traslacién.

Tomemos como ejemplo la ecuacién

QP> = ¢,
en la que ¢ es un nimero. Entonces debe verificarse
<Qd|Pdy = ¢ = <Q|P>. (60)
La conjugada imaginaria de (59), poniendo Q en lugar de P da
<Qd| = <QID. (61)

De (60) obtenemos ahora
<QIDD|P> = <QIP>.
y como esto es vélido para cualesquiera <Q| y P>, resulta
DD =1, (62)

que es una condicién general que debe satisfacer D.
Como segundo ejemplo consideremos la ecuacién.

olP> = [R),

siendo v una variable dindmica cualquiera. Entonces, si v4 representa la
variable dindmica trasladada, debe verificarse

vg|Pd] = |Rd>.
Con ayuda de (59) obtenemos
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vgPd) = D|R) = Dv|P) = DvD"1|Pd).
y como |Pd> es un ket cualquiera, debe ser
vg = DvD™3, ’ (63)

ecuacién que indica que el operador lineal D no sélo determina la trasla-
cién de kets y bras, sino también de las variables dinimicas. Nétese que el
factor numérico arbitrario de médulo unidad que puede multiplicar a D no
afecta a v,, y por tanto, no afecta tampoco la validez de (62).

Pasemos a considerar ahora una traslacién infinitesimal, es decir, consi-
deremos una traslacién 8x en la direccién del eje x y hagamos que 8x — 0.
Por continuidad fisica hemos de suponer que el ket trasladado |Pd>
tiende al ket original |P>, y asimismo debemos suponer que existe el limite

d> — |P D—1
lim LR —=F> P
82,0 3x 3250 o
Ello exige que exista el limite
lim (D —1)/8x (64)

3250

Tal limite es un operador lineal que llamaremos el operador de traslacién
en la direccién del eje x, y lo representaremos por d,. El factor numérico e
con y real que puede multiplicar a D tiene que tender a la unidad cuando
8x—0, lo que introduce una arbitrariedad en d., que puede ser sustituido por

lim (De” —1)/8x = lim (D —1 + #y)/8x = d, + ia,,

350 2,0

siendo a, el limite de y/8x. Por tanto, d, contiene un término aditivo cons-
tituido por un nimero imaginario puro arbitrario.
Para pequefios dx,

D =1+ &d,. (65)
Sustituyendo esto en (62) resulta
(14 8xd)(1 4+ 8xds) = 1,
que despreciando 8x* se reduce a
3x(d, -+ d;) = 0.

Luego, d, es un operador lineal imaginario puro. Sustituyendo (65) en (63)
y despreciando de nuevo 8x? resulta

vg = 1+ d&xd)v(l—dxd;) = v+ 8x(d,v—vd), (66)
que demuestra que
lim (vg—v)/8x =d,v—vd,. (67
B@.,o
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Para describir un sistema dinimico cualquiera podemos utilizar las si-
guientes variables dinidmicas: las coordenadas cartesianas %, y, z del centro
de gravedad del sistema, las componentes p,, p,, p, del momento total del
sistema, que son las coordenadas canémicas conjugadas respectivas de
x, Y, z, y cualesquiera otras variables dindmicas que sean necesarias para
describir los grados de libertad internos. Si el conjunto de aparatos que nos
servian para medir x lo trasladamos una distancia 8x en la direccién del
eje x, medird x — 8x, luego,

Xg = x—dX.
Comparando este resultado con (66) para v = x obtenemos
dyx—xd, = —1, (68)

que es la relacién de conmutacién entre d, y x. Con argumentos andlogos
verfamos que ¥, 2, Ps, Py, P asi como las variables dinimicas internas, al
no estar afectadas por la traslacién, tienen que conmutar con d,. Compa-
rando estos resultados con (9) vemos que ifid, verifica exactamente las
mismas relaciones de conmutacién que p,. Su diferencia, p, — #fid,, con-
muta con todas las variables dindmicas, y por tanto tiene que ser un nimero.
Dicho ntmero, que es real necesariamente, pues p, y ifid, son ambos reales,
puede hacerse igual a cero eligiendo convenientemente el nimero imagi-
nario puro que se podia sumar a d,. En ese caso resulta

p. = ifid, » (69)

o sea, que la componente x del momento lineal total del sistema es igual
al operador de traslacién d, multiplicado por ih.

Este es un resultado fundamental que da un nuevo significado a los
operadores de traslacién. Andlogamente llegamos a conclusiones correspon-
dientes para y y z con los operadores de traslacién d, y d,. Las condiciones
cuénticas que nos indican que p,, p, y P. conmutan entre sf pueden inter-
pretarse relaciondndolas con el hecho de que las traslaciones segin direc-
ciones distintas son operaciones conmutables.

26. Transformaciones unitarias

Sea U un operador lineal cualquiera que tenga reciproco U™ y consi-
deremos la ecuacién

«® = UaU-, (70)

en la que « es un operador lineal cualquiera. Esta ecuacién puede consi-
derarse como una transformacién que a cada operador lineal a le hace
corresponder un operador lineal a®, y en este sentido tiene propiedades
muy notables. En primer lugar, todo «® tiene los mismos autovalores que
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su correspondiente «; pues si @’ es un autovalor de & y |¢’> es un autoket
perteneciente a él, se tiene
ala”> = a’|a”
y, por tanto, )
a®Ule’> = UaUWU|o> = Udle’> = aUla,

que demuestra que Ule’> es un autoket de «° perteneciente al mismo
autovalor «’; y anilogamente podemos ver que todo autovalor de a® es auto-
valor de a. Ademés, si consideramos diversos @ que estén relacionados por
ecuaciones algebraicas, y los transformamos de acuerdo con (70), los corres-
pondientes a® estar4n ligados por las mismas ecuaciones algebraicas. Esta
conclusién se basa en el hecho de que los procesos algebraicos fundamen-
tales de suma y multiplicacién son invariantes frente a la transforma-
cién (70), segin indican las siguientes ecuaciones:

(1+@)® = Uw + @)U = Us U+ Us, Ut = a? + 2,
(0 2)® = Uwpa, Ut = Uq, U Uaz2 Ul = q;‘a,:
Veamos cuél es la condicién que deberiamos imponer a U para que

transformase todo operador « real en otro ¢* también real. La ecuacién (70)

se puede escribir
«*U = Ua. (71)

Tomando el complejo conjugado en ambos miembros, de acuerdo con (5)
de § 8, si @ y a® son reales, se tiene

Ua® = aU. (72)
La ecuacién (71) da
Ua*U = OUa
y la (72) da
Ua®U = aUU.
Luego,
OUa = «UU.

Por tanto, UU conmuta con cualquier operador lineal real y en consecuen-
cia conmuta también con cualquier operador lineal, pues todo operador
lineal se puede descomponer en uno real y otro también real multiplicado
por i. Luego, OU es un nimero. Evidentemente es real, pues de acuerdo
con (5) de § 8, su complejo conjugado es igual a él; y ademés tiene que ser
un ndmero positivo, ya que para cualquier ket [P>, <P|OUIP> es positivo,
igual que <P|P>. Podemos suponer que es igual a uno sin pérdida de gene-
ralidad en la transformacién (70). Entonces tenemos

OU = 1L (73)
La ecuacién (73) es equivalente a cualquiera de éstas:

U=00=U3UW0! =1 (14)
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Una matriz o un operador lineal U que verifique (73) y (74) se dice que
es unitario, y una transformacién (70) con U unitario se dice que es una
transformacion unitaria. Una transformacién unitaria transforma operadores
lineales reales en operadores lineales reales y deja invariante cualquier
ecuacibn algebraica entre operadores lineales. Puede considerarse que actia
sobre kets y bras segin las siguientes ecuaciones

IP*> = U|P>, <P°| = <P|U = <P|U™, (75)

y entonces deja invariante también cualquier ecuacién algebraica entre
operadores lineales, kets y bras. Transforma autovectores de « en autovec-
tores de «®. De aqui se deduce facilmente que transforma observables en
observables y que deja invariante toda relacién funcional entre observables
basada en la definicién general de funcién dada en § 11.

- La inversa de una transformacién unitaria es a su vez una transforma-
'cién unitaria, pues segin (74), si U es unitario, U1 también lo es. Ademés,
si realizamos dos transformaciones unitarias una detras de otra, el resultado
es una tercera transformacién unitaria, como vamos a ver seguidamente.
Sean (70) y

ot = Va®V-1,

las dos transformaciones unitarias. La relacién entre ot y o, segin (42)
de § 11 serd entonces
at = VUaU- V-1
= (VU)(VU)? (76)

Pero VU es unitaria, ya que
VYOVU = UVVU = 0OU =1,

luego, (76) es una transformacién unitaria.

Las transformaciones de traslacién dadas en la seccién anterior cons-
tituyen un ejemplo de transformaciones unitarias, pues como se ve, las
ecuaciones (62) y (63) corresponden a (73) y (70), y las (59) y (61) corres-
ponden a las ecuaciones (75).

En mecénica clasica puede hacerse un cambio de coordenadas cané-
nicas y pasar de q,, p. (r = 1, ..., n) a un nuevo conjunto de variables
g?, p? (r = 1, ..., n), que tienen los mismos P.B. entre ellas que las
g,y P, es decir, que verifican las ecuaciones (8) de § 21 poniendo ¢° y p®
en lugar de las g, y pr, y de tal modo que toda variable dindmica se puede
expresar como funcién de las ¢° y p®. Se dice que las ¢° y p® constituyen
otro conjunto de coordenadas ‘canénicas, y el cambio de coordenadas se
llama transformacién de contacto. Puede comprobarse facﬂmente que el
P.B. de las variables u y v viene dado en funcién de las g* y p’ por la
misma férmula (1) de § 21 sustituyendo q,yp, porq’yp’, luego "los P.B.
son invariantes frente a las transformaciones de contacto. Esto se traduce
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en que las nuevas coordenadas canénicas estén en pie de igualdad con las
antiguas para muchos fines de la teoria dinimica general, si bien q; y p?
puede no ser un conjunto de coordenadas lagrangianas, sino ser funciones
de las coordenadas y de las velocidades lagrangianas.

Vamos a demostrar ahora que para un sistema dinimico de la mecénica
cuéntica que tenga una imagen clasica, las transformaciones unitarias de la
teoria cudntica corresponden a las transformaciones de contacto de la teoria
cldsica. Las transformaciones unitarias son mds generales que las transfor-
maciones de contacto, pues las primeras se pueden aplicar a sistemas cuan-
ticos que no tengan imagen clasica, pero para los sistemas de la mecinica
cudntica que se pueden describir en funcién de coordenadas canénicas es
vélida la analogia. Para establecerla veamos que si aplicamos una transfor-
macién unitaria a unas variables cuantics g, y p,, obtenemos unas nuevas
variables ¢” y p® que tienen los mismos P.B., pues los P.B. son equivalentes
a las ecuaciones algebralcas (9) de § 21, y las ecuaciones algebriacas son
invariantes frente a las transformacmnes unitarias. Reciprocamente, todo
conjunto de variables reales ¢* y p® que tengan unos P.B. iguales que los
correspondientes a coordenadas canénicas est4n ligados a las gry p- por una
transformacién unitaria, como vamos a ver a continuacién.

Utilizaremos la representacién de Schrodinger, y para abreviar escribi-
remos los kets basicos |g’...q" > simplemente |q>. Como hemos supuesto
que las q y p tienen unos P B. iguales a los que corresponden a un con-
junto de coordenadas canénicas, podemos establecer para ellos una repre-
sentacién de Schrédinger en la que cada g* sea diagonal y en la que
cada p* sea igual a —ifid/8q". Los kets bésicos de esta segunda represen-
tacién de Schrodinger serin Iq“’ -q°">, que para abreviar designare-
mos |q®’>. Introduzcamos el operador lineal U definido mediante la re-
lacién

<q*Ulg"> = ¥q*> —q'), (77)
donde para abreviar, 3(g®’— q’) indica
9 —9q) = 89y —q' ) —7q,)--¥q7 — 7). (78)

La ecuacién compleja conjugada de (77) es

1 , <qI]U!q°I> — a(qOI_ql),
uego,

t Utilizamos la notacién abreviada de escribir un solo sxgno integral y dq®’ para
indicar una integracién respecto a las variables g, q¥’, ..., ¢2’. Esta abreviacién se
seguird utilizando de aqui en adelante.
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<qI|UUlq”> e f <qIIUIqQI> ‘1‘].[ <q.IIUIq”>

— f 8(q°' — qr) dq" 8((]"— qn)

= ¥9'"—9")
y por tanto,
OU = 1L

En consecuencia, U es un operador unitario. Tenemos ademés que

"1q°Uig> = 478" —q)

<q*'|Uq lg"> = ¥q9*" —q)q’-

Los segundos miembros de ambas ecuaciones son iguales segin la propie-
dad (11) de § 15 de la funcién 8, y por tanto,
q°U = Uq_
o bien
q° = Uq' U1,

r

Ademis, de (45) y (46) resulta

2
oq;”

<qﬂllp:U[qI> — ——’iﬁ 8(q°’_ ql),

2 7’ 2 3 ’ 4
<q*|Uplg"> = 1ﬁ-a—’8(q° —q’).
Los segundos miembros de estas dos ecuaciones son evidentemente iguales,
y, por tanto,
p:U = Up

r

o bien
p’ =Up U™

r

Luego, se verifican todas las condiciones que se exigen para que la trans-

formacién sea unitaria.
Para obtener una transformacién unitaria infinitesimal, tomemos U
en (70) de forma que difiera de la unidad en un infinitésimo. Pongamos

U = 14 iF,
donde ¢ es un infinitésimo, y su cuadrado puede ser despreciado. Entonces
Ul = 1—ieF.
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La condicién (73) o (74) de que U sea unitario exige que F sea real. La
ecuacién de transformacién (70) se traduce en

a® = (1 4 ieF)a(l —icF),

que nos da
a® —a = ig(Fa— oF). (79)
Esta ecuacién se puede escribir en notacién de P.B.
a®* —a = ¢h[a, F]. (80)

Si « es una coordenada candnica, esta ecuacién equivale formalmente a
una transformacién de contacto infinitesimal de la mecanica clésica.
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LAS ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

27. Ecuaciones del movimiento en imagen de Schrodinger

Todo nuestro desarrollo desde el § 5 se ha limitado a considerar un solo
instante de tiempo. Hemos expuesto el esquema general de las relaciones
entre estados y variables dindmicas para un sistema dinimico en un ins-
tante de tiempo. Para completar la teoria dinidmica, hemos de considerar a
su vez la conexién entre diferentes instantes de tiempo. Cuando se lleva
a cabo una observacién del sistema dinamico, su estado cambia de forma
impredictible, pero entre observacién y observacién sigue habiendo causa-
lidad tanto en mecénica cudntica como en la clasica, y el sistema est4
regido por ecuaciones de movimiento que hacen que el estado en un
cierto instante determine el estado en un instante posterior. Vamos a estu-
diar a continuaci6n estas ecuaciones del movimiento. Se aplicardn mientras
el sistema no sea alterado por una observacién o un proceso anélogo.! Su
expresién general se puede deducir del principio de superpasicién del
capitulo I.

Consideremos un estado de movimiento particular durante el tiempo
en que el sistema permanece inalterado. En cada instante ¢ el estado co-
rresponderé a un cierto ket que, en consecuencia, dependera de ¢ y al que
podemos designar [t>. Cuando consideremos varios estados de movimiento,
los distinguiremos unos de otros afiadiéndoles otros simbolos, tales como A,
y asi escribiremos el ket que corresponde a uno de estos estados en el
tiempo ¢, |At>. La exigencia de que el estado en un instante determine
el estado en un instante posterior, quiere decir que |Afo> determina [At> a
menos de un factor numérico. El principio de superposicién se aplica a di-
chos estados de movimiento durante el tiempo en que el sistema permanece
inalterado, y dice que si tomamos una relacién de superposicién vélida

t La preparacién de un estado es un proceso de este tipo. A menudo consiste en
llevar a cabo una observacién y seleccionar el sistema cuando el resultado de la obser-
vaci6én es con seguridad un cierto numero prefijado.
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para ciertos estados en el tiempo ¢, y que da lugar a una ecuacién lineal
entre los correspondientes kets, como por ejemplo

|Rto> = CllAt()) + Cleto),

ello exige que siga siendo vélida la misma relacién de superposicién entre
los estados de movimiento durante todo el tiempo en que el sistema perma-
nezca inalterado. Por tanto, debe conducirnos a la misma ecuacién entre los
kets correspondientes a dichos estados en un instante ¢ (dentro del inter-
valo de tiempo en que no hay alteracién), o sea, a la ecuacién

lRt> = C]'At> + Clet),

siempre que elijamos de forma canveniente los factores numéricos arhi-
trarios que pueden multiplicar a estos kets. De aqui se sigue que los |Pt>
son funciones lineales de los [P#> y que cada |Pt) es el resultado de aplicar
un cierto operador lineal a |Pt,>. O sea

|Pt> = T|PtyD, @

donde T es un operador lineal independiente de P y dependiente sélo
de t (y to).

Supongamos ahora que cada |Pt)> tenga la misma longitud que el corres-
pondiente |Pt,>. No siempre es posible escoger los factores numéricos
arbitrarios por los cuales, segin hemos visto, deben ir multiplicados los |Pt>
sin destruir la dependencia lineal de los |Pt> con los |Pt,>; de esta forma,
la nueva hipétesis es de naturaleza fisica, y no una simple cuestion de
notacién. Constituye una generalizacién del principio de superposicién. La
arbitrariedad en |Pt> se convierte asi en un simple factor de fase que, si se
quiere conservar la dependencia lineal de los [Pt> con los |Pto>, ha de ser
independiente de P. De la condicién de que la longitud ¢;|Pt> + co|Qt>
sea igual a la de ¢|Pto> + c,|Qto> para cualesquiera niimeros complejos
€1 y €2, podemos deducir que

<Qt|Pt> = <Qto|Pto>. @

La conexién entre los |Pt> y los [Pt,> es andloga formalmente a la que ligaba
los kets trasladados y los no trasladados en § 25, si bien ahora se trata de
un proceso de traslacién en el tiempo en vez de en el espacio. Las ecua-
ciones (1) y (2) juegan el papel de las ecuaciones (59) y (60) de § 25.
Podemos desarrollar las consecuencias de estas ecuaciones de la misma
manera que hicimos en § 25 y deducir que T contiene un factor numérico
arbitrario de médulo unidad y verifica

TT = 1, @)

en correspondencia con (62) de § 25; luego, T es unitario. Pasamos al caso
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infinitesimal haciendo ¢ — ¢, y suponiendo por continuidad fisica que existe
el limite

. 1Pt> — Pto>
tyt, t—1p

Dicho limite es la derivada de [PZ,> respecto a . Segun (1), esto equi-
vale a

are (L

(Pto>. 4)
dt, leat, t—t0 | (

Igual que en (64) de § 25, el operador limite que aparece aqui es un opera-
dor lineal imaginario puro y est4 indeterminado en un nimero arbitrario
aditivo imaginario puro. Llamando H a este operador limite multiplicado
por ifi, o mejor H(to) ya que puede depender de t,, la ecuacién (4) se
transforma, cuando la escribimos para un ¢ general, en

7 22— Hype ()
#h—— = HEP.

La ecuacién (5) expresa la ley general de variacién con el tiempo del ket
correspondiente al estado en un instante cualquiera. Es la ecuacién del
movimiento en imagen de Schrédinger. En ella aparece un operador lineal
real H(t), que ha de ser caracteristico del sistema dindmico en cuestién.
Supondremos que H(t) es la energia total del sistema. Se pueden dar dos
justificaciones de esta hipétesis, (i) la analogfa que existe con la mecénica
clésica que ser4 desarrollada en la seccién préxima, y (ii) H(t) es igual a un.
operador de traslacién en el tiempo multiplicado por ##, similar a los ope-
radores de traslacién en las direcciones x, y, z de § 25, que en corres-
pondencia con (69) de § 25 induce a tomar H(f) igual a la energia total,
pues la teorfa de la relatividad sita la energia en la misma relacién res-
pecto al tiempo que el momento respecto a la distancia.

Por razones fisicas, supondremos que la energia total de un sistema es
siempre un observable. Para un sistema aislado es una constante y se
puede escribir H. Muchas veces, aunque no sea una constante, la escribi-
remos simplemente H, sobreentendiendo su dependencia temporal. Si la
energia depende de ¢, significa que actiian fuerzas externas sobre el sistema.
Hay que distinguir entre una accién de este tipo y una alteracién causada
por un proceso de observacién, pues la primera es compatible con la causa-
lidad y las ecuaciones del movimiento y la segunda no.

Podemos establecer una relacién entre H(t) y el T de la ecuaci6n (1). Asf

dr
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Como |Pt,> puede ser un ket cualquiera, tenemos
ifi dT H®T )
mn ——— = .
dt

La ecuacién (5) tiene mucha importancia en problemas précticos, donde,
a menudo, se utiliza unida a una representacién. Introduciendo una repre-
sentacién mediante un conjunto completo de observables diagonales §
que conmutan, y haciendo <&’|Pt> igual a ¥(&’t), tenemos, al pasar a la
notacién del ket standard,

[Pt> = ¥(Et)>.
La ecuacién (5) se transforma en
ih (5> = HED. ™

La ecuacién (7) se conoce con el nombre de ecuacién de onda de Schro-
dinger, y sus soluciones ¥ (&t) son funciones de onda dependientes del
tiempo. Cada solucién corresponde a un estado de movimiento del sistema,
y el cuadrado de su médulo da la probabilidad de que los & tengan valores
determinados en un instante ¢ dado. Para los sistemas que se pueden des-
cribir mediante un conjunto de coordenadas canénicas podemos elegir una
representacién de Schrédinger y tomar entonces H como un operador de
derivacién de acuerdo con (42) de § 22.

28. Ecuaciones del movimiento en imagen de Heisenberg

En la seccién precedente hemos establecido una imagen de los estados
de movimiento no alterados, en la que cada uno de ellos correspondfa
a un ket en movimiento, y el estado en un instante cualquiera correspondia
el ket en dicho instante. Esta descripcién se designa imagen de Schriodinger.
Aplicaremos a estos kets la transformacién unitaria que hace pasar cada
ket |a> al

% = T-1a>. ®)

Esta transformacién es de la forma dada por (75) de § 26, con T-! para U,
pero depende del tiempo t, ya que T depende de t. La imagen de esta
transformacién es la aplicacién de un movimiento continuo de todo el
espacio de los kets (que consiste en rotaciones y deformaciones uniformes).
Un ket fijo inicialmente pasa a estar en movimiento, movimiento que viene
dado por (8) con |a> independiente de ¢. En cambio, un ket que inicial-
mente estaba en movimiento siguiendo a un estado de movimiento no alte-
rado, o sea, moviéndose de acuerdo con la ecuacién (1), pasa a estar fijo,
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ya que al sustituir |Pt) por |a> en (8) obtenemos |a®> independiente de .
De esta forma, la transformacién conduce al reposo los kets correspondien-
tes a los estados de movimiento no alterados.

Debemos aplicar también la transformacién unitaria a los bras y a los
operadores lineales, de forma que las ecuaciones entre las diversas canti-
dades permanezcan invariantes. La transformacién aplicada a los bras viene
dada por la imaginaria conjugada de (8), y la aplicada a los operadores
lineales est4 dada por (70) de § 26 con T-! para U, es decir,

«® = TaT. ©)

Un operador lineal que inicialmente estd fijo se transforma en general en
un operador lineal en movimiento. Ahora bien, una variable dindmica co-
rresponde a una operador lineal que esté inicialmente fijo (pues no depende
de t de ninguna forma), y por tanto, después de la transformaciéon le
corresponde un operador lineal en movimiento. Asi, la transformacién nos
conduce a una nueva imagen del movimiento, en la cual los estados corres-
ponden a vectores fijos y las variables dindmicas a operadores lineales en
movimiento. Esta descripcién constituye la imagen de Heisenberg.

La condicién fisica del sistema dinimico en cualquier instante implica
una relacién entre las variables dinamicas y el estado; la variacién de la
condicién fisica en el tiempo puede ser atribuida o bien a un cambio en el
estado manteniendo fijas las variables dinamicas, que nos lleva a la imagen
de Schrodinger, o bien a un cambio en las variables dindmicas en el que
permanecen fijos los estados, que constituye la imagen de Heisenberg.

En la imagen de Heisenberg hay ecuaciones de movimiento para las
variables dindmicas. Tomemos una variable dinidmica correspondiente al
operador lineal fijo v en la imagen de Schrédinger. En la imagen de Heisen-
berg correspondera a un operador lineal en movimiento que designare-
mos v; en vez de v°® para poner de manifiesto su dependencia de ¢, y que
vendra dado por

vy = T T (10)
o bien
TU; = oT.
Derivando respecto a ¢, tenemos
ar iy dv, ar
—_0 _ = v —
dt dt. dt

Con la ayuda de (6), resulta

dD ¢

HTv, + ihT = oHT

0 sea
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do,
iﬁ—-d—- e T_IUHT-—-T-IHTO‘
t
= oH,— Hyy, (11)
donde
H, = THT. (12)
La ecuacién (11) se puede escribir en notacién de P.B.
dv
L = [o, HJ. (13)

dt

Las ecuaciones (11) o (13) indican cémo varia con el tiempo cualquier
variable dindmica en la imagen de Heisenberg, y constituyen las ecuacio-
nes del movimiento en imagen de Heisenberg. Estas ecuaciones del movi-
miento estin determinadas por el operador lineal H que aparece en las
ecuaciones del movimiento en imagen de Schrodinger y ccrresponde a la
energia en la imagen de Heisenberg. A las variables dinidmicas en imagen
de Heisenberg, en la que éstas varfan con el tiempo, las denominaremos
variables dindmicas de Heisenberg, para distinguirlas de las variables din4-
micas fijas de la imagen de Schrodinger, que llamaremos variables dindmi-
cas de Schriodinger. Cada variable dindmica de Heisenberg estd relacio-
nada con la correspondiente variable dindmica de Schrodinger a través de
la ecuacién (10). Como esta ecuacién es una transformacién unitaria, todas
las relaciones algebraicas y funcionales son idénticas para las dos clases de
variables dindmicas. Para t = ¢, es T = 1, de donde v; = v, y cualquier
variable dindmica de Heisenberg en el instante ¢, es igual a la correspon-
diente variable dindmica de Schrédinger.

La ecuacién (13) puede compararse con la mecénica clasica, donde tam-
bién tenemos variables dindmicas que varian con el tiempo. Las ecuaciones
del movimiento de la mecénica clasica se pueden escribir en la forma de
Hamilton

dg, _ oH , dp, _ oH ’ 14)
dt op, dt dq,
donde las g, y las p, son un conjunto de coordenadas canénicas y H es la
energia expresada en funcién de ellas y posiblemente también de ¢. La ener-
gia expresada en esta forma recibe el nombre de hamiltoniano. Las ecua-
ciones (14) dan, para cualquier funcién v de las g, y las p, que no contenga
explicitamente el tiempo ¢,
dv Z dv dg, ov dp,
d 5 {3q, dt +6p, dt }
Z ov °H ov oH
{ aqr apr aPV aqf }

= [v, H], (15)




segun la definicién cldsica de P.B. dada por la ecuacién (1) de § 21. Esta
ecuacién es de la misma forma que la ecuacién (13) en la teorfa cuéntica.
Asi hemos obtenido una analogia entre las ecuaciones del movimiento
clésicas en forma de Hamilton y las ecuaciones del movimiento cuénticas
en imagen de Heisenberg. Esta analogia nos da una justificacién de la
hipétesis de que el operador lineal H introducido en la seccién precedente
es la energia del sistema en mec4nica cuéntica.

En mecédnica clasica, un sistema dindmico est4 definido matemética-
mente cuando conocemos el hamiltoniano, es decir, cuando conocemos la
energia expresada como funcién de un conjunto de coordenadas canénicas,
pues ello es suficiente para determinar las ecuaciones del movimiento. En
mecanica cuantica, un sistema dinidmico esti definido mateméaticamente
cuando conocemos la energia expresada en funcién de variables dindmicas
cuyas relaciones de conmutacién son conocidas, pues ello basta para deter-
minar las ecuaciones del movimiento tanto en imagen de Schrédinger como
en imagen de Heisenberg. Necesitamos tener, o bien H expresado en
funcién de las variables de Schrodinger, bien H, expresado en funcién de
las correspondientes variables dindmicas de Heisenberg, siendo la depen-
dencia funcional la misma en ambos casos. A la energia expresada en estos
términos la denominaremos hamiltoniano del sistema dindmico en mecénica
cuantica, manteniendo asi la analogia con la teoria clésica.

Todo sistema de la mecénica cuintica tiene siempre un hamiltoniano,
tanto si es un sistema que tiene anilogo clasico y se puede describir me-
diante un conjunto de coordenadas canénicas como si no lo es. Pero si el
sistema tiene un anilogo clasico, su conexién con la mecénica clasica es
particularmente estrecha, y por lo general se puede suponer que el hamil-
toniano es la misma funcién de las coordenadas y momentos candnicos en
la teoria cuantica que en la teoria clasica.! Desde luego esto entraiiarfa una
dificultad si el hamiltoniano cldsico comprendiera un producto de factores
cuyos anélogos cuanticos no conmutaran, ya que no se sabria en qué orden
poner estos factores en el hamiltoniano cuéntico, sin embargo, esto no
ocurre para la mayoria de sistemas dindmicos elementales cuyo estudio
tiene importancia en fisica atémica. En consecuencia, podemos utilizar
ampliamente el mismo lenguaje para describir sistemas din4micos en la
teoria cudntica que en la teorfa cldsica (por ejemplo, refererirnos a particu-
las con masas dadas moviéndose en campos de fuerza dados), y dado un
sistema en mecédnica clésica, en general, podemos dar una significacién de
‘el mismo’ sistema en mecénica cuintica.

La ecuacién (13) se verifica para cualquier funcién v, de las variables
din4micas de Heisenberg que no sea funcién explicita del tiempo, es decir,

t Esta hipétesis ha tenido éxito en la practica Unicamente cuando se ha aplicado
a coordenadas y momentos dinémicos referidos a un sistema de ejes cartesianos y no a
coordenadas curvilineas més generales.
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para cualquier operador lineal v que en lda imagen de Schrodinger sea
constante. Esto demuestra que una tal funcién v; es constante si conmuta
con H;, o lo que es lo mismo, si v conmuta con H. En ese caso tenemos

Uy = vgo =9,

y decimos que v; 0 v es una constante del movimiento. Es necesario que v
conmute con H en cualquier instante, que en general s6lo es posible si H
es constante. En este caso podemos sustituir H por v en (13) y deducir
que H; es constante, lo cual demuestra que el mismo H es una constante
del movimiento. Asi pues, si el hamiltonjano es constante en la imagen de
Schrédinger, también lo es en la imagen de Heisenberg.

Para un sistema aislado sobre el que no actian fuerzas exteriores, siem-
pre existen algunas constantes del movimiento. Una de ellas es la energia
total o hamiltoniano. Otras, se derivan de la teoria de traslaciones de § 25.
Es evidente desde el punto de vista fisico, que la energia total debe perma-
necer invariante si todas las variables din4dmicas se trasladan de un mismo
modo, y por tanto, la ecuacién (63) de § 25 debe verificarse para vg=v = H.
Asi pues, D conmuta con H y es una constante del movimiento. Pasando
al caso de una traslacién infinitesimal, vemos que los operadores de trasla-
cién d,, d,, d, son constantes del movimiento, y por lo tanto, segun (69)
de § 25, el momento total es una constante del movimiento. Asimismo, la
energia total permanecera invariante si llevamos a cabo un giro de todas
las variables dindmicas. De ello deduciremos en § 35 que el momento
angular total es una constante del movimiento. Las leyes de conservacién
de energia, momento y momento angular son vdlidas también para un sis-
tema aislado en la imagen de Heisenberg en mecdnica cudntica, igual que
ocurria en mecdnica cldsica.

Hemos dado dos formas de las ecuaciones del movimiento en mecénica
cuéntica. De ellas, la de Schrédinger es la mas empleada en problemas
précticos, pues da lugar a las ecuaciones mas sencillas. Las incégnitas en la
ecuacién de onda de Schrodinger son los nimeros que constituyen el repre-
sentante de un ket, mientras que la ecuacién del movimiento de Heisenberg
para una variable din4mica, si se proyecta sobre una representacién, tiene
como incdgnitas los nimeros que constituyen el representante de la variable
dindmica. Los dltimos son mucho més numerosos y, por lo tanto, mas difi-
ciles de calcular que las incégnitas de Schrodinger. El valor de las ecua-
ciones del movimiento en imagen de Heisenberg estriba en que nos propor-
cionan una analogia inmediata con la mecénica clasica, que nos permite
ver cémo se pueden traducir a la teoria cuintica las diversas caracteris-
ticas de la teorfa clasica, tales como las leyes de conservacién a las que
hemos aludido antes.
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29. Estados estacionarios

Vamos a considerar aquf sistemas. dindmicos cuya energia permanece
constante. Para este caso son vélidas algunas relaciones especialmente sen-
cillas. Se puede integrar * la ecuacién (6), y teniendo en cuenta la condicién
inicial de que T — 1 para t =¢,, da

T = e HU-t) /R
Este resultado sustituido en (1) da
[Pty = e HE~8)/A|PY> (16)

que es la integral de la ecuacién del movimiento de Schrodinger, y sustitui-
do en (10) da

vy = eHU tIhpg—iH 1) /N (17)

que es la integral de la ecuacién del movimiento de Heisenberg (11), sien-
do H, igual a H. Hemos obtenido asi ficilmente soluciones de las ecuacio-
nes del movimiento. Sin embargo, estas soluciones no tienen mucho valor
préctico debido a la dificultad que lleva consigo el célculo del operador
e"Ht~t/% a3 menos que H sea particularmente simple, y generalmente
‘para aplicaciones practicas es necesario volver a considerar la ecuacién de
onda de Schrédinger.

Consideremos un estado de movimiento que en el instante £, sea un
autoestado de la energia. El ket |Pt,> que le corresponde en dicho instante
ser4 un autoket de H. Si H’ es el autovalor al que pertenece, la ecua-
cién (16) da

lPt> — g‘fH’("'o’/ﬂ]Pt())’

que indica que |Pt)> difiere de |P¢,> tan s6lo en un factor de fase. Por tanto,
el estado continda siendo siempre un autoestado de la energia, y ademés
no varfa con el tiempo, puesto que la direccién de [Pt no varfa con el
tiempo. Estos estados se denominan estados estacionarios. La probabilidad
de obtener cualquier resultado particular en una observacién de él es inde-
pendiente del tiempo en que se lleva a cabo la observacién. Teniendo en
cuenta nuestra hipétesis de que la energia es un observable, vemos que
hay suficientes estados estacionarios para que un estado arbitrario sea
dependiente de ellos.

La funcién de onda y(&t) dependiente del tiempo, que representa un
estado estacionario de energia H’, variard con el tiempo de acuerdo con

la ley
S (Et) = Po(E)e H/A, (18)

t La integracién se puede efectuar como si H fuese una variable algebraica ordi-
naria en vez de un operador lineal, porque en la operacién no hay ninguna cantidad
que no conmute con H.
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y la ecuacion de onda de Schrédinger (7) se reduce para ella a
H'yo> = Hio. (19)

Esta ecuaci6n afirma simplemente que el estado representado por ¥ es un
autoestado de H. A una funcién ¢, que satisfaga (19) le llamaremos auto-
funcion de H perteneciente al autovalor H’.

En la imagen de Heisenberg, los estados estacionarios corresponden a
autovectores fijos de la energia. Podemos establecer una representacxén en
la cual todos los vectores basicos sean autovectores de la energia y que, en
consecuencia, correspondan a estados estacionarios en la imagen de Heisen-
berg. A esta representacion la denominaremos representacion de Heisenberg.
El primer modelo de mecénica cuéntica ideado por Heisenberg en 1925
estaba expresado en una representacion de este tipo. La energia es diago-
nal en dicha representacién. Cualquier otra variable dindmica diagonal
debe conmutar con la energia, y por tanto, es una constante del movimiento.
El problema de establecer una representacién de Heisenberg se reduce
entonces al problema de encontrar un conjunto completo de observables
que conmutan, cada uno de los cuales es una constante del movimiento, y
después diagonalizar estos observables. La energia debe ser una funcién
de estos observables segin el teorema 2 de § 19. Algunas veces es conve-
niente tomar la misma energia como uno de ellos.

Designemos con a el conjunto completo de observables que conmutan
en una representacién de Heisenberg, con lo que los vectores basicos se
escribiran <o”|, {«”’>. La cnergia es una funcién de estos observables ¢, o
sea H — H(a). De (17) obtenemos

(Hloda’> = <aleiHt -t /hpe ~iHE1) /4|y
= e/ H-H (-t /n |y, (20)

donde H' = H(«/) y H” = H(a”). El factor <a’|v|e”> que aparece en el
segundo miembro es independiente de ¢, y es un elemento de la matriz
que representa al operador lineal fijo v. La férmula (20) muestra cémo
varfan con el tiempo los elementos de matriz de Heisenberg de cualquier
variable dinamica de Heisenberg, y hace que v, satisfaga la ecuacién del
movimiento (11), como puede comprobarse ficilmente. La variacion dada
por (20) es simplemente periddica con una frecuencia

|H"— H”|/2xh = |H'— H”|/h, (21)

que s6lo depende de la diferencia de energias entre los dos estados a los
que se refiere el elemento de matriz. Este resultado est4 intimamente ligado
a la ley de combinacién de la espectroscopia y a la condicion de Bohr de
las frecuencias, segn la cual (21) es la frecuencia de la radiacién electro-
magnética emitida o absorbida cuando el sistema efectila una transicién
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entre dos estados estacionarios &’ y a”, bajo la influencia de una radiacién,
siendo los autovalores de H los niveles de energia de Bohr. Estas cuestiones
serdn tratadas en § 45.

80. La particula libre

La aplicacién fundamental més sencilla de la mecanica cudntica consiste
en considerar un sistema formado simplemente por una particula libre,
o sea, una particula no sometida a ninguna fuerza. Utilizaremos como va-
riables dindmicas las tres coordenadas cartesianas, x, y, z y sus momentos
conjugados ps, py, p.. El hamiltoniano es igual a la energia cinética de la
particula, es decir,

H=—_@+p+p) (22)
m v z

de acuerdo con la mecénica de Newton, siendo m la masa. Esta férmula
es vélida dnicamente si la velocidad de la particula es pequefia comparada
con c, velocidad de la luz. Para una particula que se mueve con gran velo-
cidad, caso que se presenta a menudo en la teoria atémica, (22) debe ser
reemplazada por la férmula relativista

H = cfmic® + p? + p2 + p2). (23)

Para pequerios valores de p., p, ¥ p. (23) se convierte en (22) salvo el
término constante mc? que corresponde a la energia en reposo de la par-
ticula en la teorfa de la relatividad, y que no influye en la ecuacién del
movimiento. Las férmulas (22) y (23) se pueden traducir directamente a la
teorfa cuéntica, sobreentendiéndose que la raiz cuadrada que aparece
en (23) es la raiz cuadrada positiva definida al final de § 11. El término
constante mc? en que difiere (23) de (22) para pequeiios valores de pe, Py, Ps
no puede tener efecto fisico alguno, pues el hamiltoniano en la teoria cuan-
tica, tal como lo hemos introducido en § 27, estd indeterminado en una
constante real aditiva.

Aqui emplearemos la féormula mas exacta (23). Resolveremos en primer
Iugar las ecuaciones del movimiento de Heisenberg. Segin las condiciones
cuénticas (9) de § 21, p, conmuta con p, y p,, y por tanto, segin el teore-
ma 1 de § 19 extendido a un conjunto de observables que conmutan, p, con-
muta con cualquier funcién de p,, p, y p., y por tanto, con H. Luego p,
es una constante del movimiento. Anélogamente p, y p. son también cons-
tantes del movimiento. Estos resultados son los mismos que en la teoria
clésica. Por otra parte, la ecuacion del movimiento para una coordenada,
por ejemplo x;, segin (11), es
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dx
ihxy = iﬁ—dt-—,- = xtc(m2cz+pi+pi+pf)b_ c(m%"’—{—pi-{-p’;’_}_pf)ix'.

Podemos calcular el segundo miembro mediante la férmula (31) de § 22
cambiando los papeles respectivos de las coordenadas y de los momentos,
de forma que se tenga

q-f —fq. = i of/epr, (24)
siendo f una funcién de las p,. Esto da
£ — o o(mct 4 9 + PR i = c’p.
1= = .
ops T T H (25)
. c*py c*p.
Andl t = , 3 = —.
nélogamente Y I ¢ I

La magnitud de la velocidad es
o= (4§ = @+ PH, @)

Las ecuaciones (25) y (26) son exactamente las mismas que en la teoria
clasica.

Consideremos un estado que sea autoestado de los momentos perte-
neciente a los autovalores p’, p’y » P Este estado tiene que ser un auto-

estado del hamiltoniano perteneciente al autovalor
H' = c(mc* 4 p* + p/* + p2), (27)

y sera por tanto un estado estacionario. Los valores posibles de H’ son todos
los niimeros desde mc? a «, como en la teoria clasica. La funcién de onda
¥(xyz), que representa este estado en un instante cualquiera en la repre-
sentacion de Schrédinger, debe satisfacer

o (xyz
P gxyz)> = pab(xyz)> = —iﬁ—;—xy—)—>,

con ecuaciones analogas para p, y p.. Estas ecuaciones indican que ¥(xyz)
es de la forma

W) = ackwryma, (28)

donde g es independiente de x, y, z. De (J8) resulta que la funcién de onda
¥(xyzt) dependiente del tiempo es de la forma

Wlayat) = g, 6175V, EHD /A (29)

donde g, es independiente de x, y, z y ¢.
La funcién (29) de x, y, z y t representa ondas planas en el espacio-
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tiempo. Vemos, a la luz de este ejemplo, la conveniencia de los términos
‘funcién de onda’ y ‘ecuacién de onda. La frecuencia de las ondas es

v = H'/h, (30)
y su longitud de onda es

A= h/(p* + p;z + p?)} = h/P, (31)
donde P’ es la longitud del vector (p’, p’, p’), y el movimiento tiene lugar
en la direccién del vector (p", p’, p’) con la velocidad

z v z

= H/P = /v, (32)

donde v” es la velocidad de la particula correspondiente al momento
@, p’” » P’) dada por la férmula (26). Es fdcil ver que las ecuaciones (30),
(31) y (32) se verifican en todos los sistemas de referencia de Lorentz, pues
de hecho, la expresion del segundo miembro de (29) es un invariante rela-
tivista, siendo p;, p’, p’ y H' las componentes de un cuadrivector. Estas
propiedades de invariancia relativista condujeron a de Broglie, antes del
descubrimiento de la mecénica cuéntica, a postular la existencia de ondas
de la forma (29) asociadas al movimiento de cualquier particula. Se cono-
cen por tanto como ondas de de Broglie.

En el caso limite cuando se hace tender la masa m a cero, la velocidad
clasica v de la particula se hace igual a c, y por tanto, segiin (32), la velo-
cidad de la onda también se hace c. Las ondas son semejantes entonces a
las ondas luminosas asociadas a un fotén, con la diferencia de que no con-
tienen informacién alguna sobre la polarizacién, y que llevan consigo un
exponencial complejo en vez de senos y cosenos. Las férmulas (30) y (31)
siguen siendo validas y relacionan la frecuencia de las ondas luminosas
con la energia del fotén y la longitud de onda de las ondas luminosas con
¢l momento del fotén.

Para el estado representando por (29), la probabilidad de encontrar la
particula en cualquier pequefio volumen cuando se lleva a cabo una obser-
vacién de su posicién es independiente del lugar en que se encuentra el
volumen. Esto proporciona un ejemplo del principio de incertidumbre de
Heisenberg, ya que se trata de un estado para el cual el momento esta dado
con toda exactitud y para el cual, en consecuencia, la posicién estd comple-
tamente indeterminada. Un tal estado es, desde Iuego, un caso limite que
no ocurre nunca en Ja practica. Los estados que cominmente encontramos
en la practica son los representados por paquetes de ondas, que se pueden
construir por la superposiciéon de un conjunto de ondas del tipo (29) perte-
necientes a valores ligeramente diferentes de (p/, py P,), como vimos en

§ 24. La férmula ordinaria en hidrodinamica de la velocidad de un tal
paquetc de ondas, es decir, la velocidad de grupo de las ondas, es
dv

d(1/3)

(33)
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que, segun (30) y (31), da
dH’ d c*P’

= ¢—— (M2 4+ P2} — —— = 0. R7)
dap’ dP’ ( +79 H 34)

Esta es precisamente la velocidad de la particula. El paquete de ondas se
mueve en la misma direccién y con la misma velocidad que la particula
en mecanica clasica.

81. Movimiento de paquetes de ondas

El dltimo resultado que hemos deducido para una particula libre cons-
tituye un ejemplo de un principio mas general. Para todo sistema con
analogo clasico, los estados para los que la mecénica cldsica constituye una
aproximacion valida estin representados en mecanica cuintica por paque-
tes de ondas, para los cuales todas las coordenadas y momentos tienen
aproximadamente valores numéricos determinados, cuyo grado de deter-
minacién viene limitado por el principio de incertidumbre de Heisenberg.
Pero la ecuacion de Schrodinger determina como varian con el tiempo
dichos paquetes de ondas, y para que la mecanica clasica siga siendo una
descripcién valida es necesario que el paquete de ondas conserve la forma
de paquete de ondas y que se mueva segun las leyes de la dindmica clasica.
Vamos a comprobar que es asi.

Sea un sistema dindmico que tenga un analogo clasico, y sea H(q,, p;)
(r = 1, 2, ..., n) su hamiltoniano. El sistema dinamico clasico correspon-
diente tendrd el hamiltoniano H(g,, p,) que se obtiene sustituyendo las
g- y p- de H(q,, p,) por variables algebraicas ordinarias y haciendo que
fi > 0'si es que interviene en H(q,, p,). Es evidente que el hamiltoniano cla-
sico H, ha de ser una funcién real de sus variables. Generalmente es una
funcién cuadratica respecto a los momentos p, pero no siempre (la teoria
relativista de una particula libre es un ejemplo de ello). La demostracién
que vamos a dar a continuacion es valida para cualquier funcién algebraica
H, de las p,.

Supondremos que la funciéon de onda dependiente del tiempo en la re-
presentacién de Schrodinger es de la forma

wigt) = Aeisin, (35)

donde A y S son dos funciones reales de las g, y de t que no varian muy
rapidamente. Asi pues, la funcién de onda tiene forma de ondas cuya am-
plitud y fase son respectivamente A y S. La ecuacién de onda de Schrodin-

ger (7) da

in -2
ot

AeS/hy = H(q,, p,)Aes/*)
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o bien

., DA 28 ; .
A A= = e S/ H(q,, p,)AetS/%>, \
{’m &}>e (qr> pr)Aets7> (36)

Evidentemente e¢*/%) es un operador lineal unitario que puesto en lugar
de U en la ecuacion (70) de § 26 nos determina una transformacién unita-
ria. Las ¢, permanecen invariantes en dicha transformacion; cada p, se
transforma con ayuda de (31) de § 22 en

e—iS/ﬂp'eiS/’i — P, + 3S/8q,,
y H se transforma en
e~ S/AH(q,, p,)e*/* = H(q., p. + 85/8q.),

puesto que las relaciones algebraicas se conservan en la transformacion.
Por tanto (36) se convierte en

(B OA 208, _ 198
L R G )A>. @7

Supongamos ahora que # puede considerarse pequeiia, y despreciemos los
términos en que figure % en (37). Debemos despreciar entonces en (37)
las p, que figuran en H, pues cada p, equivale al operador —i#d/0q, apli-
cado a las funciones de las g, que figuran a la derecha. Los términos res-
tantes nos dan

oS és
— 95 _ H(q,85)
ot (q%) 38)

Esta es una ecuacién diferencial que debe verificar la funcién de fase S.
La ecuacioén estd determinada por la funcién de Hamilton clasica H,, y en
la dinimica cldsica se conoce con el nombre de ecuacién de Hamilton-
Jacobi. Admite soluciones reales para S, y por tanto, la hipétesis de la
forma ondulatoria de (35) no nos lleva a ninguna contradiccién.

Para obtener una ecuacién en que figure A, hemos de conservar en (37)
los términos lineales en # y ver qué se obtiene con ellos. El cilculo directo
de dichos términos en el caso de una funcién H general es bastante dificil,
y para obtener el resultado que buscamos resulta mis ficil multiplicar
ambos miembros de (37) por el bra <Af, donde f es una funcién real de
las g, arbitraria. Asi resulta

f 24 A9\, _ (, o5
<Afl1 pw % > = <AfH q,P—f—aq' A,
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La ecuacién compleja conjugada de ésta es

f__nfA_p98), _ a5
<Afl h— P = <AH |9n Pr+ oq, fA>.
Restandolas y dividiendo por ifi obtenemos
0A a8
2<A —> = <A rs Pr
f— [f, H(q pe+ 3qr)]A>. (39)

Tenemos que calcular el P.B.
[f, H@q:, p-+ 88/2q,)].

La hipétesis de que % puede ser considerada pequeifia nos permite desarro-
lar H(q,, pr + &5/24¢1) en serie de potencias de las p,. Los términos de
orden cero no contribuyen al valor del P.B. La forma mas cémoda de cal-
cular la contribucién de los términos de primer orden en las p, al valor
del P.B. es utilizar la férmula clasica (1) del § 21 (dicha férmula es valida
también en la teoria cudntica cuando u es independiente de las p,y v es
lineal en las p,). La contribucién total es

Z of [ oH(qr, pr) ]p':asmr

s aq-' ap'

donde el corchete con subindices significa que hemos de sustituir, en la
funcién de las g, y las p,, que figura dentro, cada p, por 85/2q, con lo cual
obtenemos una funcién Unicamente de las g,. Los términos de dérdenes
superiores en las p, dan una contribucién al valor del P.B. que para % — 0
se anula. Luego, despreciando los términos en que figura A en (39), que
equivale a despreciar #* en (37), (39) se convierte en

oA .y 9f [ oHdq- pr)
f—om> =<A Z 7, l o, ]Wsmr > (40)

Por otro lado la férmula (64) de § 20 nos da para a(q) y b(q) dos funciones
de las g, cualesquiera

@@y = [ aq)dg b@),

oblg) oa(q)
<a(q) o0, > = —< 2,

siempre que a(q) y b(q) verifiquen unas condiciones de contorno adecua-
das tales como las que discutimos en §§ 22 y 23. Luego, (40) se puede
escribir

de donde

b(g)>, (41)
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<f6——> _ fZ 2 ; [ch(qr, p) ].;,:asm, }>_

Ops
Puesto que esto es valido para toda funcidn real £, se tiene
Z oHAqr, pr) |
- - - 4 =3S/0 . (42)
dqs op, 9y=0S/2qr j

Esta es la ecuacion que debe satisfacer la amplitud A de la funcién
de onda. Para comprender su significado, consideremos un fluido que se
mueve en el espacio de las variables g, cuya densidad en cualquier punto
de espacio sea igual a A? y cuya velocidad sea

dgq, _ oH/(q., p,) )
dt Ops py=tS/oqr

En esta imagen, la ecuacién (42) es precisamente la ecuacién de conser-
vacién del fluido. El movimiento del fluido estd determinado por la fun-
cién S que verifica (38), y para cada solucién de (38) existird un posible
movimiento.

Para una S dada consideremos una solucién de (42) para la cual, en
un instante inicial dado, la densidad A? sea nula en todo el espacio exterior
a una pequefia regién. Podemos suponer que dicha region se mueve si-
guiendo al fluido, es decir, con una velocidad dada por (43), y entonces
la ecuacién de conservacién (42) exigird que la densidad fuera de dicha
regién sea siempre nula. Existe un limite inferior del tamafio de dicha re-
gi6én, que viene impuesto por la aproximacién que hemos hecho al despre-
ciar % en (30). Dicha aproximacién es valida anicamente si

as

h A <L
aq, oq,
0 sea si
1 A 1 &S
) <

A aq- h oq,

que exige que al variar las q,, A no varie en una fraccién apreciable de si
misma en un intervalo en el que S no haya variado en muchas veces #, es
decir, en un dominio de anchura superior a muchas longitudes de onda
de la funcién de onda (35). Si se verifica dicha condicidn, la solucién con-
siderada es un paquete de ondas del tipo estudiado en § 24, y sigue sién-
dolo durante todo el tiempo.

Hemos obtenido asi una funcién de onda que representa un estado de
movimiento para el cual las coordenadas y los momentos tienen aproxima-
damente valores numéricos determinados durante todo el tiempo. Tales
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estados de movimiento de la mecénica cuantica corresponden a los estados
que considera la teoria cldsica. E1 movimiento del paquete de ondas estd
determinado por las ecuaciones (38) y (43). De ellas, definiendo p, igual
1 8S/8q,, obtenemos

dp, d o8 &8 &S oq,

equ ey, dt

dt  dt oq, ataq,

3

o ,S 828 8}1‘ rs Pr
_ Y 1(q, ¢ )+Z 4r> Pr)
99, oq, e 99.9q, op.

—— 3Hc(qn pr) (44)
oq,

en donde en la Gltima linea las g, y las p, las hemos considerado indepen-
dientes antes de la derivacién parcial. Las ecuaciones (43) y (44) coinciden
con las ecuaciones de movimientos clasicas puestas en forma de Hamilton
e indican que el paquete de ondas se mueve segin las leyes de la mecanica
clasica. Vemos asi c6mo pueden deducirse las ecuaciones del movimiento
clasicas como caso limite a partir de la teoria cuantica.

Mediante una solucién mis exacta de la ecuacién de onda puede demos-
trarse que el grado de precisién con que pueden atribuirse simultineamente
valores numéricos a las coordenadas y momentos no puede permanecer
constantemente en el limite permitido por el principio de Heisenberg
— ecuacion (36) de § 24 — y que si inicialmente ocurre asi, en el transcurso
del tiempo ir4 disminuyendo y el paquete de ondas se ird deformando.t

82. El principio de accién?

La ecuacién (10) nos dice que las variables dindmicas de Heisenberg o,
en el instante ¢, estin ligadas con sus valores v, o v en el instante t, a tra-
vés de una transformacién unitaria. Las variables dindmicas de Heisen-
berg en el instante ¢ + & estin ligadas con sus valores en el instante t a
través de una transformacién unitaria infinitesimal como muestra la ecua-
cién de movimiento (11) o (13), que relaciona v,.;; y v en la forma (79)
u (80) de § 26 con H; en lugar de F y 3t/% en vez de ¢ . Por tanto, la varia-
cién con el tiempo de las variables dindmicas de Heisenberg puede ser
considerada como el desarrollo continuo de una transformacién unitaria.

T Véase Kennamp, Z. f. Physik, 44 (1927), 344; Darww, Proc. Roy. Soc. A,
117 (1927), 258.
Esta seccién puede ser omitida por el estudiante que no esté especialmente inte-
resado en dindmica superior.
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En mecénica clasica las variables dindmicas en el instante t 4 3t estin
relacionadas con los valores en el instante ¢ mediante una transformacién
de contacto infinitesimal, y el movimiento global puede ser considerado
como el desarrollo continuo de una transformacién de contacto. Este es el
fundamento matemitico de la analogia entre las ecuaciones del movi-
miento clasicas y cuénticas, y podemos desarrollarlo a fin de descubrir el
analogo cuéntico de todos los principales rasgos caracteristicos de la teorfa
clasica de la dindmica.

Sea una representacién en la que el conjunto completo de observables
que conmutan & sea diagonal, siendo por tanto los bras basicos <&’|. Pode-
mos introducir una segunda representacién cuyos bras bdsicos sean

K| = <E'|T. (45)

Los nuevos bras basicos son funcién del tiempo t y forman una represen-
tacién mévil andloga a un sistema de referencia mévil en un espacio vecto-
rial ordinario. Comparando (45) con la conjugada imaginaria de (8), vemos
que los nuevos vectores bésicos son precisamente los transformados en la
imagen de Heisenberg de los vectores bésicos originales de la imagen de
Schrédinger y, en consecuencia, estaran ligados a las variables dindmicas
de Heisenberg v; del mismo modo que los vectores basicos de partida lo
estan a las variables dindmicas de Schrodinger v. En particular cada <€"*|
ha de ser un autovector de los &, perteneciente a los autovalores E’. Por
tanto, podremos escribirlo <&’|, sobreentendiendo que los niimeros &’ son

los mismos autovalores de los &; que los &” son de los §. De (45) resulta
<EHE”> = <ET|E", (46)

que nos dice que la funcién de transformacién coincide con el representante

de T en la representacién original.
Diferenciando (45) con respecto a ¢ y empleando (6), con ayuda de (12),

resulta

d dT
.ﬁ_ ’ — ’ — rHT — ’
ih— <& = Bl = <&l <ENT

Maltiplicando a la derecha por un ket |a> cualquiera que no sea funci6n
de ¢, resulta

3 d ’ — ’ - ’ ” ” ’”
"hg;@tl” = <&'|H|a> = f <&'IH‘I€‘> dg” <&"la>, (47)

donde para concretar hemos considerado el caso en que los autovalores de
las & son continuos. Por otro lado, la ecuacién (5) escrita en forma de

representantes es

. d ’ . ’ ” ” ”
ih 2 &P = [ <xmgrs ag” e (48)
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Como <&/H|E"> es la misma funcién de las variables &'y L‘.’: que <&'|H|E">
es de las & y &”, las ecuaciones (47) y (48) son exactamente de la misma
torma; las vanables &', &7 de (47) juegan el papel de las variables &’ y £”
de (48), y la funcién <E’la> el de la funcién <&’|Pt)>. Asi pues, podemos
considerar (47) como una forma de la ecuacién de onda de Schrodinger
con la funcién de onda <&’|a> de las variables E’: De este modo la ecua-
cion de onda de Schrodinger aparece bajo otro aspecto, como la condicidén
que han de verificar los representantes de los kets fijos que corresponden
a los estados en la imagen de Heisenberg, en la representacion mévil en la
que las variables de Heisenberg &; son diagonales. La funci6n <&" |a> debe
su variacién temporal al factor de la izquierda <&’|, contrariamente a lo

que ocurre con la funcién <§’|Pt>, cuya variacién temporal es debida al
factor de la derecha |Pt).
Poniendo |a> = |E”> en (47) resulta

.- d ’ ” J— ’ 1y sert7 244 ’”
i G = | <EHJES A5 EED, (49)

que demuestra que la funcién de transformacion <E: |E”> verifica la ecua-
cién de onda de Schrédinger. Pero Eto = §, y por tanto

&5 = aE —E), (50)

donde, igual que en el segundo miembro de (34) de § 16 con las variables
Ew1, ..., Eu, la funcién & debe entenderse como el producto de un conjunto
de factores, uno para cada variable &. Luego la funcién de transformacion
(E’IE_.”) es aquella solucién de la ecuacién de onda de Schrédinger para la
cual en el instante ¢, las & tienen con certeza los valores &”. El cuadrado
de su médulo, | <E|”> %, es la probabilidad relativa de que las & tengan
los valores &: en el instante t > ¢, si en el instante ¢, tenian con certeza los
valores &”. Podemos escribir <I§’,IE’,’o > en lugar de <&|&”> y considerar
que dependa no sélo de ¢ sino también de #,. Para hallar la dependencia
de ¢, tomamos la ecuacién compleja conjugada de (49) intercambiando ¢ y ¢,
y las primas con las segundas. Asi resulta

—ih

= gley=[ @ agy @, 8. (51

La discusién precedente relativa a la funcién de transformacion
CE/|E”> es vélida para cualquier conjunto completo de observables que
conmuten &. Hemos escrito las ecuaciones para el caso en que las & tengan
autovalores continuos, pero haciendo los cambios formales necesarios,
dichas ecuaciones seguirdn siendo vélidas para el caso de que cualquier
subconjunto de las & tenga autovalores discretos. Consideremos ahora un
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sistema dindmico que tenga un analogo clisico y tomemos como E las
coordenadas q. Hagamos

Glg7> = e (52)

que nos define la funcién S de las variables g/, ¢”. Dicha funcién depende
también explicitamente de t. (52) es una solucion de la ecuacién de onda
de Schrodinger y si % se puede considerar pequefia, podemos tratarla
del mismo modo que hicimos con (35). La S que figura en (52) es distinta
de la S de (35), pues en (52) no figura la A, y en consecuencia, la S de (52)
serd compleja; pero la parte real de S sera igual a la S de (35), y la parte
imaginaria serd del orden de #. Luego, en el limite, cuando #—0, la S
que figura en (52) seré igual a la de (35), y en consecuencia habra de veri-
ficar la ecuacién correspondiente a (38).

—oS/et = H (g, ¥, (53)

donde
p,, = &S/eq’, (54)
y siendo H, el hamiltoniano del analogo clasico de nuestro sistema dindmi-
co cuantico. Pero (52) también es solucién de (51) puesta en funcién de
las g en vez de las &, ecuacion que es compleja conjugada de la ecuacion
de onda de Schrodinger en las variables ¢” o q’[’. Por ello S habra de

verificar t también e

85/0t, = H (g, P 9)

donde
p’ = —aS/eq” (56)

La solucién de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi (53), (55) es la funcién
de accién de la mecénica clasica para el intervalo t, a ¢, es decir, la integral
respecto al tiempo del lagrangiano L,

t

s= [ L) ar 57)

t

Luego, la S definida por (52) es el andlogo cudntico de la funcién de
accion cldsica, y en el limite h— 0, es igual a ella. Para hallar el analogo
cuantico del lagrangiano clésico, consideremos un intervalo de tiempo
infinitesimal, y pongamos t = o + 3, de donde resulta que <q;,,, 17>
es el analogo de e'Zt%’®t/%_Para los fines de la analogia, en lugar de conside-
rar L(t,) como una funcién de las coordenadas y de las velocidades en el

i Para una comparacién mas cuidadosa de las funciones de transformacién con la
mecénica clasica, véase VAN VLECK, Proc. Nat. Acad., 14, 178.
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instante #,, como se suele hacer generalmente, deberia considerarse como
una funcién de las coordenadas q” en el instante ¢, + 8 y de las coordena-
das q” en el instante &,.

El principio de minima accién de la mecénica clasica dice que la funcién
de acci6n (57) es estacionaria para pequefias variaciones de la trayectoria
del sistema que no cambian los puntos extremos, es decir, para pequefias
variaciones de las g en todos los instantes intermedios entre ¢, y ¢ que
dejen fijas q; y q:. Analicemos qué es lo que corresponde a dicho principio
en la teoria cuéntica.

Pongamos

by

exp i J L(t) dt/h l= exp{iS(ts, ta)/fi} = B(ts, to), (38)

t

donde B¢y, ts) correspondera a <q’ \ lg’, > de la teoria cuéntica. (Aqui q: y
q:b pueden designar autovalores de q, y q: distintos, pues asi evitamos
a b

tener que introducir un gran nimero de primas en el andlisis.) Considere-
mos el intervalo de tiempo ¢, — ¢ dividido en un gran niimero de pequeiios

intervalos to > t, t; >ty ..., tm1 —>tm, tm =1, que conseguimos introdu-
ciendo una sucesién de instantes intermedios ¢y, t,, ..., tn. Entonces
B(¢, to) = B(t,tm) B(tm, tm-1) ... B(ts, t1) B(ty, to). (59)

La ecuacién cudntica que corresponde a ésta, y que se deduce de la pro-
piedad (35) de § 16 de los vectores basicos, es

gy = [ . [<qle>dg<qiq, >dq_ .

- <qlg7> dgi<qllq>, (60)
donde para abreviar hemos escrito g/, en lugar de q’tk. A primera vista no

parece que exista ninguna correspondencia estrecha entre (59) y (60). Sin
embargo, analicemos con mas cuidado el significado de (59). Cada factor B
es una funcién de las g correspondientes a los dos extremos del intervalo
a que hace referencia. Con ello, el segundo miembro de (59) es una funcién
no sélo de g; y de g, sino también de todas las q intermedias. La ecua-
cién (59) es vilida Gnicamente si sustituimos las q intermedias que figuran
en el segundo miembro por sus valores en la trayectoria real, si bien
pequeiias variaciones en ellas dejan estacionaria a S, y en consecuencia,
seglin (58), también a B(t, t). Lo que corresponde a las integraciones para
todos los valores de las q” intermedias de (60) es el proceso de sustituir estos
valores en las g intermedias. Asi pues, el analogo cuintico del principio de
accién queda incluido en la ley de composicién (60), y la exigencia clasica
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de que los valores de las q intermedias hagan a S estacionaria corresponde
a la condicién en mecanica cuéntica de que todos los valores intermedios
de las ¢’ tienen importancia en relacién con su contribucion a la inte-
gral (60).

Veamos en qué forma (59) puede ser considerada como un caso limite
de (60) cuando # es pequefio. Hemos de suponer que el integrando de (60)
es de la forma ef/*, donde F es una funcién de q(’), q'l, q's s q"n, q: que
cuando # tiende a cero sigue siendo continua, y por tanto cuando %
es pequefio, el integrando es una funcién que oscila ripidamente. La
integral de una funcién que oscila ripidamente serd muy pequeia,
salvo las contribuciones que provengan de una regiéon del dominio
de integracién donde para variaciones comparativamente grandes de las ¢’,
F varie relativamente poco. Tal regién tiene que ser el entorno de un
punto en el cual F sea estacionaria para pequeiias variaciones de q. Luego,
la integral (60) est4 determinada principalmente por el valor del integrando
en un punto en el que el integrando es estacionario para pequefias varia-
ciones de las g’ intermedias, y en consecuencia (60) se transforma en (59).

Las ecuaciones (54) y (56) expresan que las variables ¢’, p) estan liga-
das a las ¢”, p” por una transformacién de contacto, y constituyen una de
las formas caracteristicas de escribir las ecuaciones de una transformacién
de contacto. Existe una forma aniloga de escribir las ecuaciones de una
transformacién unitaria en mecanica cuintica. De (52), con ayuda de (45)
de § 22, obtenemos

’ ’” o 8 ’ 7 6S(q:’ q’,) 4 4
qlp lg"> = —ih Gl = ———<glg”>.  (6])
" rt aqrt
Anélogamente, con ayuda de (46) de § 22, resulta
’ 174 ’. a ’ aS(q:’ q”)
qlplg”> = ih Qlg"> = —————<qlg">. (62)

oq; éq;
Segitin la definicion general de funcién de un conjunto de observables que
conmutan, tenemos

{q'if(q)8@lg”> = fg,)8(g")<q/19"> (63)

donde f(q:) y g(q) son funciones respectivas de las q, y de las q. Sea
G(q:, q) cualquier funcién de las g, y de las g de la forma de suma o
integral de términos del tipo f(q:)g(q), de modo que todas las q. que figuran
en G estén a la izquierda de las q. Las funciones que satisfagan esta con-
dicién diremos que estdn bien ordenadas. Aplicando (63 a cada uno de los
términos de G y sumando o integrando, obtenemos

GIGq, PIg”> = G(gq, 9")Kqll9">.
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Ahora supongamos que cada una de las p,; y de las p, puede ser expresada
como funcién bien ordenada de las g; y las g, y escribamos dichas funcio-
nes pr(qs, q), P{q:, q). Si en lugar de G ponemos dichas funciones, resulta

qilpa"> = p.q, 9")Xqilq">,
qiiplg"> = p(q, 97)Xq9"> .

Comparando estas ecuaciones con (61) y (62) respectivamente, vemos que

( 4 74 ES(q:’ q”) ( 4 //) — aS(q;, q”)
p.g.9") = g 7 9,9") = 207
Lo que significa que
85(qs 25(qe,
= e 85609 (64
o4yt aq,

donde los segundos miembros de (64) han de estar expresados como fun-
ciones bien ordenadas.

Estas ecuaciones son de la misma forma que (54) y (56), pero se refie-
ren a las variables cuanticas q;, ¢ que no conmutan y no a las variables
algebraicas ordinarias ¢’, ¢”. En ellas vemos hasta qué punto las condi-
ciones para que una transformacién entre variables cuinticas sea unitaria
son analogas a las condiciones para que unas variables clasicas estén liga-
das por una transformacién de contacto. Sin embargo, la analogia no es del
todo completa puesto que la S cl4sica tiene que ser real y, en cambio, no
existe ninguna condicién sencilla para obligar a que la S de (64) también
lo sea.

33. El conjunto de Gibbs

Hasta ahora hemos supuesto siempre que nuestro sistema dinimico estd
en un estado definido en cada instante de tiempo, o lo que es lo mismo,
que su movimiento esti especificado tan exhaustivamente y con tanta pre-
cisién como ello sea posible sin infringir los principios generales de la
teoria. En la teorfa clasica esto significaria, desde luego, que cada una de
las coordenadas y de los momentos tendria un valor determinado. Ahora
bien, podemos interesarnos por un movimiento que no sea conocido con la
méxima precisién posible. En esta seccién consideremos los métodos que
deben emplearse en este caso.

En mecénica clésica el procedimiento consiste en introducir lo que se
denomina un conjunto de Gibbs, cuya idea es la siguiente. Consideramos
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todas las coordenadas y momentos dindmicos como coordenadas cartesianas
de un cierto espacio que llamamos espacio de las fases, cuyo nimero de
dimensiones ser4 dos veces el niimero de grados de libertad del sistema.
Todo estado del sistema puede ser representado por un punto de dicho
espacio. Dicho punto se movera de acuerdo con las ecuaciones del movi-
miento clésicas (14). Pero supongamos ahora que no sabemos en qué estado
esta en cada instante de tiempo, sino solamente que esti en uno u otro
de un conjunto de posibles estados de acuerdo con una ley probabilistica
conocida. Podriamos representarlo mediante un fluido en el espacio de las
fases, para el que la masa contenida en un volumen cualquiera del espacio
de las fases fuera igual a la probabilidad total de que el sistema estuviera
en un estado cuyo punto representativo estuviera comprendido en el inte-
rior de dicho volumen. Cada particula de fluido se moveria de acuerdo con
las ecuaciones de movimiento (14). Si introducimos la densidad p del fluido
en cada punto como la probabilidad por unidad de volumen del espacio
de las fases de que el sistema esté en un estado cuyo punto representativo
esta en el entorno del punto considerado, obtendremos la ecuacién de con-

servacion
_at—”_z{aq, ®ar )+a, P )5
|
f

= —Ip, H]. (65

que puede ser considerada como la ecuaciéon de movimiento del fluido, pues
determina la densidad p en cualquier instante si conocemos la densidad p
inicialmente como funcién de las g y de las p. Salvo el signo menos, esta
ecuacion es de la misma forma que la ecuacién de movimiento ordinaria (15)
para una variable dinidmica.

Al exigir que la probabilidad total de que el sistema esté en algin
estado sea igual a uno obtenemos una condicién de normalizacién para p

( f o dgdp = 1, (66)

donde la integracién estd extendida a todo el espacio de las fases y donde
dq y dp simbolizan el producto de todos los dq y de todos los dp. Si 8 es
una funcién cualquiera de las variables dindmicas, el valor medio de B sera

[ [ 8 dqap. 67)

Si en lugar de la densidad considerada tomamos una p que difiera de la
anterior en un factor k positivo y constante, la teoria no cambia mas que de



33. EL CONJUNTO DE GIBBS 145

forma trivial, pero en cambio nos facilita la interpretacion. En lugar
de (66) tendremos ahora

deqdp:k.

Con esta nueva densidad la imagen del fluido puede ser un conjunto de k
sistemas dindmicos similares, cada uno de los cuales se mueve independien-
temente en el mismo espacio, sin ninguna perturbacién o interaccién mutua.
La densidad en cualquier punto sera igual al nimero probable o promedio
de sistemas en el entorno de cualquier estado por unidad de volumen del
espacio de las fases, y la expresion (67) representara el valor medio total
de B para todos los sistemas. Tal conjunto de sistemas dindmicos, que cons-
tituye el llamado conjunto de Gibbs, generalmente sélo se puede realizar en
la practica como aproximacién grosera, pero de todos modos constituye una
abstraccion tedrica muy Wtil.

Veremos que existe una densidad p correspondiente en mecénica cuan-
tica, que tiene propiedades anilogas a la anterior. Fue introducida por
primera vez por von Neumann. Su existencia es bastante sorprendente si se
tiene en cuenta que el espacio de las fases no tiene ningun significado en
mecanica cuintica, ya que no hay ningin modo de asignar simultinea-
mente valores numéricos a las q y a las p.

Consideremos un sistema dinamico que en un cierto instante esté en
uno u otro de un conjunto de posibles estados de acuerdo con una ley
probabilistica conocida. Dichos estados pueden constituir un conjunto dis-
creto o bien un conjunto continuo o ambas cosas a la vez. Para concretar
consideraremos el caso de un conjunto discreto que supondremos nume-
rado por un pardmetro m. Sean |m> los kets normalizados correspondientes
a dichos estados, y P,, la probabilidad de que el sistema esté en el estado
m-ésimo. Definimos entonces la densidad cuantica p por

p = 3 |m>Pm<m]. (68)

Sea p” un autovalor cualquiera de p y |p”> un autoket perteneciente a dicho
autovalor. En ese caso

> Im>Paimlp’> = plo”> = ¢'lp">

y por tanto
2 <plm>Pmimle”> = ¢’<p’le">

0 sea
S Pu<mlp”> 2 = p’<¢'lp".

10. — CUANTICA
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Pero como P,, es una probabilidad no puede ser negativa. Por tanto, ¢’ no
puede ser negativo. Luego p no tiene ningun autovalor negativo, analoga-
mente a lo que ocurre con la densidad clésica p que no es nunca negativa.

Hallemos la ecuacién de movimiento para la densidad cuéntica p. En la
imagen de Schrodinger los kets y bras de (68) variaran con el tiempo de
acuerdo con la ecuacién de Schrédinger (5) y su conjugada imaginaria, en
tanto que las P,, permaneceran constantes, pues mientras el sistema perma-
nezca inalterado no puede pasar de un estado correspondiente a un ket
que verifica la ecuaciéon de Schrédinger a otro estado correspondiente a
otro. En consecuencia,

=2 |
— 2 {H]m>P,,,<m| — |m>P,<m|H}
= Hp—pH. (69)

Esta es la aniloga cuédntica de la ecuaciéon del movimiento clasica (65).
La p cudntica, igual que la clésica, estd determinada en todo instante si se
conoce su valor inicial.

Segun la hipétesis de § 12, el valor esperado de cualquier observable 8
cuando el sistema est4 en el estado m es <m|g|m)>. Por tanto, si Pm es la ley
de probabilidad de que el sistema esté en los distintos estados m, el valor
esperado de B serd 3 Pn<m|8lm>. Introduciendo una representacion que

d{m|
Poim| + [mdPp |
dt |

dt

tenga un conjunto de kets bésicos |£> discreto, esto equivale a
E PncmlE’> <E'|BIm> = E <E'|BIm> Ppu<m| ">
= Z‘ <&'IBplE> = Z <E’lpBIE", (70)

siendo el dltimo paso facilmente comprobable con la ley de multiplicacion
de matrices, ecuacién (44) de § 17. Las expresiones (70) son las anélogas de
la (67) de la teoria clasica. Alli donde en mecénica clisica hayamos de
multiplicar 8 por p e integrar dicho producto para todo el espacio de las
fases, en la teoria cuéntica habremos de multiplicar 8 por p en cualquier
orden, y tomar la suma de los elementos diagonales ! de dicho producto
en una representacion. Si en la representacién existe un conjunto continuo
de vectores basicos |&”>, en lugar de (70) tendremos

[ <&igele> ag = [ <&lople> d, ™)

y entonces en lugar de sumar los elementos diagonales habremos de reali-

T N.del T.: La suma de todos los elementos diagonales de una matriz se denomina
traza.
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zar un proceso de ‘integracién a lo largo de la diagonal’. Definiremos Ia
suma diagonal de Bp en el caso continuo por (71). Se puede comprobar
tacilmente a partir de las propiedades de las funciones de transforma-
cién (56) de § 18, que la suma de los elementos diagonales es igual en todas
las representaciones.

De la condicién de que los |m)> estén normalizados se deduce, para el
caso de &’ discretos

2 <EplE> = 3 K& m>Pu(mlE"> = ¥ Pn = 1, (72)
34 &m m

pues la probabilidad de que el sistema esté en algin estado es igual a uno.
Esta es la ecuacién andloga de la (66). La probabilidad de que el sistema
esté en el estado &', o la probabilidad de que los observables & que son
diagonales en la representacién tengan los valores &’ es, segtn la interpreta-
cién de los representantes de un ket (51) de § 18,

2 | <Em> PPm = <E'lplED, (73)

que da significado a cada uno de los términos del primer miembro de (72).
Para &’ continuos, el segundo miembro de (73) da la probabilidad de que
los & tengan valores en el entorno de &’ por unidad de intervalo de varia-
cién de las &”.

Igual que en la teoria clasica, podemos considerar una densidad igual
a k veces la p que hemos definido y decir que representa un conjunto de
Gibbs constituido por k sistemas dinamicos iguales, entre los que no hay
perturbacién o interaccién alguna. Asi el ltimo miembro de (72) sera igual
a k, y (70) o (71) nos daran el valor esperado de g para todos los elementos
del conjunto, mientras que (73) representara la probabilidad total de que
un elemento del conjunto tenga unos valores de las & iguales a &, 0 en el
entorno de &’ por unidad de intervalo de variacién de los valores &’.

Una aplicacién importante del conjunto de Gibbs es su aplicacién a un
sistema dindmico en equilibrio termodindmico cuyo contorno est4 a una
temperatura dada T. Gibbs demostré que dicho sistema estd caracterizado
en mecanica clasica por una densidad

p = ceH/MT, (74)

donde H es el hamiltoniano, que en este caso es independiente del tiempo,
k es la constante de Boltzmann, y ¢ es un nimero que se elige de mode
que se verifique la condicién de normalizacién (66). Esta férmula puede
ser tomada a su vez en mecénica cudntica sin ninguna modificacién. Para
altas temperaturas, (74) se reduce a p = ¢, que sustituido en el segundo
miembro de (73) de c<&'|E’> = c, en el caso de & discretos. Vemos pues,
que a altas temperaturas todos los estados discretos son igualmente pro-
bables.
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84. El oscilador armonico

Un ejemplo sencillo e interesante de un sistema dinamico en mecanica
cuéntica lo constituye el oscilador arménico. Tiene importancia en la teoria
general pues es un elemento bésico en la teoria de la radiacién. Las tnicas
variables dindmicas que se necesitan para describir dicho sistema son una
coordenada g y su momento candnico conjugado p. En mecanica clasica su
hamiltoniano es

1
H = — (p* + mo?qh), )
2m

donde m es la masa de la particula que oscila, y o es igual a 2% veces la
frecuencia. Supondremos que en mecanica cuintica es valido el mismo
hamiltoniano. Este hamiltoniano junto con la condicién cuantica (10) de
§ 22 definen completamente el sistema.

Las ecuaciones del movimiento de Heisenberg son

q: = [q:, H] = ps/m,

7); = [p,, H] = —m(n"q,. (2)
Es conveniente introducir la variable dinimica compleja sin dimensiones
7 = (2mhio) X (p + imoeq). 3)

Las ecuaciones del movimiento (2) dan
1 = (2mhoe) H(— mo?q, + iop) = ion.
Esta ecuacién se puede integrar y resulta
e = 1o e, @

donde 7, es un operador lineal independiente de ¢, y es igual al valor
de 7, en el instante inicial £ = 0. Las ecuaciones anteriores son idénticas
a las de la teoria clasica.
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Podemos expresar ¢ y p en funcién de 7 y de su compleja conjugada 7,
y poner todo en funcién exclusivamente de las variables 7 y 7. Tenemos

fioni] = (2m) Y(p+ imoq)(p — imeq)
= (@m)7p® + m*a?q® 4 imo(qp —pq)]

= H—iho ()
y analogamente
hoin = H + lho. (6)
Luego,
n—mi = 1. )

La ecuaci6n (5) o (6) expresan H en funcién de 1y 7, y (7) da la relaciéon
de conmutacién entre 77 y 7. De (5) resulta

hoimn = 7H — thoed]
y de (6)

Luego,

hoimi = Hij + Yhot].
71H — H7] = Ao, (8)
Asimismo, la (7) conduce por induccién a
mt—n' = g %)
para todo valor de n entero y positivo, pues multiplicando (9) por 7 a la

izquierda se obtiene (9) con n + 1 en lugar de n.
Sea H’ un autovalor de H y sea |H’> un autoket perteneciente a él.

Segun (5)
RoCH'MIH"> = <H'|H —}holH'> = (H'— Jhe)<H'|H'),
Pero <H’\nij|H’> es el cuadrado de la longitud del ket %|H’>, y por tanto,
<H'milH"> = 0,

siendo vélido el signo igual s6lo cuando 7|H’) — 0. Asimismo, <H’|H"> > 0.
Luego,
H = lho, (10)

siendo vélido el signo igual sélo cuando 7{H’> = 0. Como H tiene la forma
de suma de cuadrados (1), es de esperar que sus autovalores sean todos
positivos o nulos (pues el valor medio de H para cualquier estado tiene
que ser positivo 0 nulo). Pero ademas ahora hemos obtenido una condicion
mas restringida (10).

De (8) resulta

Hi7\H'> = (fH —hoM)H’> = (H — ko) H">. (11)
Ahora bien, si H' = lhw, 7|H’> es distinto de cero, y segin (11) es un
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autoket de H perteneciente al autovalor H' — #iw. Luego, si H’ es cual-
quier autovalor de H distinto de }#%w, entonces H — #iw es también auto-
valor de H. Podemos repetir el razonamiento y deducir que si H —#o 7%
#4}#fio, entonces también H'— 2fiw es autovalor de H. Reiterando el pro-
cedimiento obtenemos la serie de autovalores H’, H’ —#w, H — 2ho,
H’ — 3hao, ..., que, como en virtud de (10) no puede extenderse indefinida-
mente, ha de terminar forzosamente con el valor {Aiw. Asimismo de la
ecuacion compleja conjugada de la (8) resulta

HinlH> = (nH +hen)H"> = (H' + fio)nH',

que muestra que salvo en el caso de que 7H"> = 0, H" + #io es otro
autovalor de H uno de cuyos autokets es 7j|H’>. La posibilidad de que
H’> = 0 puede ser desechada, pues nos conduciria a

0 = fofmH"> = (H + {fho)H> = (H' + tho)H",

en contradiccién con (10). Luego, H’ 4- fiw siempre es otro autovalor de H
y por tanto también lo son H’ + 2he, H’ 4 3fo, etc. Por consiguiente, los
autovalores de I son la sucesién de nimeros

1hw, 3o, sho, Tho, ... (12)

que se extiende hasta infinito. Estos son los valores posibles de la energia
para el oscilador arménico.
Sea [0> un autoket de H perteneciente al minimo autovalor {#w; por
tanto,
70> = 0, (13)

y formemos la sucesion de kets
0>, 70>, 70>, 70>, ... (14)

Todos ellos seran autokets de H pertenecientes respectivamente a la suce-
sién de autovalores (12). De (9) y (13) se deduce

0> = nn* 10> (15)

para todo entero n no negativo. Luego, el conjunto de kets (14) es tal
que 7 o 7] aplicado a cualquier ket del conjunto da un ket dependiente del
conjunto. Ahora bien, como todas las variables dindmicas de nuestro pro-
blema se puede expresar en funcién de 7 y 7, los kets (14) constituyen
un conjunto completo (de no ser asi, existirian otras variables dinidmicas).
Hay un solo ket del conjunto para cada autovalor (12) de H, luego, H cons-
tituye por si solo un conjunto completo de observables. Los kets (14)
corresponden a los distintos estados estacionarios del oscilador. El estado
estacionario con energia (n + )k, correspondiente a 4"/0>, se denomina
estado cuéntico de orden n.
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El cuadrado de la longitud del ket %*0> segin (15) es
O 0> = n<0i» 10>

Por induccién obtenemos

<OlFF0> = nl (16)
si [0> estaba normalizado. Por tanto, los kets (14) multiplicados respectiva-
mente por los coeficientes n!™4, con n =0, 1, 2, ..., constituyen los kets

basicos de una representacién, a saber, la representacién en la que H es
diagonal. Todo ket |x> se puede desarrollar en la forma

D = 3 x 70, (17)

siendo los x, niimeros. Por este procedimiento el ket x> estd en correspon-
dencia con una serie de potencias Y x,7* de la variable 7, donde los dis-
tintos términos corresponden a los distintos estados estacionarios. Si [x>
estd normalizado, define un estado para el que la probabilidad de que el
oscilador arménico esté en el estado cudntico de orden n, o sea, de que H
tenga el valor (n 4 })ho, es

P, = n! |5, (18)

segan se deduce del mismo razonamiento que nos condujo a la (51) de § 18.

El ket 0> puede ser considerado como un ket standard y la serie de
potencias de ) como una funcién de onda, pues todo ket se puede expresar
como dicha funcién de onda multiplicada por el ket standard. Asi obtene-
mos un tipo de funcién de onda que difiere de las que utilizamos corriente-
mente, y que introdujimos en (62) de § 20, en que es funcién de una
variable dinidmica compleja 7 y no de un observable. Esta representacién
la utilizé por primera vez por V. Fock, y la llamaremos representacién de
Fock. En muchas aplicaciones es la representacién més conveniente para
describir estados del oscilador arménico. El ket standard [0)> verifica la
condicion (13) que sustituye a las condiciones (43) de § 22 del ket standard
de la representacién de Schrodinger.

Introduzcamos la representacion de Schrodinger con g diagonal para
obtener los representantes de los estados estacionarios. De (13) y (3) resulta

(p —imoq)|0> = 0,
de modo que
{g'lp —imwql0> = 0.

Con ayuda de (45) de § 22, ésta equivale a
)

oq’

# 2 (q10> + mog<q|0> = 0. (19)
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La solucién de esta ecuacién diferencial es
q'10> = (mo/wh)te me/2h, (20)

donde hemos tomado el coeficiente numérico de modo que [0)> esté norma-
lizado. Este es el representante del estado fundamental, nombre que se da
al estado de menor energia. Los representantes de los demas estados esta-
cionarios se pueden deducir a partir de éste. Segin (3) tenemos

Lg'ImM0> = (2mthiw) 3q'|(p + imwq)"|0>

= (2mﬁm)“"/‘-’i"(— h 8_6’— + qu’)"<q’i0>
q ,

= i"(@mho) /2 (mo/H) (— A2 mog )e 1)
q

Esta expresién se puede desarrollar ficilmente para pequeiios valores de n.
El resultado es de la forma e™¢*/2% multiplicado por un polinomio de
grado n en ¢’. Para que el representante del estado cuantico de orden n
esté normalizado tenemos que agregar en (21) el factor n!™%. Los factores
de fase i* se pueden suprimir.

35. Momento angular

Consideremos una particula caracterizada por sus tres coordenadas car-
tesianas x, y, z y sus tres momentos conjugados p., p,, p.. El momento
angular respecto al origen se define, igual que en la teoria clasica, por

m, = yp,—zp, M, = ZP,—xP, M, = IPy—Yp,, (22)
o bien por la ecuacién vectorial
m = x X p.

Hemos de calcular los P. B. de las componentes del momento angular con
las variables dindmicas x, p,, etc., y consigo mismas. El modo mas facil de
hacerlo es utilizar las reglas (4) y (5) de § 21. Asi

[ms, x] = [xpy—yps, x] = —ylps 2] =y, } 23)
[m,y] = [xpy—ypayl = x[p,, y] = —x,
[m., z] = [xpy—yps 2] = 0, (24)
y analogamente
[m:,p:] = py,  [msp] = —ps, (25)

[m.,p.] = 0O, (26)
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con las relaciones correspondientes para m, y m,. Tenemos ademas
[m.m] = [zp. —xp m] = z[p,m]—[xm]p
= —2zpy +yp.: = my, l 27)

[m,, m,] = m,, [m., m,] = m.. f

Estos resultados son los mismos que en la teorifa clisica. Los signos de (23),
(25) y (27) son faciles de recordar por la regla siguiente: cuando las tres
variables dinamicas, es decir, las dos del P.B. de la izquierda y la del
resultado de la derecha estin en permutacién circular de (xyz), el signo
es positivo, y en caso contrario es negativo. Las ecuaciones (27) se pueden
escribir en notacién vectorial

mX m = ihm. (28)

Supongamos ahora que existan varias particulas de momentos angulares
m;, m,, ... Cada uno de estos momentos angulares vectoriales verificara la
relacién (28), o sea,

m, X m_ = ihm,

y ademas cada uno de ellos conmutard con todos los demds, y en conse-
cuencia
m, X m; + myg Xm,=0 (1‘7’58).

Luego si M = 3 m, es el momento angular total,
r

MXM:szXmazszer_i— 2 (mI‘Xm'+m:><m7)
—ih > m,= M. (29)

=
Este resultado es de la misma forma que (28), y por tanto, las componentes
del momento angular total M de cualquier nimero de particulas verifican
las mismas relaciones de conmutacién que el momento angular de una sola
particula.

Sean A,, A,, A, las tres coordenadas o las tres componentes del momento
de una de las particulas. Las A conmutaran con los momentos angulares de
las otras particulas, luego segin (23), (24), (25) y (26) ser

[M,, A;] = A, M, A)] = —A,, [M,A,] = 0. (30)

Si B;, By, B, es un segundo conjunto de tres cantidades que representan
las tres coordenadas o las tres componentes del momento de una de las
particulas, también verificaran relaciones similares a (30). Tendremos en-
tonces

[M,, A, B, + A, B, + A.B,]

= [M., A;]B, + AJ[M.,B,] + [M, A/]B, 4 A,[M.B,]

A,B,+A;B,—A,B,—A,B,
0.

ol
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Por tanto, el producto escalar A; B, + A, B, + A, B, conmuta con M,, y
analogamente también con M, y M,. Consideremos el producto vectorial

AXB =C
o sea,

A,B,—A,B, = C,, A.B,—A,B, = C,, A,B,—A,B, = C..

Tenemos

[M. C.] = —A,B,+A,B, = C,

y analogamente :
[Mz, Cv] = —C,, [Mz; Cz] =0

Estas ecuaciones son a su vez de la forma (30) con C en lugar de A. De
aqui resulta que las ecuaciones (30) son validas para las componentes de
cualquier vector que podamos formar a partir de las variables dinamicas,
y que todo escalar conmuta con M.

Podemos introducir operadores lineales de rotacion R alrededor del
origen anilogamente a como hicimos con los operadores de traslacién D
en § 25. Para una rotacién de dngulo 8¢ alrededor del eje z, considerando
8¢ como un infinitésimo, obtenemos el operador limite correspondiente a
64 de § 25,

lim (R—1)/5¢,

S¢—>0
que llamaremos operador de rotacién alrededor del eje z y designaremos
por r.. Igual que los operadores de traslacion, r, es también un operador
lineal imaginario puro que est4 indeterminado en un nimero aditivo imagi-
nario. En correspondencia con (66) de § 25, la variacién de primer orden
de 8¢ que experimenta una variable dinidmica v al realizar un giro de
angulo 24 pequefio alrededor del eje z es

Ip(r,0 — vry). (31)

Pero las variaciones de las tres componentes A,, A, y A, de un vector, de-
bidas a un giro de todos los aparatos de medida en un 4ngulo 8¢ (hacia
la derecha) alrededor del eje z, son respectivamente 3¢A,, — 8¢A, y 0,
mientras que los escalares permanecen invariantes en el giro. Igualando
estos cambios a (31), resulta

r,A, — A, = A, 1Ay — A, = — A,
1A, — Agr, = 0,

y que r, conmuta con cualquier escalar. Comparando estos resultados con
(30), vemos que i#r, verifica las mismas relaciones de conmutacién que M..
Luego, su diferencia M, — ifir, tiene que conmutar con todas las variables
dindmicas, y por tanto, es un nimero. Dicho niimero, que necesariamente
ha de ser real, pues M, y ifir, son ambos reales, puede hacerse igual a cero
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eligiendo convenientemente el nimero imaginario puro arbitrario que se
podia sumar a r,. Entonces resultara

M, — ihr,. (32)

Para M; y M, tendremos las ecuaciones correspondientes. Estas ecuaciones
son analogas a (69) de § 25. Luego, el momento angular total estd asociado
con los operadores de rotacién del mismo modo en que el momento total
estd asociado con los operadores de traslacién. Esta conclusién es valida
tomando el origen en cualquier punto.

Los razonamientos anteriores son validos para los momentos angulares
debidos al movimiento de las particulas, que para cada particula vienen
dados por (22). En la teoria atémica interviene otra clase de momento
angular, que es el momento angular de spin. Al primero se le llama momen-
to angular orbital para diferenciarlo del segundo. El momento angular de
spin debe atribuirse a algin movimiento interno de la particula, pues esta
asociado a grados de libertad distintos de los que intervienen en la des-
cripcién del movimiento de la particula como un todo, y por tanto, las
variables dindmicas que representan el spin tienen que conmutar con zx, Y,
Z, Pz, Py Y p- Estrictamente, el spin no tiene correspondiente en mecénica
clasica, y en consecuencia el método de analogia clasica no es conveniente
para su estudio. Sin embargo, podemos construir una teoria del spin postu-
lando simplemente que las componentes del momento angular de spin estén
relacionadas con operadores de rotacién del mismo modo que los momentos
angulares orbitales. Es decir, postulando que la ecuacién (32) también sea
valida para M, igual a la componente z del momento angular de spin de
una particula y 7, igual al operador de rotacién alrededor del eje z relativo
a los estados de spin de la particula. Con esta hipétesis, las relaciones de
conmutacién de las componentes del momento angular de spin M con cual-
quier vector A relativo al spin han de ser de la forma (30), y en conse-
cuencia, tomando A como el propio momento angular de spin se obtiene
la ecuacidn (29) para el spin. Asi pues, (29) es vélida en general para cual-
quier suma de momentos angulares orbitales y de spin, y anilogamente (30)
también serd valida para M igual al momento angular total orbital y de
spin y A una variable dindmica vectorial cualquiera. Asimismo la relacién
entre momentos angulares y rotaciones tiene también validez general.

Como consecuencia inmediata de esta relacién podemos deducir la ley
de conservacion del momento angular. Para un sistema aislado, el hamil-
toniano debe ser invariante frente a las rotaciones en torno al origen, o lo
que es lo mismo, ha de ser un escalar; por tanto, tiene que conmutar con el
momento angular alrededor del origen. Luego, el momento angular es una
constante del movimiento. En este razonamiento el origen puede ser cual-
quier punto.

Como segunda consecuencia inmediata podemos ver que un estado con
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momento angular total nulo tiene simetria esférica. Dicho estado corres-
pondera a un ket |S> que verificara

M,S> = M,S> = M.S> = 0,
y, por tanto,
“IS> = r,iS> = 5> = 0.

Esto indica que el ket |S> es invariante frente a las rotaciones infinitesimales,
y en consecuencia también frente a rotaciones finitas, ya que éstas se pue-
den construir a partir de las primeras. Luego, el estado tiene simetria
esférica. El teorema reciproco de que un estado con simetria esférica tiene
momento angular total nulo, también es cierto, si bien la demostracién ya
no es tan sencila. Un estado con simetria esférica corresponde a un ket
IS> cuya direccién no se modifica por una rotacién. Luego, la variacion
de |S> al aplicarle un operador 7, r, o r, tiene que ser un miltiplo numé-
rico de [S>, por ejemplo,

rdS> = ¢JS>,  1I8> = ¢,)8, 1SS = ¢S,
donde los ¢ son niimeros. Asi obtenemos

M,S> = ihc,|S), M,S> = ihe,|S),
M.|S> = ihc,S), (33)

Estas ecuaciones estin en contradiccién con las relaciones de conmuta-
cién (29) entre M,, M, y M, salvo si ¢, =c¢,=c.=0, en cuyo caso el
estado tiene momento angular total nulo. (33) constituye un ejemplo de
autoket comun a los tres operadores lineales M,, M, y M. que no conmutan
entre si, y ello solo es posible si los tres autovalores correspondientes son
cero.

36. Propiedades del momento angular

Hay algunas propiedades del momento angular que se pueden deducir
sin mas de las relaciones de conmutacién entre las tres componentes. Tales
propiedades son validas tanto para el momento angular orbital como para
el de spin. Sean m,, m, y m, las tres componentes de un momento angular,
e introduzcamos la cantidad 8 definida por la ecuacién

= m? 4+ m- 4+ m2.
z v z

Como B es un escalar ha de conmutar con m,, m, y m.. Sea un sistema
dindmico cuyas unicas variables dinamicas sean m,, m, y m,. En ese caso
B conmuta con todos los operadores y, por tanto, ha de ser un numero.
Podemos estudiar este sistema dindmico de forma parecida a cémo hicimos
con el oscilador armédnico en § 34.
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Pongamos
m,—im, = 1.

A partir de las relaciones de conmutacién (27) deducimos

m = (m, + im,)m, — im))= mZ+ m: —i(m;m, — m,m.)

= B—m+ hm, (34)
y analogamente
77 = B—m;—Him,. (35)
Luego, resulta
m—niq = 2hm,. (36)
Asimismo
m,n —nm, = ihm, —fim, = —hx, (37)

Supondremos que las componentes del momento angular son observables
Y que, por tanto, m, tiene autovalores. Sea m’ uno de ellos y sea |m’> un
autoket perteneciente a dicho autovalor. Segun (34)

<ml|ippim.> = <m!|B—m? 4 hm |m’> = (8 —m? + him))m[m)>.

El primer miembro de esta ecuacion es el cuadrado de la longitud del ket
nimi) y, por tanto, es mayor o igual que cero. El caso de igualdad se
tendra si y sélo si nlm’> = 0. Luego,
o bien
B+ > (m —ghy (38)
Por tanto,
B+ 4ih*=0
Si definimos el nimero k por
Kb3h= (540 = m b mebod 448y, (39)
con lo cual k= — i%, la desigualdad (38) se convierte en
k+ 45 > Im — 3|
o bien
k+h=m > —k (40)
El caso de igualdad se tendra si y sélo si nm’ > = 0. Analogamente, de (35)
<m’iiim’ > = (B —m> —fim’)}Xm’ Im; >,

lo que demuestra que
B—mZi—fm =0

z
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o bien
k> m’z =2 —k—=8,
verificindose una igualdad si y sélo si f§lm/> = 0. Esta condicién junto
con (40) nos muestra que k=0 y que
k=2 m =2 —k, (41)
siendo m’ =k si Alm’> =0, y m’ =—k si nim’> = 0.
De (37)

m nim> = (m —fn) > = (0 —h)7m>.

Si m’z 7= —k, 7]’|m;> es distinto de cero y por tanto es un autoket de m,
perteneciente al autovalor m’—#. Andlogamente, si m’ —# + —k,m’ —2h
también es autovalor de m., y asi sucesivamente. Asf obtenemos la suce-
sion de autovalores m/, m’ —#. m’ —2h, ... que en virtud de (41) ha
de acabar fouosamente y sélo puede acabar con el valor —k. A su vez,
la ecuacién compleja conjugada de (37)

m_fm> = (im_+ &) |m> = (' -+ h)7m>,

demuestra que m’ + # es también autovalor de m. salvo si ﬁim’ >=0, en
cuyo caso m’ = = k. Reiterando el procedlmlento obtenemos otra sucesién
de autovalores m m + h, m’ 4 2h, ..., que en virtud de (41) tiene que
terminar forzosamente y sélo puede terminar con el valor k. Podemos con-

cluir que 2k tiene que ser un miltiplo entero de % y que los autovalores
de m, son

k, k—#, k—2h, ..., —k+#h, —k (42)

Por simetria, los autovalores de m, y m, han de ser los mismos. Todos
estos autovalores son multiplos enteros o bien multiplos impares semiente-
ros de #, segin que 2k sea un mutiplo par o impar de #.
Sea |max> un autoket de m, perteneciente al autovalor maximo k, con
lo que
Amax> = 0, (43)

y formemos la sucesién de kets
lmax>, 7lmax>, %*max>, ..., 72*/%max). 44

Todos estos kets son autokets de m, pertenecientes respectivamente a la
sucesion de autovalores (42). El conjunto de kets (44) es tal que al aplicar
el operador 71 a cualquiera de ellos se obtiene un ket dependiente del
conjunto (7 aplicado al Gltimo da cero) y segin (36) y (43) vemos que al
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aplicar 7 a uno cualquiera de ellos obtenemos también un ket que depende
del conjunto. Todas las variables dindmicas del sistema que estamos con-
siderando se pueden expresar en funcién de % y de 7, y por tanto, el
conjunto de kets (44) es un conjunto completo. Hay un solo ket pertene-
ciente a cada autovalor (42) de m,, por lo tanto m. constituye por si solo
un conjunto completo de observables.

Es conveniente definir el modulo del vector momento angular m igual
a k definido por (39) y no igual a B%, ya que los valores posibles de k son

0, 3%, %, 3K, %, ..., (45)

hasta infinito, mientras que los de g4 constituyen un conjunto de nimeros
mas complicado.

Para un sistema dindmico que tenga otras variables dinimicas ade-
més de m,, m, y m, pueden existir variables que no conmuten con 3. En ese
caso 8 ya no serd un nimero sino un operador lineal. Para todo momento
angular orbital (22) ocurrird esto, pues x, y, 2, Ps, Py Y P> DO conmutan
con B. Supondremos que 8 es siempre un observable, y que por tanto, se
puede definir (39), utilizando la funcién raiz cuadrada positiva, que también
sera un observable. Diremos que el k asi definido es la magnitud del vector
momento angular en el caso general. El analisis anterior que empleamos
para obtener los autovalores de m, sigue siendo vélido en este caso si
sustituimos |m> por un autoket |k'm/> comin a los observables que
conmutan k y m,, resultando que los autovalores posibles de k son los
nameros (45), y que para cada autovalor k’ de k los autovalores de m. son
los nimeros (42) sustituyendo k por k’. He aqui un ejemplo de un fen6meno
con el que no nos habjamos encontrado anteriormente, a saber, que para
dos observables que conmutan, los autovalores del uno dependen de qué
autovalor del otro consideremos. Este fenémeno se puede interpretar como
que ambos observables no son completamente independientes, sino que
parcialmente son funcién uno de otro. El nimero de autokets independien-
tes comunes a k y m, que pertenecen a los autovalores k* y m’, no ha de
depender de m’, pues para cada |k'm’)> independiente podemos obtener
un |[K'm”> también independiente con cualquier valor de m” de la suce-
sién (42), sin mds que multiplicar |k'm’> por una potencia adecuada de
7 o de 7.

Como ejemplo consideremos un sistema dindmico que posea dos mo-
mentos angulares m, y m,, que conmutan entre si. Si no existe ninguna otra
variable dindmica, todas las variables dindmicas conmutarin con las can-
tidades k; y k. de m; y m,, luego, tanto k; como k, son niimeros. Sin
embargo, la magnitud k del momento angular resultante M = m; 4+ m, no
es un nimero (ya que no conmuta con las componentes de m; y de m,)
y resulta interesante calcular los autovalores de K. El modo mas sencillo
de hacerlo se basa en un procedimiento de contar kets independientes.
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Hay un solo autoket independiente comun a m,, y ms. que pertenezca a un
autovalor m’_para cada uno de los valores k;, k;, — h, ky—2 , ..., —k;
y a un autovalor m’_para cada uno de los valores k,, k—#, ks — 2#,

., — ks, y dicho ket es también autoket de M, perteneciente al autovalor
M’ =m|_ + m|_. Los valores posibles de M’ serdn, por tanto, ki + k,
k, + k2—ﬁ k, + ke—2#, ..., —ky—ks, y ¢l ntimero de veces que ocu-
rrird cada uno de ellos viene dado por el siguiente esquema (para concretar

supondremos k; = k),

ki+-ko, ky+ko—Hh, ki +ko—2h, ... k\—ko, ky,—Fk,—H, ... \
1 2 3 vee 201 2k,4-1 2(46)
. —k,+ky, —k,+ko—nh,...,—k—ks s
2k, 41 %, ... 1
Ahora bien, para cada autovalor K’ de K, M, tendra los autovalores K’,
—#h, K'— 2h, ..., — K’ y para cada par de autovalores de K y M, exis-

tira el mismo nimero de autokets independientes comunes a Ky a M..
El nimero total de autokets de M, independientes que pertenecen a un
autovalor M’ tiene que ser el mismo tanto si los elegimos entre los auto-
kets comunes a m4 y mo, como si los elegimos entre los autokets comunes
a Ky M,, luego, en ambos casos viene dado por el esquema (46). De aqui
se deduce que los autovalores de K son

ky+ ks, kyd-ko—t, ki+ko—2h, ..., ki—ko, (47)

y que para cada uno de estos autovalores de K y un autovalor de M, com-
patible con él existe un Gnico autoket independiente comin a Ky a M..

Hemos de considerar la accién de las rotaciones sobre los autokets de
las variables de momento angular. Sea [M’)> un autoket cualquiera de la
componente z del momento angular total de un sistema dinamico general,
y apliquémosle un pequefio giro de 4ngulo 8¢ en torno al eje z. Segin (32)
se transformara en

(L4861 ) IM"> = (1—idpM, /h) (M >

Esto equivale a
(L—ioM'B/) M > = e“'s‘M;/"JM;)

para el primer orden en 3. Luego [M]> queda multiplicado por el factor
numérico e ~#¢# /% Aplicando sucesivamente pequefios giros resulta que
una rotacién de angulo ¢ alrededor del eje z transforma a |[M’> en si
mismo multiplicado por e ~#M’ /% Tomando ¢ = 2x resulta que un giro
de 2n alrededor del eje z de]a invariante a IM’> cuando el autovalor M’
es multiplo entero de %, y le cambia el signo si M. es miltiplo impar semi-
entero de #i. Ahora consideremos un autoket |K’> de la magnitud del mo-
mento angular total K. Si el autovalor K’ es un multiplo entero de #, los
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autovalores posibles de M, seran todos multiplos enteros de #, y un giro
de 2= alrededor del eje z dejaréd invariante a |[K">. Por el contrario, si K’ es
un miltiplo impar semientero, los autovalores posibles de M, seran todos
multiplos impares semienteros de #, y un giro de 2x en torno al eje z cam-
biar4 el signo de |K’>. Por simetria, un giro de 2= en torno a cualquier eje
tendra los mismos efectos sobre |[K’> que un giro de 2= en torno al eje z.
Asi llegamos a la conclusién general de que un giro de 2z alrededor de
cualquier eje deja invariante a un ket o bien le cambia el signo, segin
que pertenezca a autovalores de la magnitud del momento angular total que
sean multiplos enteros o miltiplos impares semienteros de #. Desde luego,
el estado no cambia con el giro de 2%, pues un estado sigue siendo el mismo
aunque cambiemos el signo del ket que lo representa.

Un ket de un sistema dinamico que sélo posea momentos angulares
orbitales, tiene que ser invariante frente a un giro de 2= en torno de un
eje cualquiera, pues para dicho sistema podemos considerar la representa-
cién de Schrodinger en la que las coordenadas de todas las partlculas son
diagonales, y en ella el representante de un ket se transforma en si mismo
en dicho giro. En consecuencia, los autovalores de la magnitud de un
momento angular orbital son siempre miltiplos enteros de h. Asimismo los
autovalores de las componentes de un momento angular orbital seran
también multiplos enteros de % siempre. Para los momentos angulares de
spin no existe una representacion de Schrodinger y, por tanto, pueden
existir ambos tipos de autovalores.

37. El spin del electron

Los electrones asi como también otras particulas fundamentales (proto-
nes, neutrones) tienen un spin cuyo médulo vale 4#. Este valor se encontré
experimentalmente, pero ademds existen razones teéricas que nos indican
que tal valor del spin es el inds elemental, incluso mas que el valor cero
(véase capitulo XI). Asi pues, el estudio de este spin particular es de gran
importancia.

Para tratar con un momento angular cuyo médulo vale 3%, es conve-
niente poner

m = hle. (48)
Segun (27), las componentes del vector @ verifican
gy 0, — 06,6y = 2io,, )
0:0; — Gz 0, = 2ioy, S (49)
Oz Gy— 0y 6, = 2ig,.

Los autovalores de m, son 3 y — i#, luego los de o, serdn 1 y —1, y
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62 no tendrd més que un Unico autovalor que ser4 el 1. Por tanto, ¢ ha de
ser igual a 1 y anidlogamente ha de ocurrir con ¢% y ¢2,
z y

czz: ai:ci:l. (50)

Podemos simplificar las ecuaciones (49) y (50) utilizando artificios del alge-
bra no conmutativa a la que obedecen. Segin (50) tenemos

2 2
0y, —0,0y, = 0
o bien
oy(9y 0:— 0z 0y) + (05 0: —0z0y)0, = 0

que, con la ayuda de la primera de las ecuaciones (49), se convierte en
6y 0z + 0z0, = O.

Esto quiere decir que 9, ¢, = — 6, 6,. Dos variables dindmicas o dos opera-
dores lineales como éstos que salvo el signo negativo verifican la propiedad
conmutativa de la multiplicacién se dice que anticonmutan. Asi decimos
que o, anticonmuta con ¢,. Por simetria cada una de las tres variables
dindmicas o5, o, y ¢, anticonmutard con las demas. Las ecuaciones (49) se
pueden escribir

6y0, — io, — — G, 0y,
0;0; = i6, = — 0,0, (51)
6,0, = i6, = — 0,0,
y asimismo de (50)
Gy Oy T = i. (52)

Las ecuaciones (50), (51) y (52) son las ecuaciones fundamentales para las
variables de spin ¢ que representan un spin cuyo médulo es 3%.

Establezcamos una representacion matricial para las variables ¢ en la
que o, sea diagonal. Si no existe ninguna otra variable dinidmica indepen-
diente en nuestro sistema dinimico mas que las m o las o, o, constituye por
si sola un conjunto completo de observables, pues de la forma de las ecua-
ciones (50) y (51) inferimos la imposibilidad de construir ninguna variable
dindmica nueva a partir de o, ¢, y 5, que conmute con 's.. Como los ele-
mentos de matriz diagonales de la representacion matricial de o, han de ser
sus autovalores 1 y — 1, la matriz serd

o - (! 0
7'0—1)

a a;
as 4y

la matriz que representa a o,. Dicha matriz ha de ser hermitica y, por

Sea



37. EL SPIN DEL ELECTRON 163

tanto, a; y a; han de ser reales, y a» y a3 han de ser numeros complejos

conjugados. La ecuacién 6,6, = — 0,0, nos da
a as a —as
— Q3 — Q4 - a; —1a,
luego a, = a, = 0. Por lo tanto, Ja representacion matricial de o, sera
de forma
0 as
ag 0
La ecuacién ¢2 — 1 nos dice que a.a; = 1. Por tanto, como a; y a3 son

nimeros complejos conjugados, han de ser de la forma e* y e * respec-
tivamente, siendo « un nimero real. Asi pues, o, estara representada por
una matriz de la forma '
0 e
( e—ia 0 )

Anflogamente veriamos que o, también ha de estar representada por una
matriz de esta forma. Eligiendo convenientemente los factores de fase
que no estdn univocamente determinados por la simple condiciéon de que
o, sea diagonal, podemos hacer que g, esté representada por la matriz

(0 1y
1 O)
El representante de ¢, viene asi determinado por la ecuacién ¢, = io;0a
Obtenemos finalmente las tres matrices

(3 o) (¢ o) (o 1) )

que representan respectivamente a o, o, y 0, y que verifican todas las
relaciones algebraicas dadas por (49), (50), (51) y (52). La componente del
vector ¢ en una direccién cualquiera dada por los cosenos directores I, m,
n, o sea lo; 4 mo, + no. estara representada por

n l—im
(t4'm =) 2
El representante de un ket constara de dos nimeros, que corresponderan
a los dos valores 41y —1 de ¢’,. Dicho par de nlimeros constituyen una
funcién f; (¢/) cuyo dominio de definicién estd constituido {nicamente
del par de puntos + 1 y — 1. El estado en que o, tiene el valor uno

estara representado por la funcién f (¢/) cuyos valores seran 1, 0, y el es-
tado en que o, tiene el valor — 1 vendr4 representado por la funcion
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fs (a’) cuyos valores serdn 0, 1. Cualquier par de nimeros se puede expre-
sar como combinacién lineal de los dos anteriores. Asi pues, todo estado
se puede obtener por superposicion de los dos estados para los que o,
toma respectivamente los valores 4 1 y — 1. Por ejemplo, el estado en el
cual la componente de o, en la direccién I, m, n, representada por la
matriz (54), tiene el valor 4 1 estara caracterizado por el par de niimeros

a y b que verifiquen.
n l—im\(fa\ (a
(s =0)(5) =)

(l+ im)Ja—nb =

o bicn

Ry

&

Por tanto,
a l—im 1+4+n

b~ 1—n ~ l+4im’

Este estado puede ser considerado como la superposicién de los dos estados
en los cuales o, es igual a + 1 y a — 1, cuyos pesos relativos en la super-
posicién serdn

la2: b = l—imP?: 1—n)® = 1+n: 1—n. (55)

Para la descripcién completa de un electrén (u otra particula elemental
de spin %) necesitamos las variables dindmicas de spin s, relacionadas
con el momento angular de spin a través de (48), junto con las coordenadas
cartesianas x, ¢, = y los momentos p,, p,, p. Las variables dindmicas de
spin conmutan con dichas coordenadas y momentos. Por tanto, un conjunto
completo de observables que conmutan para un sistema constituido por un
unico electrén puede ser %, y, 2 y ¢,. En una representacién en la que todos
ellos sean diagonales, el representante de cualquier estado serd una funcion
de las cuatro variables «’, y’, 2’ ¢, Como ¢/ no puede tomar mas que los
dos valores 1 y — 1, la funcién de cuatro variables es equivalente a dos
funciones de tres variables.

x'yZ>, = <&y, 2, + 1D, &yzp. = <xy, 2, — 1. (56)

Asi pues, la presencia del spin se puede considerar o bien introduciendo
una nueva variable en el representante de un estado o bien dando dos com-
ponentes al representante.
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88. Movimiento en un campo de fuerzas central

Un atomo esta constituido por un nicleo de gran masa, cargado positi-
vamente, y un conjunto de electrones que se mueven alrededor de él bajo
la influencia de las fuerzas de atraccién del nicleo y las repulsiones mutuas
entre ellos. El estudio exacto de este sistema dindmico es un problema
matemético muy dificil. Sin embargo, se puede obtener alguna luz sobre el
comportamiento general de todo el sistema haciendo una aproximacién
grosera que consiste en considerar que cada electrén se mueve indepen-
dientemente en un cierto campo de fuerzas central al que se superpone un
cierto valor medio de las fuerzas ejercidas por los demas electrones. Asi
pues, el problema del movimiento de una particula en un campo de fuerzas
central, que vamos a estudiar ahora, constituye un elemento fundamental
en la teoria del dtomo.

Sean x, y, z las coordenadas cartesianas de la particula referidas a un
sistema de ejes cuyo origen es ¢l centro de fuerzas, y p., p,, p. las compo-
nentes del momento correspondientes. Despreciando la aproximacién rela-
tivista, el hamiltoniano sera de la forma

H = 1/2m @2+ ps+p)+V, (57)

siendo la energia potencial V funcién unicamente de (x® + y% 4 z?). Para
desarrollar la teoria es conveniente introducir variables dinidmicas polares.
En primer lugar, introducimos el radio r mediante la raiz cuadrada positiva

r = (22 4 y* + )
Sus autovalores van desde 0 hasta c. Si calculamos sus P.B. con p., p,,

y p. mediante la férmula (32) de § 22 obtenemos

or

_or_x -4 ——
[T:Pr] - Fﬂx—_ r > [r;Py] i T’ [":Pz] - , >

que son los mismos que se obtienen en la teoria clasica. Asimismo, introdu-
cimos también la variable dindmica p, mediante

pr = raxps + ypy + 3p2). (58)
Su P.B. con r viene dado por

1’[1', P'] = [f, 'Pr] = [1’, xp-’t + ypll + sz]
= x[r, p.] 4 ylr, p1 + 2[r, p]
=xx/r+y y/r+zz/r=r
Luego,
[r.p] =1
o bien,

rp,— pr = ih.
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La relacion de conmutacién entre r y p, es precisamente la que co-
rresponde a un par de variables canénicas conjugadas, es decir, la ecuacién
(10) de § 22. Luego, p, hace las veces de momento canénico conjugado
de la coordenada r. Pero no es exactamente igual a él, pues no es real;
su complejo conjugado es

Pr = (pex + poy + pPeR)r = (xpa -+ ypy + 2p. — 3ik)r>
= (rp,—3ik)r* = p,— 2ihr 1. (59)

Por tanto, p, — ifir'! es real y es el verdadero momento canénico conjuga-
do de r.

El momento angular m de la particula alrededor del origen viene dado
por (22) y sy magnitud k por (39). Puesto que r y p, son escalares, conmu-
tan con m y por tanto también con k. Podemos expresar el hamiltoniano en

funcién de 7, p, y k. Si 3 significa suma respecto a las permutaciones
Tyz
ciclicas de los subindices x, y, z, tenemos

k(k+h) = T m2 = 3 (xpy—ypa)®

zyz zyz
= 3 (xpxPyt-YpYp—XPyPa—YPsrpy)
= 3 @pi+y°pi—xp p y—yp p 1+xp.—xp p x—2ifixp )
xyz
= @+y*+22)pi+p2+p2)—
—(xpatYpyt2p:Npsx+py+p-2+2ih)
= r*(p’+p2+p2)—rp (P,r+2ik)
= r(pi+pi+pi)—rpir.
segun (59). Luego
1

H = _(ip3r+1‘—”‘—tﬁ)+v. (60)
2m \ r r2

Esta forma de H es tal que k conmuta no sélo con H como debiera ocurrir
por ser k una constante del movimiento, sino también con todas las varia-
bles dindmicas que aparecen en H, a saber, 1, p, y V, siendo esta tltima,
funcién de r. Por tanto, el problema se resuelve facilmente, pues podemos
considerar un autoestado de k perteneciente al autovalor k¥ y sustituir k
por k’ en (60) resultando con ello un problema con un solo grado de li-
bertad 7.

Introduzcamos la representaciéon de Schrodinger con x, y, z diagonales.
Entonces p., py y p- son equivalentes a los operadores —ihd/ox, —ifio/dy
y —if0/0z respectivamente. Los estados vendran representados por una
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funcién de onda y¥(xyzt) que verifique la ecuacién de ondas de Schrodinger
(7) de § 27, que en este caso con H dado por (57) sera

331,. hz 62 32 32
ih—— — ) V. 61
" { 2m ( o*x + 2y + %z )+ }$ 61

Podemos pasar de las coordenadas cartesianas x, y, z a las coordenadas
polares r, 6, ¢, mediante las ecuaciones

X = r sen 0 cos ¢, )
Yy = r sen 6 sen ¢, - (62)
Z = r cos 6, ’

y expresar la funcién de ondas en funcién de las coordenadas polares en
la forma ¥(r6¢t). De las ecuaciones (62) resulta la siguiente ecuaeién entre
operadores

o _oxo oyo ozo  xd y o 2 0
ar ~ orox ' oroy | oroz  rox ' roy | r oz
que comparada con (58) nos dice que p, = — ihd/0r. Asi, pues, la ecua-

cién de ondas de Schrodinger con el hamiltoniano en la forma (60) es la
siguiente

ot 2m r or? h2re

Aqui k es un cierto operador lineal que como conmuta con r y 8/dr sélo
puede depender de 6, ¢, 8/80 'y 8/9¢. A partir de la férmula

kk+ %) = m2+ m2 4 m2, (64)
que se deduce de (39), y de la férmula (62), podemos calcular la expresién
k(k + #) que resulta ser

kk +R) 1 2 2 1 &
sen 0 00 sen 037 " Tsen?d o¢? (63)

. ziz/:z{ A2 (__1_ o2 . k(k+ﬁ))+V}¢r. (63)

— =

Este operador es muy conocido en fisica matematica. Sus autofunciones son
los llamados arménicos esféricos, y sus autovalores son n(n + 1) siendo n
un nimero entero. Asi pues, la teoria de los arménicos esféricos constituye
otra prueba de que los autovalores de k son miltiplos enteros de .

La funcién de ondas para un autoestado de k perteneciente al auto-
valor n#i (n es un entero no negativo) sera de la forma

¥ = riy(rt)S.(66), (66)
donde S.(6¢) verificar4 la ecuacién
k(k + h)S.(6¢4) = n(n + 1)h2S,(6¢), (67)
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y segun (65) sera un arménico esférico de orden n. El factor 7~ de (66) lo
hemos puesto por conveniencia. Sustituyendo (66) en (63) resulta la si-
guiente ecuaciéon para y

o _ | & mn+1)y )
ot Q 2m (—- or2 + 2 )+Vj’[- (68)

ih

Si el estado es un estado estacionario perteneciente al valor de la energia H’,
% sera de la forma

A(rt) = salr)e /e
y (68) se reducira a

2 dz 1
Hiyy = f (_ n(n 4 1)

r“
| 2m = T )+‘ o (69)

Esta ecuacién se puede utilizar para determinar los niveles de energia H’
del sistema. Para cada solucién y, de (69) correspondiente a un determi-
nado n, existirdn 2n + 1 estados independientes, pnes existen 2n + 1 valo-
res distintos que puede tomar una de las componentes del momento an-
gular, por ejemplo m..

La probabilidad de que la particula esté en un elemento de volumen
dxdydz es proporcional a [>°dxdydz. Poniendo ¥ en la forma (66) esto
equivale a r2[y%S,?dxdydz. La probabilidad de que la particula esté
comprendida entre las dos esferas de radios r y r + dr serd proporcional
a ly[dr. Asi resulta evidente que al resolver la ecuacién (68) o la (69) hemos
de imponer una condicién de contorno a la funcién y para r = 0, y que
la integral [|x|*dr converja en torno al origen. Si la integral en cuestion
no fuera convergente, la funcién de ondas representaria un estado para
el que habria una probabilidad infinita de que las particulas estuvieran
en el origen, lo que es inadmisible desde el punto de vista fisico.

Sin embargo, la condicién obtenida para r = 0 mediante la considera-
cién del significado probabilistico no es suficientemente restrictiva. Al exi-
gir que la funcién de onda que se obtiene resolviendo el problema en
coordenadas polares (63) sea realmente solucién de la ecuaciéon de ondas
en coordenadas cartesianas (61), obtenemos una condicién mas restrictiva.
Consideremos el caso V = 0, que constituye el problema de la particula
libre. La ecuacion (61) aplicada a un estado estacionario de energia H’ =0
es ahora

Vi = 0, (70)

donde V? representa el operador laplaciano &%/2x* 4 82/0y* + 82/022, y
la (63) es

(71)
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para k = 0,4 — 77! es una solucién particular de (71). Sin embargo, esta
funcién no es solucién de (70), pues aunque V> 7! se anula para todo valor
finito de r, su integral extendida a un volumen que contenga el origen
vale — 4= (como puede verse transformando dicha integral de volumen en
una integral de superficie mediante el teorema de Gauss), y, por tanto,

V2l = — 47 3(x)8(y)8(c). (72)

Luego, no toda solucién de (71) es solucién de (70), y mis en general, no
toda solucién de (63) es solucién de (61). Para que al sustituir una solucién
de (63), no aparezca una funcién & en el segundo miembro de (61), tal como
ocurre en el segundo miembro de (72), hemos de imponer la condicién de
que las soluciones de (63) no tiendan a infinito con la misma rapidez que
r™! cuando r — 0. La ecuacién (63) sélo es equivalente a la (61) cuando se
le afiade esta condicién suplementaria. Asi obtenemos la condicién de con-
torno ry -0 o 4y —>0 cuando r— 0.

También hemos de imponer condiciones de contorno a la funcién de
ondas para r — . Si solamente nos interesan los estados ‘ligados’, es decir,
los estados en que la particula no pueda alcanzar el infinito, hemos de limi-
tarnos a considerar el caso en que la integral [ |y(r)j?dr sea convergente
en el infinito. Sin embargo, los estados ligados no son los unicos estados
que pueden existir desde el punto de vista fisico, pues también podemos
considerar casos en los que la particula venga desde el infinito, sea disper-
sada (scattered) por el campo de fuerzas central, y se dirija después nueva-
mente al infinito. Para tales estados la funcién de ondas puede ser finita
para r = co. Estos estados seran estudiados en el capitulo VIII cuando
consideremos los problemas de colisién. Pero, en cualquier caso, la funcién
de onda no debe tender a infinito para r — <, pues representaria un estado
sin ningin significado fisico.

39. Niveles de encrgia del dtomo de hidrégeno

El andlisis anterior se puede aplicar al problema del atomo de hidrd-
geno despreciando la mecénica relativista y el spin del electrén. La energia
potencién V en este caso vale T — e2/r, y la ecuacién (69) se convierte en

d? n(n + 1) 2me> 1 1 2mH’
— — = —_—— 73
{ drt 2 + R r on PTG @3)

El estudio completo de esta ecuacién fue hecho por Schrodinger.t Aqui
obtendremos sus autovalores H’ por un razonamiento elemental.

t Aqui e representa la carga del electrén con signo contrario, y no debe confun-
dirse con el nimero e utilizando como base en las exponenciales.
t  ScHRODINGER, Ann. d. Physik, 79 (1926), 361.
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Es conveniente poner
xo = f(r)e™"’e, (74)

e introducir la nueva funcién f(r), siendo el coeficiente a igual a una de las
dos raices cuadradas

a = *=\/(—Hh*/2mH’). (75)
Ld ecuacién (73) escrita en funcién de f(r) es
d? 2d nn+1) 2me? 1
| & T T e TR T}f(') =0 (76)

Busquemos una solucién de la ecuacion de la forma de una serie de
potencias

fr) = X e, (77)

en la que los valores de s consecutivos difieran en una unidad, aunque no
exigimos que hayan de ser enteros. Sustituyendo (77) en (76) resulta

S cis(s — 1)r*2 — (2s/a)r="t —n(n + 1)r*2 4 (2me2/AZ)rs—1} = O,

que al igualar a cero el coeficiente de r*~2 da la siguiente relacién entre los
coeficientes ¢, consecutivos

c[s(s — 1) —n(n + 1)] = ¢,-1[2(s — 1)/a — 2me?/h?]. (78)

En la seccién anterior vimos que tnicamente debiamos considerar autofun-
ciones y que tendieran a cero con r y, por tanto, segin (74), f(r) tiene que
tender a cero con r. Luego, la serie (77) tiene que terminarse por el lado
de las s pequenas, y el minimo valor de s ha de ser mayor que cero. Pero
los tnicos valores minimos de s posibles son los que anulan el coeficiente
de c, en (78), es decir, n 4 1 y —n, el segundo de los cuales es negativo
o nulo. En consecuencia, el minimo valor de s ha de ser n 4 1. Puesto que
n es siempre entero, los valores de s habran de ser también enteros. En ge-
neral, la serie (77) no tiene por qué terminarse para valores grandes de s.
Para grandes valores de s, la relacién entre términos consecutivos sera,
segun (78),
Cy 2r

r — —

Cs1 sa

Por tanto, la serie (77) convergera siempre, pues la relacion entre términos
consecutivos para valores grandes de s es la misma que la de la serie

1 (2r\°
2.ala) &
que converge hacia e*7/e.
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Ahora hemos de investigar el comportamiento de la solucién y, para
valores grandes de r. Hemos de distinguir entre valores de H’ positivos y
valores de H’ negativos, el numero a de (75) sera real. Tomemos, por ejem-
plo, el valor positivo para a. Entonces para r — « la suma de la serie (77)
tenderd a infinito segin la misma ley que la serie (79), o sea, como e/
Por tanto, segln (74), o tenderia a infinito segun la ley e/, no represen-
tando ningun estado con sentido fisico. Luego, para H’ negativo no hay, en
general, soluciéon de (73). Sin embargo, existe una excepcién y es cuando
la serie (77) se termina para valores grandes de s, en cuyo caso se verifican
todas las ecuaciones de contorno. La condicién para que ocurra eso es que
se anule el coeficiente de ¢, en (78) para algin valor del subindice s —1
que no sea menor que su valor n + 1, lo que equivale a la condicién

s me?

PR
para algtn valor de s no inferior a n - 1. Con ayuda de (75) esta condicién
se transforma en

=20

met

H =,
2S2ﬁ2

(80)
que es una condicién para los niveles de energia H’. Puesto que s puede
ser cualquier nimero entero positivo, la férmula (80) da un conjunto
discreto de posibles niveles de energia negativa en el 4tomo de hidrégeno.
Dichos niveles estan de acuerdo con la experiencia. Para cada nivel (excepto
para el mas bajo s = 1) existen varios estados independientes correspon-
dientes a los diversos valores posibles de n, que pueden ser igual a cual-
quier nimero entero positivo o nulo menor que s. Esta multiplicidad de
estados pertenecientes a un mismo valor de la energia hay que afadirla a
la estudiada en la seccién anterior, debida a los diversos valores posibles
de una componente del momento angular que existe en cualquier campo
de fuerzas central. La multiplicidad debida a n tiene lugar inicamente con
una ley de fuerza del inverso del cuadrado de la distancia, e incluso en
este caso desaparece al tener en cuenta la mecanica relativista, como ve-
remos en el capitulo XI. La soluci6n yo de (73) para valores H’ de (80) tiende
a cero exponencialmente para r — « y, por tanto, representa un estado
ligado (que corresponde a las 6rbitas elipticas de la teoria de Bohr).

Para valores de H’ positivos, el nimero a de (75) serd imaginario puro.
En tal caso, la suma de la serie (77), que para valores grandes de r es anélo-
ga a la serie (79), conservard un valor finito cuando r —  y, en conse-
cuencia, serd una solucién posible de (73), a la que corresponderd una
funcién de onda ¥ que tiende a cero para r — ® segtn la ley r~. Asi pues,
ademas de los niveles discretos de energia negativa (80) son posibles
todos los niveles de energia positiva. Los estados de energia positiva no
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son estados ligados, pues para ellos la integralmIIxOPdr no converge en el
infinito. (Estos estados corresponden a las drbitas hiperbdlicas de la teoria
de Bohr.)

40. Reglas de seleccion

Un sistema dindmico abandonado en un estado estacionario, permane-
cera en dicho estado mientras no actiien sobre él fuerzas exteriores. Sin
embargo, en la practica, sobre un sistema atémico cualquiera actian fre-
cuentemente campos electromagnéticos externos, bajo cuya accién puede
pasar el sistema de un estado estacionario a otro. La teoria de estas transi-
ciones serd desarrollada en los §§ 45 y 46. Una consecuencia de esta teorfa
€s (que, con gran aproximaci(')n, no pueden ocurrir transiciones entre dos
estados por influencia de una radiacién electromagnética, si en una repre-
sentacion de Heisenberg en la que dicho par de estados son dos estados
basicos, el elemento de matriz del desplazamiento eléctrico total D del sis-
tema relativo a dicho par de estados es nulo. Pero ocurre que para muchos
sistemas atémicos la mayoria de los elementos de matriz de D en una repre-
sentacion de Heisenberg son nulos y, por tanto, existen severas limitaciones
de las posibilidades de transicién. Las reglas que expresan dichas limita-
ciones se denominan reglas de seleccion.

La idea de las reglas de seleccién se puede profundizar mediante la
aplicacién mas detallada de la teoria de §§ 44 y 45, y segun ella los elemen-
tos de matriz de las distintas componentes cartesianas del vector D estin
asociadas con los distintos estados de polarizacién de la radiacién electro-
magnética. La naturaleza de dicha asociacién es tal que si considerasemos
los elementos de matriz o, mejor dicho, sus partes reales como amplitudes
de osciladores arménicos que interaccionan con el campo de radiacién de
acuerdo con las leyes de la electrodindmica clésica, obtendriamos el mismo
resultado.

Hay un procedimiento general para obtener todas las reglas de selec-
cién, que es el siguiente. Llamemos « a las constantes del movimiento diago-
nales en la representacién de Heisenberg, y sea D una de las componentes
cartesianas de D. Hemos de obtener una ecuacién algebraica que rela-
cione D y las constantes « en la que no intervenga ninguna otra variable
dindmica més que la D y las a y que sea lineal respecto a D. Tal ecua-
cién serd de la forma

E fr Dgr = 0, (81)

en la que las f, y las g, son funciones unicamente de las a. Si expresamos
esta ecuacion en funcién de los representantes resulta

2 fl@K&|Dle">ga”) = 0,

r
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o bien
&|Dla”> 3, fl@)g(a”) = 0,

que nos dice que <a’|Dla”> = 0 a no ser que
2 fl@)g (") = 0. (82)

Esta tltima ecuacién que da la relacién que tiene que existir entre o’ y o’
para que <a’|D}e”> no sea nulo, constituye la regla de seleccién corres-
pondiente a la componente D de D.

El estudio del oscilador arménico hecho en § 34 nos proporciona un
ejemplo de regla de seleccién. La ecuacién (8) es de la forma (81) con 7j en
lugar de D, y donde H juega el papel de las «; de ella se deduce que
todos los elementos de matriz <H’|]lH”> de 7] son nulos excepto aquellos
para los que H” — H’ = #w. El resultado complejo conjugado de éste
es que los elementos de matriz <H’'m|H”> de 7 son todos nulos excepto
aquellos para los que se verifica H” — H’= —#w». Como g es igual a
i) — 7 multiplicado por un factor numérico, sus elementos de matriz
<{H’|q|H”> seran todos nulos a excepcién de los correspondientes a H” —
— H’ = * fo. Si el oscilador arménico tiene carga eléctrica, su despla-
zamiento eléctrico D sera proporcional a g. Asi resulta que la regla de
seleccién permite Gnicamente transiciones en las que la energia H cambie
en un solo cuanto #iw.

Ahora vamos a obtener las reglas de seleccién de m, y k para un electrén
que se mueva en un campo de fuerzas central. Las componentes del des-
plazamiento eléctrico ahora son proporcionales a las coordenadas cartesia-
nas x, y, z. Tomemos primero m. que, como sabemos, conmuta con z

mz—zm, = 0.
Esta ecuacién es del tipo exigido (81), y nos da la regla de seleccién
m,—m! = 0

para la componente z del desplazamiento. Ademads, a partir de las ecua-
ciones (23) resulta
[mb [mz’ x]] - [mz: y] = —X
o bien,
m?x —2m_xm_ -+ xm2 —filx = 0,

que también es del tipo (81), y que nos da la regla de seleccién

m2—2m'm] 4+ m2—h% = 0

o bien,
(m, —m] —h)m,—m? +f) =0

para la componente x del desplazamiento. La regla de seleccién para la
componente y serd la misma. Por tanto, las reglas de seleccién para m, son
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las siguientes: en las transiciones asociadas a una radiacién cuya polari-
zacion corresponde a un dipolo eléctrico orientado segin el eje z,
m), no puede cambiar, mientras que en las transiciones asociadas a una
polarizacion correspondiente a un dipolo eléctrico orientado segin la di-
reccion del eje x o segin la direccion del eje y. m) tiene que cambiar
en = Hh.

Podemos determinar con mis precision el estado de polarizaciéon de la
radiacién asociada a una transicién en la que m’, cambie en = #, teniendo
en cuenta la condicién para que los elementos de matriz de x - iy y de
x — iy no sean nulos. Tenemos

(M, x+iy] = y—ix = —i(x+iy)
0 sea,

mz(x + 1!/) - (x + 'y)(mz + ﬁ) =0,
que también es una ecuacién del tipo (81). De ella deducimos la condicién

que debe verificarse para que <m’|x + iylm”> no sea nulo. Andlogamente

obtenemos
m,—m,+hi =20

como condicién para que <m’|x —iy|/m”> no sea nulo. Luego
<{m/|x — iy]m; —h> =0
o sea
mljxlm!, — k> = ikmlylm’, —h> = (a 4 ib)e**
en donde a, by o son reales. La ecuacién compleja conjugada de ésta es
<m, —hlxlm.> = —iKm, —#hlylm.> = (@a—ibd>e ™!
Por tanto, el vector }{<m/|Dim, —#> 4 <m, —#|D|m’>}, que determina

el estado de polarizacién de la radiacién asociada a las transiciones en las
que m’, = m/—#, tiene las tres componentes siguientes

3 {<mllx|m, —h> + <m), —hlxim>}
= 4{(a + ib)e** 4+ (a —ib)e ™!} = a cos wt-—bsen wt,
Himllylm!, — > + <m!, —Alylm’>} (83)
= }i{—(a 4 ib)e*t 4 (a —ib)e '} — a sen wt+ b cos wt,
H<mJalm!, — K> + <ml,— Blzim>} = 0.
Por la forma de estas componentes vemos que la radiacién asociada que

se propaga en la direccion del eje z estard polarizada circularmente, la
que se propaga en una direccién cualquiera del plano xy lo estard rectili-
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neamente en dicho plano, y las que se i)ropagan en direcciones intermedias
lo estaran elipticamente. El sentido de la polarizacién circular de la radia-
cién que se mueve en la direccion del eje z dependera de si » es positivo o
negativo, que depender4, a su vez, de cuél de los dos estados m’ o m” =
= m/ —*h tenga mayor energia.

Vamos a determinar ahora la regla de seleccién para k. Tenemos

[k(k + #). 2z} = [m} 2] 4 [m3, z]
= —Yym,—myy 4 xm, + nmx
= 2(mx —myy + ihiz)
= 2(myx —ym,) = 2(xm, — m,y).
Analogamente
[k(k + ), 2] = 2(ym,—m,z)
y
[k(k + h),y] = 2(m.z — xm.).
Luego,

[k(k + #), [k(k + ), z]]

= 2[k(k + k), m,x — m,y + ihz]

= om,[k(k + B), x]— 2m,[k(k + £), y] + 2R [k(k + %), 2]

= 4my(ym, — m,z) — dmy(m,z — xm,) + 2{k(k + #)z — zk(k + %)}

= 4(m x4+ my + m_ z)m — 4(m2 + mZ 4 m?)z 4

1 otk(k + B)z— zk(k + #)}.
De (22) deducimos
m.x + myy + m;z = 0 (84)

(k(k + #), [k(k + %), z]] = — 20k(k + A)z + zk(k -+ Fi)},
que da

luego

k2(k + h)2z — 2k(k + R)zk(k + h) + zk3(k + F)? —
— oR2(k(k+ h)z + zk(k + )} = 0.  (85)

Para x e y resultan ecuaciones similares. Dichas ecuaciones son del tipo
exigido (81) y de ellas deducimos la regla de seleccién

K2k 4+ R)2— k(K + R)K” (K7 4+ ) + k72 (K + h)? —
— ok (K 4 h)— 2R2K” (k" + ) = O,

que se reduce a
(K" 4 k" + 2R) (K + K”) (K" — Kk’ + A}k — K" —*h) = 0.

Unicamente puede tener lugar una transicion entre dos estados kK" y k” si
se anula alguno de estos cuatro factores.

Ahora bien, el primero de dichos factores (k" + k” 4 2h) no se puede
anular nunca ya que los autovalores de k son todos positivos o nulos. El se-
gundo (k’ 4 k”) s6lo se puede anular si ¥ = 0y k” = 0. Pero no pueden
ocurrir transiciones entre estados con dicho valor de k debido a otras reglas
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de seleccion, como podemos ver con el siguiente argumento. Si dos estados
que (designamos respectivamente con una y dos primas) son tales que
K = 0 y k” = 0, entonces segin (41) y los resultados correspondientes
param_y m, debe ser m’ = mo=m =0y m = m:' =m’ = 0.
La regla de seleccién para m, nos dice que cuando el valor de m; no cam-
bia en la transicién, los elementos de matriz de x y de y correspondientes
a los dos estados son nulos y de la regla de seleccién correspondiente para
m, y m, deduciriamos que el elemento de matriz de z también es nulo.
Por tanto, no pueden ocurrir transiciones entre tales estados. Asi la regla
de seleccién para k se reduce a

(' — K B —K'—h) = 0,

que muestra que k tiene que cambiar en *#. Dicha regla de seleccién se
puede escribir en la forma

K — KK - K2 —H2 = 0,

y como ésta es la condicién para que el elemento de matriz <k’|z[k”> no sea
nulo, resulta la ecuacién

k*z — 2kzk 4- zk2 —h?z = 0
0 sea

[k, [k, z]] = —z, (86)

resultado que no es posible obtener ficilmente por un procedimiento mas
directo.

Como ejemplo final vamos a obtener la regla de seleccién para la mag-
nitud K del momento angular total M de un sistema atémico general.
Sean x, y, z las coordenadas de uno de los electrones. Hemos de obtener la
condicién para que los elementos de matriz (K’, K”) de #, y, z no sean nulos.
Es evidente que dicha condicién equivale a la condicién de que los ele-
mentos de matriz (K’, K”) de Ay, A; y A3 no sean nulos, donde A, A2 y %3
son tres funciones lineales de x, y, z independientes con coeficientes numéri-
cos 0, mas en general, con coeficientes cualesquiera con tal de que conmu-
ten con K y que, por tanto, estén representados por matrices diagonales
respecto a K. Sea

Ao = Mx+4 My 4 Mz,
Ae = Myz— M,y — ihx,
Ay = Max— M.z—ihy,
A = Moy — Myx — ihiz,
Segun (29), tenemos
M.h: + M2, + M, = Y (M. M,z — M. M.y— ifiM x)
E7 4

=3 (M.M, — M,M,—ikM,)z = 0 (87)

Yz
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Por lo tanto, A, A, y A. no son funciones de x, y, z linealmente indepen-
dientes. Sin embargo, dos de ellas cualesquiera junto con Ao si son tres
tunciones de x, y, z linealmente independientes y que, por tanto, se pueden
tomar como las anteriores A;, A2 y A3, pues los coeficientes M,, M, y M.
conmutan todos ellos con K. Nuestro problema se reduce, por consiguiente,
a hallar la condicién para que los elementos de matriz (K’, K”) de Ao, As
Ay Y A, no sean nulos. El significado fisico de las A es el siguiente: Ao es
proporcional a la componente del vector (x, y, z) en la direccién del vec-
tor M, y A;, Ay y A: son proporcionales a las componentes cartesianas de
la componente de (x, y, z) perpendicular a M.

Como %o es un escalar tiene que conmutar con K. Resulta, pues, que
unicamente pueden ser distintos de cero los elementos de A, diagonales,
es decir, <K’[Ao/K’>, luego, la regla de seleccién concerniente a Ao es que K
no puede cambiar en la transicién. Aplicando (30) al vector A, X,, A,
tenemos

[1“[:: >»:] = 7\,,, [M:) }‘II] = —As [Alz, 7\21 = 0.

Estas relaciones entre M, y A, A,, A, son exactamente de la misma forma
que las relaciones (23) y (24) entre m, y x, y, z, y asimismo (87) es también
de la misma forma que (84). Por tanto, las variables dindmicas A, Ay y A,
tiencn las mismas propiedades respecto al momento angular M que tenian
las x, y, z respecto a m. En consecuencia, la deduccién de la regla de
seleccién para k cuando el desplazamiento eléctrico es proporcional a
(%, y, z) puede repetirse para hallar la regla de seleccién para K cuando
¢l desplazamiento es proporcional a (A;, A,, A;). De este modo encontramos
que en lo que concierne a A, A, ¥ A, la regla de seleccién para K es que
en la transicién ha de cambiar en *#.

Reuniendo los resultados, obtenemos la regla de seleccién para K segin
la cual tiene que cambiar en 0 0 en =#%. Hemos considerado unicamente el
desplazamiento eléctrico producido por un solo electrén, pero esta misma
regla de seleccién ha de ser valida para cada electrén y en consecuencia
ha de valer también para el desplazamiento eléctrico total.

41. El efecto Zeeman en el dtomo de hidrégeno

Ahora vamos a considerar el sistema constituido por un 4tomo de hidro-
geno sometido a la accion de un campo magnético uniforme. El hamilto-
niano (57) con V = —e?/r que caracteriza al atomo de hidrégeno en
ausencia de campo externo, vendrd modificado por el campo magnético.
En mecénica clasica, la modificacién consiste en sustituir las componentes
del momento p., p, y p. por p: +e/c-A., py+e/c-A,, p.+e/c-A, en
donde A;, A, y A, son las componentes del vector potencial que caracteriza



178 APLICACIONES ELEMENTALES

al campo. En un campo uniforme de magnitud # segin la direccién del
eje z, podemos tomar A, = —1#,, A, = }Hx, A, = 0. El hamiltoniano
clasico seria entonces

H— 1 le# ‘~’+( le.#x)2 N
—ml(“—?? o) +(pot 35 =

Este hamiltoniano puede tomarse también en la teoria cuantica afiadiéndole
el término que da el efecto del spin del electrén. Segin la evidencia expe-
rimental y seglin la teoria del capitulo XI, el electrén tiene un mo-
mento magnético igual a —eh/2mc - @, donde @ es el vector de spin de
§ 37. La energia de este momento magnético en el campo magnético sera
ehH/2mc - o, Luego, el hamiltoniano cuéntico total sera

o (88)

1 1 2 1 2
H = {(Pz—?—e"#y> +(Pv+-2—7e-79‘x) +Pf}

En rigor deberiamos afadir otros términos en este hamiltoniano que die-
sen la interaccién del momento magnético del electrén con el campo eléc-
trico del nicleo atémico; pero dicho efecto es pequefio, del mismo orden
de magnitud que la correccién que resulta al tener en cuenta la mecénica
relativista, y por ahora no lo consideraremos. Ya lo tendremos en cuenta
més adelante cuando estudiemos la teoria relativista del electrén en el
capitulo XI.

Si el campo magnético no es muy grande, podemos despreciar los tér-
minos en &>, y con ello el hamiltoniano (88) se reduce a

e eH ' eh X
= Zm (P + P (xpf’——yp-")+ I9mec cl
1 e? e
— 2 2 2y _ U
= 5 P+ P+ P)—— t (m_+ hs ). (89)

Los términos extras debidos al campo magnético son ahora e&/2mc - (m, +

fia.). Pero dichos términos conmutan con el hamiltoniano total y, en con-
secuencia, son constantes del movimiento. Esto hace que el problema sea
muy sencillo. Los estados estacionarios del sistema, es decir, los autoestados
del hamiltoniano (89) seran los mismos que cuando no habia campo mag-
nético alguno, o sea los autoestados comunes a los observables m, y o, o
cuando menos al observable m, 4 fis., y los niveles de energia del sistema
serdn los mismos que en ausencia del campo, dados por (80) si conside-
ramos unicamente estados ligados a los que habra que afiadir un autovalor
de e#/2mc - (m, - his,). Luego, los estados estacionarios del sistema en
ausencia de campo para los que m, tenia el valor numérico m’ miltiplo
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entero de i, y ¢, 0 a su vez el valor numérico c; = = 1, seguiran siendo

estacionarios cuando apliquemos el campo. Su energia vendrd aumentada
en una cantidad que es la suma de dos partes; una parte e®/2mc-m’

que proviene del momento angular orbital y que se puede conside-
rar debida a un momento magnético orbital —em’/2mc, y otra parte

e /2mc - ha’ que es debida al spin. La relacién entre el momento mag-
nético orbital y el momento angular orbital m’ vale — e/2mc, que es la

mitad de lo que vale la relacién entre el momento magnético de spin y el
momento angular de spin. A veces se hace referencia a este hecho como
anomalia del spin.

Como los niveles de energia dependen ahora de m,, la regla de selec-
cién obtenida en la seccién anterior para m. se puede confrontar directa-
mente con la experiencia. Tomemos una representacion de Heisenberg en
la que entre otras constantes del movimiento, m. y ¢. sean diagonales. La
regla de seleccién para m, exige en este caso que m, cambie en %, 0, o
—#, mientras que o, por conmutar con el desplazamiento eléctrico no
deberd cambiar. Luego, la variacién de energia en la transicién entre los
dos estados diferird del valor en ausencia de campo electromagnético en
una cantidad igual a eh#/2mc, 0, 0 — ehF /2mc. Por tanto, segln la condi-
cién de Bohr para las frecuencias, la frecuencia de la radiacién electro-
magnética asociada diferird de la correspondiente a la ausencia de campo
magnético en e /4xme, 0, o — e /4=mc. Esto significa que cada una de
las lineas espectrales que aparecia en ausencia de campo magnético. se
desdoblara en tres componentes. Si consideramos la radiacion que se emite
en la direccién del eje z, segtn (83), las dos componentes extremas estaran
polarizadas circularmente, mientras que la linea central no desplazada sera
de intensidad nula. Estos resultados estin de acuerdo con la experiencia
y también con la teoria clasica del efecto Zeeman.
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TEORIA DE PERTURBACIONES

42. Generalidades

En la seccién anterior hemos estudiado rigurosamente algunos siste-
mas sencillos de la teoria cuédntica. Sin embargo, la mayoria de los pro-
blemas' que se plantean en esta teoria no se pueden resolver exactamente
con los recursos matematicos actuales, pues conducen a ecuaciones cuyas
soluciones no se pueden expresar mediante un nimero finito de términos
con las funciones ordinarias del anlisis. Para dichos problemas puede
utilizarse, con frecuencia, un método de perturbaciones. Dicho método con-
siste en separar el hamiltoniano en dos partes, de las cuales una ha de ser
sencilla y la otra pequefia. La primera de ellas puede ser considerada como
el hamiltoniano de un sistema simplificado o no perturbado que se puede
estudiar con todo rigor, mientras que la adicién de la segunda no intro-
ducird més que pequeiias correcciones de la naturaleza de una perturbacién
en la solucién del sistema no perturbado. La exigencia de que la primera
parte sea sencilla implica en la practica que no sea funcién explicita del
tiempo. Si la segunda parte contiene un pequefio factor numérico ¢, pode-
mos obtener la solucién de las ecuaciones del sistema perturbado en la
forma de una serie de potencias de ¢, que si converge nos dara la solucién
del problema con tanta aproximaciéon como queramos. Incluso cuando dicha
serie no converge, ocurre muchas veces que la primera aproximacién obte-
nida con ella es bastante precisa.

En la teoria de perturbaciones hay dos métodos. En uno se considera
que la perturbacion provoca una modificacion de los estados de movimiento
del sistema no perturbado. En el otro en vez de considerar una modificacion
de los estados del sistema no perturbado, se supone que el sistema pertur-
bado en lugar de permanecer siempre en uno de dichos estados, cambia
constantemente de uno a otro, o sea, se considera que bajo la influencia
de la perturbacién se producen transiciones. El método que debe emplearse
en cada caso particular depende de la naturaleza del problema que ha de
resolverse. El primer método, por lo general, sélo tiene utilidad cuando la
energia de la perturbacién (es decir, la correccién que debe anadirse al
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hamiltoniano del sistema no perturbado), no es funcién explicita del tiempo,
en cuyo caso se aplica a los estados estacionarios. También se puede utili-
zar para calcular resultados que no se refieren a un instante de tiempo
particular, tales como niveles de energia o estados estacionarios del sistema
perturbado, y en los problemas de colisién, para calcular la probabilidad
de que las particulas sean dispersadas bajo un cierto 4ngulo. En cambio,
en todos los problemas en que entra en consideracién el tiempo, como los
que hacen referencia a los fenémenos transitorios que se producen cuando
se aplica repentinamente una perturbacién, o en general todos aquelles
problemas en los que la perturbacién varia de alguna manera con el tiem-
po (es decir, cuando la energia de la perturbacién es funcién explicita del
tiempo), tenemos que emplear el segundo método. Asimismo hemos de
emplear el segundo método en los problemas de colisién para calcular
las probabilidades de absorcién y de emisiéon aunque la energia de per-
turbacién no sea funcién explicita del tiempo, pues contrariamente a lo
que ocurre con las probabilidades de dispersién, estas probabilidades no
se pueden definir sin hacer referencia a un estado de cosas que varia con
el tiempo.

Podemos resumir los rasgos. caracteristicos de ambos métodos de la
siguiente forma: en el primer método comparamos los estados estacionarios
del sistema perturbado con los del sistema no perturbado, y en el segundo
método se considera un estado estacionario del sistema no perturbado
y se estudia cémo varia bajo la influencia de la perturbacion.

43. Variacion de los niveles de energia producida por una perturbacion

Vamos a aplicar el primero de los dos métodos mencionados para
calcular las variaciones de los niveles de energia de un sistema producidas
por una perturbacién. Supondremos que la energia de perturbacién, al
igual que el hamiltoniano del sistema no perturbado, no es funcién expli-
cita del tiempo. Desde luego, nuestro problema sélo tiene sentido si los
niveles de energia son discretos, y si las diferencias entre ellos son gran-
des en comparacién con los cambios que la perturbacién introduce en ellos.
Este hecho hace que el planteamiento de los problemas de perturbacién
por el primer método sea distinto cuando los niveles de energia del sistema
no perturbado son discretos y cuando son continuos.

Sea

H=E+4YV, (1)

el hamiltoniano del sistema perturbado, en donde E representa el hamil-
toniano del sistema no perturbado y V la pequefia energia de perturba-
cién. Por hipétesis, cada autovalor H’ de H est4d muy proximo a uno y sélo
un autovalor E’ de E. Utilizaremos el mismo nimero de primas para de-
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signar un autovalor de H y el autovalor de E que esti muy préximo a él
Por tanto, H” diferird de E” en una pequeiia cantidad de orden V y, en
cambio, diferira de £’ en una cantidad que no es pequena salvo si E* = E”.
Deberemos utilizar siempre cuidadosamente distinto niimero de primas para
designar autovalores de H y de E que no nos interese hacer constar que
estan muy proximos.

Para obtener los autovalores de H hemos de resolver la ecuacion

HlH') — H'[H’)
o bien
| (' —E)H> = V|H". (2)

Sea |0> un autoket de E perteneciente al autovalor E’ y supongamos que
los [H’> y H’ que verifican (2) difieren de {0> y E’ en pequeiias cantidades
que podemos expresar asi

H> = [0p + 1> 412>+ ...,
H = E+4a+at., &)

siendo [1> y a, infinitésimos de primer orden (es decir, del mismo orden
que V), [2> y a. de segundo orden, etc. Sustituyendo estas expresiones en (2)
resulta

{(EE—E+a+a+ .. 0> + 1>+ 12>+ ...} = V{|0>+ 1> ...}

Si ahora separamos los términos de orden cero, los de primer orden, los de
segundo y asi sucesivamente, resultan las siguientes ecuaciones

(E'—E)0> = 0,
(E' — E)|1> + a,0> = V|0,

(E'— E)2> + ai]l> + 00> = VI, @

La primera de estas ecuaciones no nos dice mas que lo que habiamos su-
Ppuesto previamente, o sea que [0> es un autoket de E perteneciente al
autovalor E’. Las otras nos permiten calcular las distintas correcciones (1>,
|2>, ceey Y Gy, Qo ..

Para seguir discutiendo estas ecuaciones es conveniente introducir una
representacién en la que E sea diagonal, es decir, una representacién de
Heisenberg para el sistema no perturbado con E como uno de los obser-
vables con cuyos autovalores se designan los representantes. Represente-
mos por B los demas observables en el caso de que sean necesarios, como
ocurre cuando existe mas de un autoestado de E perteneciente a un mismo
autovalor. Asf los bras basicos serdn <E”8”|. Como [0) es un autoket de E
perteneciente al autovalor E’, tenemos

<EI’B)I[O> — SE”E' f(ﬂl')’ (5\
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siendo f(8”) una cierta funcién de las variables 8”. Con ayuda de este resul-
tado, la segunda de las ecuaciones (4) escrita en forma de representantes
sera
(E,—-— E”)<E"B”‘1> + al a E”Erf(ﬁ”) — z <E,’B”IV|E,ﬂ'>f(ﬁ’)- (6)
ul

Haciendo E” = E’, queda
afl”) = 3 <EBVIEBHB)- ™

En lo que concierne a las variables 8, la ecuacién (7) es del tipo clasico
en la teorfa de autovalores. En ella vemos que los diversos valores posibles
de a; son los autovalores de la matriz <E’8”|V|E’8’>. Esta matriz es una
parte del representante de la energia de perturbacién en la representacién
de Heisenberg del sistema no perturbado, a saber, la parte de matriz
que corresponde a los elementos que hacen referencia al nivel de energia
E’ tanto respecto a filas como respecto a columnas. Cada uno de estos
valores de a, da un nivel de energia del sistema perturbado préximo al
nivel de energia E’ del sistema no perturbadot en la aproximacién de
primer orden. Por tanto, pueden existir distintos niveles de energia del
sistema no perturbado independientes que pertenezcan al nivel de ener-
gia E’. La perturbacién puede producir un desdoblamiento total o parcial
de los niveles de energia que para el sistema no perturbado tienen todos
el mismo valor E'.

La ecuacién (7) determina asimismo los representantes <E”g”|0> de los
estados estacionarios del sistema perturbado pertenecientes a los niveles
de energia préximos a E’, en la aproximacién de orden cero, ya que cada
solucién f(8’) de (7) sustituida en (5) constituye uno de dichos represen-
tantes. Cada uno de dichos estados estacionarios del sistema perturbado
estd préximo a un estado estacionario del sistema no perturbado, pero el
reciproco que consistiria en que cada estado estacionario del sistema no
perturbado estuviera préximo a un estado estacionario del sistema pertur-
bado no es cierto, va que el estado estacionario general del sistema no
perturbado perteneciente al nivel de energia E’ estd representado por el
segundo miembro de (5) en donde f(8”) es una funcién arbitraria. El pro-
blema de hallar los estados estacionarios del sistema no perturbado que
aproximan a estados estacionarios del sistema perturbado, o sea, el proble-
ma de hallar las funciones f(8) de la ecuacién (7) corresponde al célculo
de las ‘perturbaciones seculares” de la mecanica clasica. Observemos que

t Para distinguir los niveles de energia que asi resultan necesitariamos una nota-
cién mis elaborada, ya que de acuerdo con nuestra actual notacién todos ellos tendrian
que tener un numero de primas igual al que sirve. para designar el nivel de energia
del sistema no perturbado del que derivan. Sin embargo, para nuestros propdsitos no
serd necesaria tal notacién.
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los resultados anteriores no dependen de los valores de los elementos
de matriz de la energia de perturbacién que hacen referencia a dos nive-
les de energia distintos del sistema no perturbado.

Veamos c6mo se simplifican los resultados establecidos aqui en el caso
particularmente sencillo de que no exista mas que un tnico estado esta-
cionario del sistema no perturbado perteneciente a cada nivel de energia.t
En este caso E determina la representacién por si sélo, y no se precisa
ningin B. La suma de (7) se reduce ahora a un unico término, y asi
resulta

a, = <E'|VIE". (8)

No existe méas que un Unico nivel de energia del sistema perturbado
préximo a cada nivel de energia del sistema no perturbado, y la variacion
de energia en la aproximacién de primer orden es igual al correspondiente
elemento diagonal de la energia de perturbacién en la representacion de
Heisenberg del sistema no perturbado, o sea, al valor medio de la energia
de perturbacion en el correspondiente estado no perturbado. La {ltima
formulacién del resultado es la misma que en mecénica clsica cuando el
sistema no perturbado es multiplemente periddico.

Vamos a calcular la correccién de segundo orden a; de los niveles de
energia en el caso de que el sistema no perturbado no sea degenerado.
La ecuacion (5) se convierte en este caso en

<E,,]O> = 8EIIEI

prescindiendo de un factor numérico sin importancia, y la ecuacién (6) es
ahora
(E’— E"XE”|1> 4-a, 8 = <{E"|VIE">.

LrE?

De ella podemos despejar el valor de <E”|1> cuando E” >~ E’,

<E”|VIE’>
E"l> = ————— 9
< l > EI_EII ( )
La tercera de las ecuaciones (4) escrita en forma de representantes es

(E'—E"XE”|2> + a,<E”"|1> +a,8_, = 3 <E"|VIE">E"|1>.
£

E7Er
Y haciendo E” = E’ queda
a;(E'll> +02 — z <E"VIE”’><E”’!1>,

Em”»

¥ Los sistemas con un unico estado estacionario para cada nivel de cnergia
se denominan a menudo sistemas no degenerados, y los que poseen dos 0 mas estados
estacionarios pertenecientes al mismo nivel de energia, sistemas degenerados; sin em-
bargo, esta nomenclatura no es muy apropiada desde el punto de vista moderno.
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que con ayuda de (8) se reduce a

6 = 3 <E|V|E">E"|>.

- Erz Er
Sustituyendo el valor <E”|1> dado por (9) resulta finalmente
<E'|VIE">XE"|VIE">
E' —E”

ds —
EvEr
que da como correccién total para la energia en segunda aproximacion el
valor
<E’|V|E”> <E”]VIE’>

El — E/’ (10)

a,+a; = <EVE>+ D,

Er#Er

Este método se puede desarrollar para calcular aproximaciones de

érdenes superiores si fuera necesario. Born, Heisenberg y Jordan?' han

establecido férmulas de recurrencia generales que dan la correccién co-

rrespondiente a la aproximacién de orden n en funcién de las correcciones
de orden inferior.

44. La perturbacion considerada como causa de transiciones

Vamos a considerar ahora el segundo método de calcular perturbacio-
nes que menciondbamos en § 42. Supongamos como antes que tenemos
un sistema no perturbado caracterizado por un hamiltoniano E que no es
funcién explicita del tiempo, y una energia de perturbaciéon V que ahora
puede ser una funcién cualquiera del tiempo. El hamiltoniano del sistema
perturbado serd como antes H — E + V. Para este método no significa
ninguna diferencia esencial el hecho de que los niveles de energia del sis-
tema no perturbado, es decir, los autovalores de E, constituyan un conjunto
discreto o continuo. Pero para concretar tomaremos el caso en que los nive-
les de energia son discretos. También ahora trabajaremos en una repre-
sentacion de Heisenberg del sistema no perturbado, pero como ahora no
representa ninguna ventaja elegir E como uno de los observables cuyos
autovalores sirven para designar los representantes, tomaremos un conjunto
de o general.

Supongamos que en el instante inicial #, el sistema esti en un estado
en el que las a tienen ciertamente los valores «’. El ket correspondiente a
dicho estado es el ket bésico |o’>. Si no hubiese ninguna perturbacién, es
decir, si el hamiltoniano fuese E, dicho estado seria estacionario. La pertur-
bacién hace que el estado cambie. En el instante ¢ el ket que corresponde

t Z. f. Physik, 35 (1925), 565.
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al estado en la imagen de Schrédinger serd Tjo’>, segin la ecuacién (1)
de § 27. La probabilidad de que los « tengan los valores ¢” sera

P(«'a”) = | <a"|T|e> |- (11)

Para o” 7= o/, P(a’2”) es la probabilidad de que haya una transicién desde
el estado o’ al estado «” durante el intervalo de tiempo de ¢, a ¢, mientras
que P(a’a’) es la probabilidad de que no haya ninguna transicién. La suma
de P(a’a”) para todo ”, como siempre, es igual a uno.

Ahora supongamos que el sistema en lugar de estar inicialmente en el
estado & con certeza, esté en uno y otro de los distintos estados o
con la probabilidad P . La densidad de Gibbs que corresponde a dicha
distribucion, segin (68) de § 33 es

o =3 P <d. (12)

En el instante ¢, cada ket |«’> habrd pasado a T|«> y cada bra <&| a
<|T, con lo que p se habra transformado en

pr = 3 Tla>P_<o|T. (13)

Segtn (73) de § 33, la probabilidad de que los « tengan los valores o serd
entonces

@loda”> = 3 <@ITIal>P, <o |Tla"
= > P, Pa'a") (14)

tras aplicar (11). Este resultado indica que la probabilidad de que el sis-
tema esté en el estado o” en el instante t es igual a la suma de las proba-
bilidades de que en ¢l instante inicial estuviera en un estado cualquiera
«’7 «” y haya hecho una transicién desde dicho estado o’ al estado o”,
mas la probabilidad de que el sistema estuviera inicialmente en el estado o
y no haya hecho ninguna transicién. Por tanto, las diversas probabilidades
de transicién son independientes unas de otras, de acuerdo con las leyes
ordinarias de las probabilidades.

Asi pues, el problema de calcular las transiciones se reduce a la deter-
minacién de las amplitudes de probabilidad <a”|T|e’>. Estas se pueden
estudiar a partir de la ecuacién diferencial en T, (6) de § 27

ihdT/dt — HT = (E 4+ V)T. (15)
Para simplificar el calculo introducimos el operador
T* — eEt-t)/AT, (16)
Tenemos

ih dT*/dt — e'E¢t-t)/2(— ET + ih dT/dt)
= LUt /AYT = V*T*, (17)
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en donde
V* = @l /AY g $E (=t /h (18)

es decir, V* es el resultado de aplicar una cierta transformacién unitaria
a V. La ecuacién (17) es mis apta para el calculo que (15), pues en (17)
la variacién de T* depende enteramente de la perturbacion V, y para
V = 0, T* conserva el valor inicial de T* que es igual a la unidad. Segin
(16) tenemos

o"|T*o’> = B¢t /2 "|Tle'>,
o sea,

P(") = | <« |T*@> |, (19)
por lo que T* y T son igualmente utiles para determinar las probabilidades
de transici6n.

Hasta aqui todo el estudio realizado es exacto. Ahora vamos a suponer
que V es un infinitésimo de primer orden y expresaremos T* en la forma

T* = 14TF 4 T%+ ..., (20)

donde T¥ serad de primer orden, T* de segundo, etc. Sustituyendo (20) en
(17) e igualando los términos del mismo orden resulta

ih dT*/dt = V*. ?
ih dT*/dt = V*T*, f (21)

De la primera de estas ecuaciones obtenemos
t
Tt = —if [ V) dr, (22)
'0

y de la segunda resulta

t ¢
Ty = —# [ vee)yar | v de: (23)
!0 ta

y asi sucesivamente. Para muchos problemas practicos. es suficiente con-
servar el término T*, que nos da un valor de la probabilidad de transicién

P(o’a”) con o” 7~ a
2

Pla) = £ | <ol [ Vo) dtjars
tD

(24)

o

2
= 52| [<avee)as de
"

Asi obtenemos la probabilidad de transicién en segundo orden de aproxi-
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macién. El resultado sélo depende del elemento de matriz <a”’|V*(')|a">
de V*(t) relativo a los dos estados en cuestién, en el tiempo ¢’ que media
entre ty y t. Como V* es real igual que V, tenemos

VEE)l> = <&VHE)le">

P(a'e”’) = P(a”¢) (25)

para el segundo orden de aproximacién.

Algunas veces nos interesan transiciones o’ — «”” para las que el elemento
<a”|V*|oa’> es nulo o bien es pequefio comparado con los otros elementos
de la matriz de V*. En estos casos es necesario trabajar con un orden de
aproximacién mayor. Si solamente conservamos los términos T* y T*, para
a” 5= o’ resulta — i

luego,

P(a’ Il) — h- f(a"|V*(i )lar> (It,

2
_1ﬁ 1 z " <aII|V*(tI>|aIII> dtl f <aIIIiV*(tI’) ’> dt” . (26)
awar, a” 1,
Los términos correspondientes a «” = ¢’ y «” = o los hemos omitido
en la suma porque teniendo en cuenta que <a”|V*|a’> es pequefio, resultan
pequefios comparados con los demés de la suma. A fin de interpretar el
resultado (26) podemos suponer que el término

t

| <arva@yars ar @7

%

da cuenta de una transicién directa desde el estado o’ al estado o, mien-
tras que el término

t’
—#H f LIV db f CLVHP) > dt” (28)

0

da cuenta de una transicién desde el estado «” al estado &’ seguida de una
transicion desde dicho estado o’ al estado «”. En esta interpretacién el
estado «”” se denomina estado intermedio. Tenemos que sumar el térmi-
no (27) con los diversos términos (28) correspondientes a los distintos esta-
dos intermedios, y tomar el cuadrado del médulo de dicha suma, lo que nos
dice que hay interferencia entre los distintos procedimientos de transicién
—la transicién directa y todas las que se verifican a través de estados
intermedios — y por tanto, no podemos asignar ningin significado a la
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probabilidad de que ocurra cada uno de dichos sucesos por separado. Sin
embargo, existe una amplitud de probabilidad para cada uno de ellos.
Estudiando el método de perturbaciones con é6rdenes de aproximacion més
elevados, llegamos a resultados que se pueden interpretar anilogamente
mediante procesos de transicién més complicados que llevan consigo una
sucesion de estados intermedios.

45. Aplicacion a la radiacion

En la seccién anterior hemos desarrollado una teoria general de pertur-
baciones de un sistema atémico, en la que la energfa de perturbacién podia
variar con el tiempo de forma totalmente arbitraria. En la practica pode-
mos producir una perturbacion de este tipo haciendo incidir sobre el sis-
tema energia electromagnética. Veamos a qué se reduce el resultado (24) en
este caso.

Si despreciamos los efectos del campo magnético de la radiacién inci-
dente, y si ademas, suponemos que las longitudes de onda de las compo-
nentes armoénicas de dicha radiacién son grandes en comparacién con las
dimensiones del sistema atémico, entonces la energia de perturbacién es
simplemente el producto escalar

V = (D, &), (29)
siendo D el desplazamiento eléctrico total del sistema y & el campo eléc-
trico de la radiacién incidente. Supongamos que &€ es una funcién del tiem-
po conocida. Si para simplificar suponemos que la radiacién incidente
estd polarizada rectilineamente con su vector campo eléctrico orientado
en una determinada direccién, llamando D a la componente cartesiana

de D en dicha direccién, la expresién (29) de V se reduce entonces al
producto ordinario

V =D&,

siendo € la magnitud del vector €. Los elementos de matriz de V seréan
entonces

K&'|V]e’> = <a”[Dja’> €&,

ya que € es un nimero. El elemento de matriz {a”|D|a’> es independiente
del tiempo ¢. Segin (18),

<a”|V*(t){°"> — <anlDlar>ei(£"-Ef)(;—to,/he(t),
con lo que la expresién (24) para la probabilidad de transicién nos da

3 2
Pe) = Al Dy | [ e e ar (30

0
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Si analizamos la radiacién incidente durante el intervalo de tiempo de
to a t en sus componentes de Fourier, la energia que atraviesa la uni-
dad de 4rea por unidad de intervalo de frecuencia para la frecuencia v,
segin la electrodindmica clasica sera

N C
E, = —
R4

14
f e o

)

Comparando este valor con (30), obtenemos

P(a’a”) = 2mc A2 <a”|Dle’> |PE,, (32)
siendo
vy = |E” — E'|/h. (33)

Segin este resultado vemos que en primer lugar la probabilidad de
transicién Gnicamente depende de la componente de Fourier de la radia-
cién incidente cuya frecuencia v esti relacionada con el cambio de ener-
gia por (33). (33) nos da la condicion de Bohr para lu frecuencia y nos indica
en qué forma pueden ser incluidas en la mecédnica cuintica las ideas de
Bohr, precursor de la misma.

La teoria elemental que hemos expuesto no nos indica nada acerca de
la energia del campo de radiacién. Sin embargo, seria logico suponer que la
energia absorbida o liberada por el sistema atémico en el proceso de transi-
cién procede de la componente de la radiacién de frecuencia v dada por (33)
o va a parar a ella. Esta hipotesis quedard justificada con una teo-
ria de la radiacién mas completa que expondremos en el capitulo X. A la
luz de ella, el resultado (32) debe ser interpretado como la probabilidad
de que, si el sistema estaba inicialmente en el estado de menor energia,
absorba radiacién y pase al estado de mayor energia, y si inicialmente se
encontraba en dicho estado, sea estimulado por la energia de radiacién a
emitir y pasar al estado de menor energia. La teoria aqui expuesta tampoco
explica el hecho experimental de que cuando ¢l sistema esta en el estado
de energia superior puede emitir radiaciéon espontineamente en ausen-
cia de radiacién incidente y pasar al estado de energia inferior, pero esto
también queda explicado por la teoria de la radiacién mas completa del
capitulo X.

La existencia del fenémeno de emisién estimulada fue inferida por
Einstein  mucho antes del descubrimiento de la mecanica cuantica, a partir
de una consideracién de equilibrio estadistico entre los atomos y el cam-
po de radiacién del cuerpo negro que verificaba la ley de Planck. Einstein
demostr6 que la probabilidad de transicién para la emision estimulada tenia

T EnsteN, Phys. Zeits.,, 18 (1917), 121.
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que ser igual a la de absorcién entre el mismo par de estados, resulta-
do que estd de acuerdo con la teoria cudntica aqui expuesta, y asimismo
dedujo una relacién entre dicha probabilidad de transicién y la de emisién
espontinea, que esta de acuerdo con la teoria del capitulo X.

El elemento de matriz <a”|D|a’> de (32) hace el papel de la amplitud
de una de las componentes de Fourier de D en la teoria clasica de un sis-
tema miltiplemente periédico en interaccién con la radiaciéon. De hecho, la
idea de sustituir las componentes de Fourier clasicas por elementos de
matriz fue lo que condujo a Heisenberg al descubrimiento de la mecanica
cuantica en 1925. Heisenberg supuso que las férmulas que describen la
interaccién de un sistema con la radiacién en mecinica cudntica podian
ser obtenidas sustituyendo las componentes de Fourier del desplazamiento
eléctrico total del sistema que figura en las formulas clésicas, por los co-
rrespondientes elementos de matriz. Si aplicamos esta hipétesis a la emision
esponta’mea, un sistema con un momento eléctrico total D que estuviera en
el estado ¢, tendria que emitir radiacién de frecuencia v = (E’— E”)/#,
siendo E” un nivel de energia correspondiente a un estado o” tal que
E” < E’, en la proporcién

4 (2mv)*

3 03

| <a”|D]a’> [2. (34)

por unidad de tiempo. La distribucién de dicha radiaciéon segun las dis-
tintas direcciones de emisién y el estado de polarizacién para cada direccién
serian iguales que para un dipolo eléctrico clasico de momento igual a la
parte real de <«”/D|¢’>. Para interpretar esta densidad de emisiéon de
energia radiante por unidad de tiempo como una probabilidad de transi-
cién tenemos que dividirla por el cuanto de energia correspondiente a dicha
frecuencia, o sea por hv, y el resultado sera la probabilidad de que dicho
cuanto sea emitido espontineamente en la unidad de tiempo, pasando si-
multineamente el sistema al estado «” de menos energia. Estas hipotesis
quedan justificadas con la teoria de la radiacién que hemos expuesto aqui
completada con la teoria de las transiciones espontaneas del capitulo X.

46. Transiciones producidas por una perturbacion independiente del tiempo

El método de perturbaciones de § 44 sigue siendo valido cuando la
energia V no es funcién explicita del tiempo ¢. Dado que en este caso el
hamiltoniano total H no seria funcién explicita de ¢, podriamos emplear si
quisiéramos el método de § 43 y hallar sus estados estacionarios. La utili-
dad de este método dependera de lo que queramos conocer del sistema.
Si hemos de calcular algo que hace referencia explicita al tiempo, como,
por ejemplo, la probabilidad de que el sistema esté en un cierto estado
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en un instante sabiendo que en otro instante esta en otro estado, sera mas
adecuado al método de § 44.

Veamos en qué se convierte el resultado (24) para la probabilidad de
transicion cuando V no es funcién explicita de ¢, tomando t, = 0 para sim-
plificar la notacion. Ahora el elemento de matriz <¢”[V|a’> es independiente
de t, y segin (18)

'\VHE)&'> = <a&’|V|a'DeitEEntin, (33)
de modo que

eHEENt/n __ 1

$
G”V* v ’ g— ’ ’
a[ VHE)a'> df = <¢'|V]a >——————i(E,,_E,)/ﬁ ,

siempre que E” # E’. Luego, la probabilidad de transicién (24) serd

Pa") = | <a"IV|a'> [2[eer-E0/n —1][e7sckeEotn —1]/(E” — E'Y:
= 9| <@"|Via’> [F[1 — cos{(E” — E'}t/h}1/(E” — E)>. (36)

Si E” es muy diferente de E’ dicha probabilidad de transicién es pe-
quefia y se mantiene pequefia para todos los valores de ¢. Este resultado
viene impuesto por la ley de la conservacién de la energia. La energia
total H es constante, y por tanto, la energia propia E (es decir, la energia
que se obtiene despreciando la parte V debida a la perturbacion) por ser
aproximadamente igual a H, ha de ser aproximadamente constante. Esto
quiere decir que si E tenfa inicialmente el valor numérico E’, inicamente
existiri una pequefia probabilidad de que en un instante posterior tenga
un valor numérico considerablemente distinto de E’.

En cambio, cuando el estado inicial @’ es tal que existe otro estado a”
con la misma o casi la misma energia propia E, la probabilidad de una tran-
sicién al estado final o’ puede ser bastante grande. El caso que tiene interés
fisico es aquel en que existe un conjunto continuo de estados finales a”
que poseen niveles de energia propia E” que contienen el nivel de ener-
gia propia E’ del estado inicial. Dicho estado inicial no tiene por qué
formar parte de la serie de estados del conjunto continuo, sino que puede
ser un estado discreto aislado o también un estado perteneciente a otro
conjunto de estados continuos. Recordando las reglas de § 18 para la
interpretacién de amplitudes de probabilidad referentes a conjuntos con-
tinuos de estados, si P(a’a”) tiene el valor (36), la probabilidad de que haya
una transicién a un estado final comprendido en el pequefio intervalo de «”
a a’ 4 da” serd P(a’a”)da” cuando el estado incial o sea discreto, y sera
proporcional a dicho valor cuando &’ pertenezca a un conjunto continuo.

Supongamos que los @ que nos sirven para designar el estado final son E
y un conjunto de otras variables dinimicas B, y asi tendremos una repre-
sentacion aniloga a la de § 43 en el caso en que hay degeneracién. (Sin
embargo, las B no tienen por qué tener significado para el estado inicial «.)
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Para concretar supondremos que las 3 solo tienen autovalores discretos.
La probabilidad total de que haya una transicién a un estado final a” para
el cual las B tienen los valores 8”7 y E tiene un valor cualquiera (habra
una gran probabilidad cuando el estado final tenga una energia propia muy
proxima a la E’ del estado inicial) serd (o bien sera proporcional a)

J. P(aIall) d 14
=2 f | KE"B"|V]a'> P[1 —- cos{(E” — E")t/h}]/(E” — E’)* dE” (37)

00

= 2th! f [ <E’ + #ix/t, B”V(@’> |2[1 — cos x]/2* dx

si hacemos la sustitucién (E” — E’)t/h — x. Para grandes valores de t se
reduce a

AR <E'R"IV|> |2 f [1 — cos x]/x2 dx
- = 2mth Y <EB”|Vie'> 2. (38)

Luego, la probabilidad de que tenga lugar una transicién al estado final
en ¢l que las B tengan los valores 8” durante el intervalo de 0 a t es pro-
porcional a t. Existe, por lo tanto, un coeficiente de probabilidad definido,
o sea, una probabilidad por unidad de tiempo determinada, para el proceso
de transicién considerado, que tiene el valor

2k | <E'BV V]S 2. (39)

Es proporcional al cuadrado del médulo del elemento de matriz de la
energia de perturbacién asociado con dicha transicién.

Si el elemento de matriz <E’8”|V|a’> es pequefio en comparacién con
los otros elementos de matriz de V, tendremos que hacer el estudio con la
féormula mas precisa (26). Segin (35), tenemos

: v
J <111‘V7;‘F (t,)ia/”> dt, J <al//iv*(t’l)1al> dt”
[ (]
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)
t

f (M E=ENU/A __ gb(En-Lmb/R) gy,

o

Si E” es préximo a E’, inicamente el primer término que figura bajo el
signo integral en la férmula anterior da cuenta de una probabilidad de
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transicién con importancia fisica, en cambio, el segundo puede ser despre-
ciado. Utilizando este resultado en (26) obtenemos

P(a”)
<(Z”IV|G”’> (a’"lVia_z’)
E"” —E’

2 ] —cos {(E” — Et/h}
(Eﬂ _ El)2

= 2 {K&"|V]e'> — Z

mapar ar
arEal ar

que sustituye a (36). Procediendo igual que antes, obtenemos para la pro-
babilidad de transicién por unidad de tiempo a un estado final en el que
las g tienen los valores 8” v E tiene un valor préximo a su valor inicial E’,
el valor

2

<EIBIIJ‘/']aI”> <&”’IVIG’>
EIII _— El

2%

7 (40)

(E’ﬁ”lV]a’) . z

e ol a”

Esta férmula nos muestra el papel que juegan los estados intermedios dis-
tintos del estado inicial y del final en la determinacién de un coeficiente de
probabilidad.

Para que las aproximaciones utilizadas al deducir (39) y (40) sean vali-
das, el tiempo ¢ no ha de ser ni muy pequefio ni muy grande. Tiene que
ser grande comparado con los periodos de los sistemas atomicos a fin de que
el célculo aproximado de la integral (37) conduzca verdaderamente al
valor (38), pero no ha de ser excesivamente grande, pues en tal caso la
férmula general (24) o (26) dejaria de ser valida. De hecho, podriamos hacer
la probabilidad (38) mayor que la unidad si tomasemos un tiempo suficien-
temente grande. El limite superior de ¢ viene determinado por la condicién
de que la probabilidad (24) o (26), o bien ¢ multiplicado por (39) o (40), sean
pequefias en comparacién con la unidad. No hay dificultad para que ¢
satisfaga simultineamente ambas condiciones siempre que la energia de
perturbacién V sea suficientemente pequefia.

47. El efecto Zeeman andémalo

Uno de los ejemplos més sencillos del método de perturbaciones de § 43
consiste en calcular el cambio de primer orden en los niveles de energia
de un 4tomo producido por un campo magnético uniforme. En § 41 hemos
estudiado ya el caso del dtomo de hidrégeno, y era tan sencillo que lo
hemos podido resolver sin recurrir a la teoria de perturbaciones. El caso
de un 4tomo cualquiera no es mucho mas complicado si previamente
hacemos una serie de aproximaciones que nos proporcionen un modelo
atémico sencillo.
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En primer lugar consideremos el 4tomo en ausencia de campo magné-
tico y busquemos constantes del movimiento o cantidades que sean aproxi-
madamente constantes del movimiento. Ciertamente, el momento angular
total del 4tomo, o sea el vector j, es una constante del movimiento. Dicho
momento angular puede ser considerado como la suma de dos partes, que
son el momento angular orbital total para todos los electrones, que llama-
remos 1, y el momento angular total de spin, que llamaremos s. Tenemos,
pues, j = 1+ s. Pero el efecto de los momentos magnéticos de spin sobre
el movimiento de los electrones es pequefio en comparacién con el efecto
de las fuerzas de Coulomb, y en primera aproximacién puede ser despre-
ciado. En dicha aproximacién el momento angular de spin de cada electrén
es una constante del movimiento, ya que no hay fuerzas que le obliguen
a cambiar su orientacion. Asi pues, s, y, por tanto, también 1 serdn cons-
tantes del movimiento. Los médulos I, s y j de 1, s y j vendran dados por

L4 3k = B+ 5+ B+ 1w,
s 3% = (54 55+ s+ 1),
f+ bh = (R4 o+ 7+ 4,

segin la ecuacién (39) de § 36. Todos ellos conmutan entre si, y segin (47)
de § 36 vemos que para valores de I y s dados, los posibles valores de j son

l+s, l+s—h, ..., [l—sl.

Consideremos un estado estacionario para el cual [, s y j tengan valores
numéricos de acuerdo con este esquema. La energia de dicho estado de-
pendera de [, pero podria pensarse que despreciando los momentos magné-
ticos del spin no tendria que depender ni de s ni de la direccién relativa
del vector s respecto a 1, es decir, que tampoco habria de depender de j.
Sin embargo, veremos en el capitulo IX, que la energia depende conside-
rablemente del médulo s del vector s, si bien es independiente de su direc-
cién cuando se desprecia el efecto de los momentos magnéticos del spin
debido a ciertos fenémenos que se derivan de la indistinguibilidad de los
electrones entre si. Asi pues, existen distintos niveles de energia del sistema
para cada valor distinto de I y de s. Esto significa que tanto I como s son
funciones de la energia segin la definicién general de funcién dada en § 11.
pues los valores de I y de s de un estado estacionario quedan fijados cuando
se da el valor de la energia.

Ahora podemos tener en cuenta el efecto del momento magnético de
spin, considerdndolo como una pequefia perturbacién segin el método
de § 43. La energia del sistema no perturbado continuaré siendo aproxima-
damente una constante del movimiento, y en consecuencia, tanto I como s,
por ser funciones de la energia, seguirdn siendo también aproximadamente
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constantes del movimiento. Pero en cambio, las direcciones de los vecto-
res 1 y s, como no son funciones de la energia no perturbada, no tienen
por qué ser ahora constantes del movimiento ni siquiera en primera apro-
ximacién, y pueden estar sometidas a grandes variaciones seculares. Pero
como el vector j es constante, la tnica variacién posible de 1 y s es un
movimiento de precesiéon en torno del vector j. Asi tenemos un modelo
aproximado del atomo en el cual los dos vectores 1 y s tienen longitudes
constantes y poseen un movimiento de precesién en torno al vector suma
de ellos j, que es constante. La energia estd determinada principalmente
por los médulos de 1y de s, y sélo depende ligeramente de la orientacién
relativa, dada por j. Por tanto, los estados con el mismo [, el mismo s y
distinto j perteneceran a niveles de energia que diferirin muy poco y que
constituyen los llamados términos multipletes.

Consideremos ahora este modelo atémico como nuestro sistema no per-
turbado y sometimoslo a un campo magnético uniforme de magnitud #
en la direccion del eje z. La contribucién de cada electron a la energia
extra debida al campo magnético vendra dada por un término

eH/2mc . (m, + ko), (41)

analogo al dltimo término de la ecuacién (89) de § 41. Asi pues, en conjunto
dicha energia sera

cH/2mc. Y (m, + he.) = e /2me .- (I. + 2s.) = eH/2mce. (j, -+ s.). (42)

que sera la energia de perturbacién V. Utilicemos ahora el método de § 43
para determinar Jos cambios de los niveles de energia producidos por
dicha V. El método tinicamente ser aplicable cuando el campo magnético
sea suficientemente pequefio para que V sea pequeio comparado con las
diferencias de energia del multiplete.

Nuestro sistema no perturbado es degenerado, dado que la direccién
del vector j estd indeterminada. Por tanto, hemos de tomar aquellos ele-
mentos de matriz del representante de V en una representacién de Heisen-
berg del sistema no perturbado, que pertenecen a un mismo nivel de ener-
gia respecto a filas y columnas, y hallar los autovalores de la matriz asi
formada. La forma mas cémoda de hacerlo es separar V en dos partes,
una que sea constante del movimiento del sistema no perturbado cuyo
representante, en consecuencia, sélo tendri elementos de matriz que co-
rrespondan a un mismo nivel de energia respecto a filas y a columnas, y
otra cuyo representante no contenga mas que elementos de matriz que
hagan referencia a dos niveles de energia del sistema no perturbado dis-
tintos respecto a filas y a columnas, y que en consecuencia no afectard a la
perturbacién de primer orden. El término relativo a j. en (42) es una cons-
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tante del movimiento no perturbado, y por tanto pertenece enteramente a
la primera parte. Para el término relativo a s, tenemos

SPAPAR = idsade + Syiy+ 84e) + (e —7e5)fs ++ (e — ) i
0 sea,

e

. = A)y— Ul + % B — [vids — i
S =gy 2+ R — U+ )+ sls 4+ A)] — [ 77u]7(]+h)( 3)
donde
Ye = Szif/_izsy = szly—‘lrsy = lysz—l:sy)
44
Yy = izsx_szia = lzsz—szla = lzsz—l.rs:, J ( )

El primer término de la expresién de s, es una constante del movimiento
no perturbado y, por tanto, pertenece enteramente a la primera parte, mien-
tras que el segundo término pertenece por completo o la segunda parte como
vamos a ver a continuacion.

En correspondencia con (44), podemos introducir

Y = s, —LS,.

Es facil comprobar ahora que

Ve + fsYy + Y- = O
y segin (30) de § 35

[iz: 'YE] - 'Yll’ [i:'a '}'v] e _’y.h [iz» ')’:] - 0'

Estas relaciones entre fq, iy, j» Y Y2 Vs Y- son de la misma forma que las
relaciones entre m., m,, m. y x, y, z que aparecian en el calculo de las reglas
de selecci6n para los elementos de matriz de, z en una representacién con k
diagonal que hicimos en § 40. Alli obtuvimos el resultado de que todos los
elementos de matriz z eran nulos excepto los que hacian referencia a
los valores de k que diferian en =#; asi pues, podemos inferir que todos los
elementos de matriz de 7. en una representaciéon con k diagonal, y anélo-
gamente los de v, y v,, son nulos, excepto aquellos que corresponden. a
valores de j que difieren en *#. Los coeficientes de ¥, y 7y, del segundo
miembro de (43) conmutan con f; y asi, el representante del conjunto de
dichos términos no contendra mas elementos de matriz que los que corres-
pondan a valores de j que difieren en *#, y que, por tanto, correspondan a
dos niveles de energia del sistema no perturbado distintos.

Luego, si despreciamos la parte de la energia V cuyo representante
consta de elementos de matriz que hacen referencia a dos niveles de ener-
gia del sistema no perturbado distintos, la energia de perturbacién es

H L M) —IER) 4 s+ )
ome "1 Y 56+ ) { 45
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Los autovalores de este operador dan los cambios de primer orden de los
niveles de energia. Podemos hacer que el representante de dicha expresién
sea diagonal, eligiendo la representacién de tal manera que f, sea diagonal,
y entonces dicha férmula nos da directamente los cambios de primer orden
en los niveles de energfa producidos por el campo magnético. Esta expre-
si6n se conoce con el nombre de férmula de Landé.

El resultado (45) es valido tinicamente si la energia de perturbaciéon V
es pequeiia en comparacién con las diferencias de energia de un multiplete.
Para valores de V mayores es necesario emplear una teoria méas complicada.
Sin embargo, para campos muy fuertes, cuya energia sea mucho mayor que
la correspondiente a las diferencias entre los términos de un multiplete,
es posible establecer nuevamente una teoria sencilla. En este caso podemos
despreciar la energia de los momentos magnéticos de spin para el atomo
en ausencia de campo magnético exterior, con lo que resulta que en el
sistema no perturbado de ahora no sélo son constantes los médulos I y s
de los vectores 1y s, sino también los propios vectores 1 y s. La energia de
perturbacién V sigue siendo como antes e#/2mc . (j. + s.), pero ahora es
una constante del movimiento del sistema no perturbado y sus autovalores
nos dan directamente los cambios de los niveles de energia. Dichos auto-
valores son multiplos enteros o bien miltiplos impares semienteros de
ek /2me segiin que el nimero de electrones del atomo sea par o impar.



VI

PROBLEMAS DE COLISION

48. Obsetvaciones generales

En este capitulo vamos a estudiar problemas en los que una particula
que proviene del infinito choca o ‘entra en colisién’ con un sistema atémico,
v que tras ser dispersada (scattered) bajo un cierto 4ngulo continiia nueva-
mente hacia el infinito. Para abreviar, al sistema atémico que produce la
dispersion (scattering) le llamaremos dispersor (scatterer). Por tanto, tenemos
un sistema constituido por una particula incidente y un dispersor que
interaccionan entre si, y queremos estudiarlo de acuerdo con las leyes de
la mecénica cuintica; deseamos calcular en particular la probabilidad
de que la dispersién se realice bajo un angulo dado. Normalmente se
supone que el dispersor tiene masa infinita y que permanece en reposo
durante el proceso de dispersién. Este problema fue resuelto por primera
vez por Born mediante un método que en lo fundamental es equivalente
al que emplearemos en la préxima seccién. Hemos de tener en cuenta la
posibilidad de que el dispersor considerado como un sistema independiente
tenga distintos estados estacionarios, y que si inicialmente estaba en uno
de ellos, después de la colisién puede haber quedado en un estado estacio-
nario distinto. Es decir, que la particula incidente puede inducir transicio-
nes en el dispersor.

El hamiltoniano del sistema total constituido por el dispersor y la
particula incidente no sera funcién explicita del tiempo y, en consecuencia,
el sistema total poseera estados estacionarios representados por soluciones
periédicas de la ecuacién de ondas de Schrédinger. Pero el significado de
estos estados estacionarios requiere un poco de cuidado para ser entendido
correctamente. Es evidente que para cualquier estado de movimiento
del sistema, la particula pasard casi todo el tiempo en el infinito y, por
tanto, el promedio temporal de la posibilidad de encontrar a la particula
en un volumen finito cualquiera sera nulo. Ahora bien, para un estado
estacionario la probabilidad de que la particula se encuentre en un volumen
finito dado, asi como cualquier otra observacién, ha de ser independiente
del tiempo y, por tanto, ha de ser igual al promedio temporal que como
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hemos visto es nulo. Por tanto, lo Gnico que tiene interés fisicamente son
las probabilidades relativas de encontrar la particula en los diferentes
volimenes finitos, ya que sus valores absolutos son nulos. Dado que la
energia inicial de la particula podia ser cualquiera, la energia total del
sistema tendr4 un espectro de autovalores continuo. Luego, un ket |s>
correspondiente a un estado estacionario de la energia total tendra longitud
infinita. También podemos dar una razén fisica de ello, y es que si |s>
estuviese normalizado y si Q es un observable — funcién de la posicién
de la particula— que vale uno cuando la particula estd en un volumen
finito dado y cero en cualquier otro caso, <s|Qls> seria cero, lo que signifi-
carfa que el valor esperado de Q, o sea, la probabilidad de que la particula
esté en un determinado volumen, es cero. Tal ket no seria wtil. Sin em-
bargo, si |s> tiene longitud infinita, <s|Qls> puede ser un nimero finito, y
representara la probabilidad relativa de que la particula se encuentre en el
citado volumen.

Cuando representamos el estado de un sistema por un ket [x> no nor-
malizado para el cual se verifica <x|x> = n, es conveniente suponer que
tenemos n sistemas idénticos que ocupan todos el mismo espacio pero que
no interaccionan entre si, de manera que cada uno de ellos sigue su propio
movimiento independientemente de los otros, igual que en el conjunto de
Gibbs de § 33. En ese caso podemos interpretar <x|z[x> para cualquier
observable a, directamente como el valor total de « para los n sistemas.
Si aplicamos estas ideas al |s> de antes de longitud infinita correspondiente
a un estado estacionario del sistema constituido por el dispersor y la parti-
cula inciden, tendremos que imaginar un conjunto infinito de dichos
sistemas que tengan todos ellos el dispersor en el mismo punto del espacio
y las particulas distribuidas por todo el espacio de forma continua. El nd-
mero de particulas en el volumen finito dado serd entonces <s|Q|s>, en
donde Q es el observable definido antes, que vale uno si la particula se
encuentra en el volumen dado y cero en cualquier otro caso. Si el ket esti
representado por una funcién de onda de Schriodinger relativa a las coor-
denadas cartesianas de la particula, entonces el cuadrado del médulo de la
tuncién de onda puede ser interpretado directamente como la densidad
de particulas en dicha imagen. Sin embargo, debemos recordar que cada
una de dichas particulas tiene su propio dispersor. Las distintas particulas
pueden pertenecer a dispersores que estan en estados diferentes. Por tanto,
existira una densidad de particulas distintas para cada estado del dispersor.
que ser4 la densidad de particulas que pertenezcan a dispersores que estén
en dicho estado. Esto lo tendremos en cuenta considerando que la funcién
de onda es funcién no sélo de las variables que describen la posicién de la
particula, sino también de las que describen el estado del dispersor.

Para hallar coeficientes de dispersién tendremos que estudiar los estados
estacionarios del sistema total constituido por el dispersor y la particula.
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Por ejemplo, si queremos hallar la probabilidad de que la dispersién se
realice segan las distintas direcciones cuando el dispersor esté inicialmente
en un estado estacionario dado y la particula tenga inicialmente una
velocidad conocida en una direccién también dada, tendremos que estu-
diar el estado estacionario del sistema total cuya imagen, segin el método
indicado, represente Unicamente particulas pertenecientes a dispersores que
estén cada uno en el estado estacionario dado, que a grandes distancias
del lugar en que se hallan los dispersores se muevan con la velocidad dada
y en la direccién dada, y particulas que pertenezcan posiblemente a dis-
persores en distintos estados estacionarios, que se muevan hacia afuera a
partir del punto en que se hallan los dispersores. Esta imagen corresponde
muy de cerca al estado de cosas real en una determinacién experimental
de los coeficientes de dispersién, con la tnica diferencia de que dicha
imagen describe ahora un unico sistema real constituido por dispersor y
particula. La distribucién de las particulas que se mueven hacia afuera en
el infinito nos da directamente, en la imagen, toda la informacién que se
puede obtener experimentalmente acerca de los coeficientes de dispersion.
Para calcular practicamente el estado estacionario descrito en esta imagen,
podemos utilizar un método de perturbaciones parecido al de § 43, por ejem-
plo tomando como sistema no perturbado el sistema constituido por el
dispersor y la particula sin interaccién entre ambos.

Estudiando los problemas de colisién, hay todavia otra posibilidad que
debemos tener en cuenta, y es que el dispersor puede ser capaz en algunas
ocasiones de absorber y reemitir la particula. Dicha posibilidad se da
cuando existen uno o mas estados de absorcion del sistema total, o sea
estados que sean aproximadamente estacionarios y ligados en el sentido
que indicdbamos en § 38 (es decir, para los que la probabilidad de que la
particula se encuentre a una distancia del dispersor mayor que r tiende a
cero cuando r — ). Como los estados de absorcién sélo son estacionarios
aproximadamente, su propiedad de ser estados ligados solamente sera tran-
sitoria, y después de un lapso de tiempo suficiente existird una probabilidad
finita de que la particula escape al infinito. Fisicamente esto quiere decir
que habri una probabilidad finita de que la particula sea emitida espon-
taneamente. El hecho de que haya sido preciso emplear la palabra “apro-
ximadamente’ para explicar las condiciones requeridas para que puedan
ocurrir los fenémenos de emision y absorcién indica que dichas condiciones
no se pueden expresar en términos mateméticos exactos. Unicamente pode-
mos dar un significado a dichos fendémenos utilizando un método de per-
turbaciones. Dichos fenémenos ocurren cuando el sistema no perturbado
(constituido por el dispersor y la particula) tiene estados estacionarios liga-
dos. La introduccién de la perturbacién destruye las propiedades estacio-
narias de dichos estados y da lugar a la emision espontanea y al fenémeno
contrario de la absorcién.
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Contrariamente a lo que ocurria para los coeficientes de dispersion,
para calcular probabilidades de absorcién y de emisién es necesario con-
siderar estados no estacionarios, y, en consecuencia, tendremos que utilizar
el método de perturbaciones de § 44. Por lo tanto, para calcular un coefi-
ciente de emisién, tendremos que considerar los estados de absorcién no
estacionarios que hemos mencionado antes. Ademas, puesto que toda absor-
cién va seguida siempre de una reemision, dicho fenémeno no puede ser
separado de la dispersién en ningin experimento que no dependa del
tiempo explicitamente, correspondiente a un estado estacionario del sis-
tema. Unicamente podemos separar los dos fenémenos en experimentos en
que el estado de cosas no se conserva. Por ejemplo, utilizando un haz de
particulas incidentes con un comienzo de emisién claramente definido, y
asi las particulas dispersadas apareceran inmediatamente después de que las
particulas incidentes hayan alcanzado el dispersor, mientras que las que
hayan sido absorbidas y después reemitidas apareceran sélo algin tiempo
después. Dicho haz de particulas seria la imagen de un cierto ket de lon-
gitud infinita, que puede ser empleado para calcular el coeficiente de
absorcion.

49. Coeficiente de dispersion

Ahora vamos a calcular coeficientes de dispersién, v en primer lugar
estudiaremos el caso en que no hay absorciéon ni emision, lo que quiere
decir que el sistema no perturbado no tiene estados estacionarios ligados.
Podemos elegir como sistema no perturbado aquel para el cual no hay
interaccién entre el dispersor y la particula. Su hamiltoniano serd de la

forma
E = H,+W, 1)

donde H, es el hamiltoniano del dispersor considerado él s6lo, y W es el
de la particula considerada ella sola. Si despreciamos la mecénica relativista
este ultimo vale

W = 1/2m.(p2 + p2 + p2)- @)

La energia de perturbacién V, que suponemos pequefia, serd una funcién
de las coordenadas cartesianas de la particula x, y, z y también quizi de
sus momentos p,, Py, P. ¥ de las variables dinidmicas que sirven para des-
cribir el dispersor.

Puesto que lo que nos interesa son los estados estacionarios del sistema
total, emplearemos un método de perturbaciones parecido al de § 43. Pero
ahora nuestro sistema no perturbado tendrd necesariamente un intervalo
de niveles de energa continuo, pues contiene una particula libre, y por
tanto, tendremos que hacer ciertas modificaciones en nuestro método de
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perturbaciones. La cuestién de cémo cambian los niveles de energia debido
a la perturbacién, que era la base del problema estudiado en § 43, no
tiene -ahora significado alguno, y el convenio utilizado en § 43 de designar
los autovalores de E y de H préximos entre si con el mismo nimero de
primas es inaplicable. Ademas, el desdoblamiento de los niveles de energia
que tenia lugar en § 43 cuando el sistema no perturbado era degenerado
tampoco puede ocurrir ahora, pues cuando el sistema no perturbado sea
degenerado, el sistema perturbado debera tener el mismo grado de dege-
neracién, ya que ha de tener un intervalo de niveles de energia continuo.

Continuaremos utilizando el esquema general de ecuaciones del princi-
pio de § 43, que alli correspondia a las ecuaciones (1) a (4); pero ahora
tomaremos como estado estacionario del sistema no perturbado que cons-
tituye la aproximacién de orden cero un estado que pertenezca a un nivel
de energia E’ precisamente igual al nivel de energia H’ del estado esta-
cionario del sistema perturbado. Luego, las a; introducidas en la segunda
de las ecuaciones (3) de § 43 serdn ahora todas nulas, y la segunda de las
ecuaciones (4) se convertira en

(E'—E)[1> = V[0>. ©)
Anilogamente, la tercera de las ecuaciones (4) de § 43 sera
(E'—E)2> = VID. @

Procedamos a resolver la ecuacién (3) y a obtener el coeficiente de disper-
sién en la aproximacién de primer orden. En § 51 serd preciso emplear la
ecuacion (4).

Sea @ un conjunto completo de observables que conmutan que sirven
para describir el dispersor y que son constantes del movimiento cuando
el dispersor se considera solo, siendo, por tanto, ttiles para caracterizar
los estados estacionarios del dispersor. Ello exige que H, conmute con los a
y que sea una funcién de ellos. Ahora podemos elegir una representacién
del sistema total en la que las « y las coordenadas de la particula x, y, z
sean diagonales. En ella H, serd también diagonal. Sea <x&’|0> el repre-
sentante de [0>, y <xa’|1> el de |1>; empleamos la variable unica x en lugar
de x, y, z y omitimos la prima para abreviar. Asimismo escribiremos d®z
en lugar del producto dxdydz. La ecuacién (3) escrita en forma de los
representantes se convierte, con la ayuda de (1) y (2), en
{E’ — H,(«) + h*/2m . V*}[<x/|1> = 3 f <xa|VIX'e>d*x"<x"&”|0>. (5)
Supongamos que la particula incidente tiene el momento p° y que el estado
estacionario inicial del dispersor es a. El estado estacionario de nuestro
sistema no perturbado sera el que corresponde ap = p° y « = a®; luego,
su representante seréd

xa|0) = B .0 €@ T/, ©)
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y asi la ecuacién (5) se reduce a

(B’ — H,(@) + #2/2m . V2)<x|ly = j x|V [x0G0) dix® ¢ih® x0) /A

o sea,

(k? + V2)<x|1> = F, M
donde
k2 = 2mh H{E — H,(«')} (8)
y
F = 2m#2 f <xa/|V|x%0%> d3x0¢®" XM/ )

es una funcién definida de x, y, z y «’. Asimismo resulta
E' = H,(a®) + p/m. (10)

Nuestro problema consiste en hallar una solucién <xa’|{1> de (7) que
para valores de x, y, z correspondientes a puntos alejados del dispersor
represente tinicamente particulas que se muevan hacia afuera. El cuadrado
de su médulo, | <xe’|1> |?, nos dar la densidad de particulas dispersadas
pertenecientes a dispersores que se hallen en el estado o’ cuando la densi-
dad de particulas incidentes es | <x&|0> |?, que es igual a uno. Si trans-
formamos la ecuacién (7) a coordenadas polares r, 8, ¢, se convierte en
f ge 2 rpsar
(k + +ﬁsen 5 %% | <réga’|1> = F. (11)

r or r2 sen 030

Pero teniendo en cuenta la exigencia fisica de que la energia de interaccién
entre el dispersor y la particula ha de tender a cero cuando la distancia entre
ambos tiende a infinito, F tendera a cero cuando r — . Si ahora despre-
ciamos E en (11), obtenemos la solucién aproximada para grandes valo-
res de r

<rfed’|1> = u(6dpa’)r e, (12)

donde u es una funcién arbitraria de 6, ¢ y &, pues si sustituimos esta
expresion en el primer miembro de (11) obtenemos un resultado del orden
de r73. Si no despreciamos F, para valores grandes de r la solucién de (11)
seguira siendo de la forma (12), siempre que F tienda a cero suficientemente
de prisa cuando r — ; pero la funcién u quedard definida y determinada
por la solucién para valores de r pequefios.

Para valores o de « tales que k2 definido en (8) sea positivo, hemos de
elegir el k de (12) igual a la raiz cuadrada positiva de k? si queremos
que (12) represente unicamente particulas que van hacia afuera, es decir,
particulas para las cuales la componente radial del momento, que segin
§ 38 vale p, —ifir~!, o sea, — ifi(9/0r 4 r7%), tenga un valor positivo. Con
ello la densidad de particulas dispersadas pertenecientes a dispersores en
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el estado o, y que es igual al cuadrado del modulo de (12), disminuye
segin una ley inversamente proporcional al cuadrado del radio cuando r
crece, como necesariamente tiene que ocurrir desde el punto de vista fisico,
y su distribucién angular viene dada por | u(6éa’) |°>. Ademas, la magnitud
P’ del momento de las particulas dispersadas ha de ser igual a kh, pues
para r grande el momento es radial; luego, su energia sera

P/g k2ﬁ2 02
— = — = E'— H,(«) = H,(a®) — H,(a") + LA,
2m 2m 2m

aplicando (8) v (10). Esta energia es precisamente igual a la de la particula
incidente po’/2m menos el aumento de energia del dispersador H,(a") —
— H,(a"), resultado que est4 de acuerdo con la ley le conservacién de la
energia. Para valores o’ de « tales que k® resulte negativo, no hay par-
ticulas dispersadas, lo que significa que la energia total inicial es insufi-
ciente para que el dispersor pase al estado «'.

Ahora hemos de calcular u(f¢a’) para un conjunto de valores « de «
para los que k% sea positivo, y obtener asi la distribucién angular de las
particulas dispersadas pertenecientes a dispersores en el estado o. Bastara
con calcular u en la direccion § = 0 del polo de las coordenadas polares,
pues dicha direccién puede ser elegida arbitrariamente. Haremos uso del
teorema de Green, que dice que para dos funciones de la posicion A y B
cualesquiera, la integral de volumen [ (AV2B — BV2A) d*x extendida a un
volumen cualquiera es igual a la integral de superficie [ (A®B/on —
B&A/on) ds extendida a la superficie que limita a dicho volumen, en donde
8/on significa derivada respecto a la normal a la superficie. Tomamos

A = e¥rcss B — (répa|l>

y aplicamos el teorema para una esfera de radio grande con centro en el
origen. El integrando de la integral de volumen, segin (7) u (11), es

e—o‘kr cos & V2<1‘0¢a'll> —_ <70¢G,|1> Vze—ikr cos ¢
= e s 0 (V2  KBrfpal|1y = e cos e

mientras que el integrando de la integral de superficie se convierte, me-
diante (12), en

gtrcos0 <r€¢a’l1>—-<r0¢a/ll> ik ens 0

—_ 8 ikr cos 8 u { . ik ) et + 13_ eil;rk cos 8 e-ikr cos 9
r 7

= ikur‘l(l + cos @)edkr(1-cos &)



206 PROBLEMAS DE COLISION

despreciando r°2. Luego, resulta

aw ™
f g ikrcos 6 I A3y — f dd’ f 2sen 6 d6 . ikur"‘(l -+ cos 0)eikr(1—cos 0)’
0 1]

en donde la integral de volumen del primer miembro est4 extendida a todo
el espacio. Integrando por partes respecto a 6, el segundo miembro se
transforma en

T

on

J’ do ; [u(l 4 cos G)etr(1-cos 63 10=m __ J’ gifr(1-cos 6) 9 [1(1 4 cos 6)] d8 '
| = o6 J

0 0

El segundo término que figura entre los paréntesis { } es del orden de %,

como puede verse mediante nuevas integraciones por partes y, por lo tanto,
puede ser despreciado. Asi pues llegamos a

f e-tkr cos 6 J& iy — -3 f qu u(0¢a’) — _4_’"‘(04)({),
0

que nos da el valor de u(6¢<’) en la direccion § = 0.
Puesto que P’ = k#, este resultado se puede escribir en la forma

u(0¢a’) — _(47‘:)-1 f e 1P'rees 8/ | d3x’ (13)

Si el vector p’ representa el momento de los electrones dispersados en una
cierta direccién (y por tanto, tiene un médulo igual a P’), el valor de u en
dicha, direccién sera

wo§o) = — (41 [ e o E don,

segtn se deduce de (13) eligiendo dicha direccién como polo de las coor-
denadas polares. Resulta pues, mediante (9),

u(@'¢’a’) = — (2r) 'mh2 ff et XA POy {xal|V|x%®) dPx® et ®% x0/A
= — 2mmhlp’o|V|p°®), (14)

después de hacer una transformacién y pasar de las coordenadas x a los
momentos p de la particula utilizando la funcién de transformacién (54)
de § 23. La letra p es una abreviacién de las tres componentes del momento.

Asi, la densidad de particulas dispersadas que pertenecen a dispersores
en el estado & serd | u(¢’¢’a’) |>/r2. Como su velocidad es P’/m, el flujo de
particulas por unidad de angulo sélido y por unidad de tiempo en la
direccién del vector p’ serd P’/m .| u(¢’¢’a’) |2. Como hemos visto, la densi-
dad de particulas incidentes era igual a uno y, por tanto, el nimero de
particulas incidentes que atraviesan la unidad de superficie en la unidad
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de tiempo es igual a su velocidad P°/m, siendo P° la magnitud de p°.
Luego, la seccién eficaz para que una particula incidente sea dispersada
bajo un dngulo sélido unidad en la direccién de p’ y que pertenezca a un
dispersor en el estado o’ serd

P//PO. [u(@d'a) P = 4=°m2h2P’/PO .| <p'o!|V|poa®> [, (15)

Este es el coeficiente de dispersién relativo a las transiciones a® — o’ del
dispersor. Dicho coeficiente depende del elemento de matriz <p’a’|[V|p°a®>
de la energia de perturbacion V cuya columna p%° y cuya fila p’a’ se
refieren respectivamente a los estados inicial y final del sistema no pertur-
bado entre los que tiene lugar la transicién. Asi pues, el resultado (15)
es andlogo al resultado (24) de § 44, si bien los coeficientes numéricos son
distintos en ambos casos en correspondencia con la distinta naturaleza de
los dos procesos de transicién.

50. Solucidn en la representacién de momentos

El valor del coeficiente de dispersién dado por (15) s6lo hace referencia
a la representacién en que p es diagonal. Asi pues, es de esperar que
podriamos llegar a él de un modo mas directo utilizando desde el principio
la representacién p en lugar de utilizar la representacién x y transformar
al final el resultado expresindolo en la representacién p, tal como hemos
hecho en § 49. A primera vista no parece que esto constituya una gran
ventaja, pues si bien el método de la representacién x no resulta tan di-
recto, ello queda compensado por ser mas inmediatamente aplicable, ya
que el cuadrado del médulo del representante de un estado en la repre-
sentacién x nos da la densidad del flujo de particulas en el proceso de
dispersion. Sin embargo, el método de la representacion x tiene otros
inconvenientes mas serios. Una de las principales aplicaciones de la teoria
de colisiones corresponde al caso en que las particulas incidentes son
fotones. Pero un fotén no es una particula simple, pues tiene una pola-
rizacién. Es evidente, a partir de la teoria electromagnética clasica, que un
fotén con un momento definido, es decir, que se mueve en una cierta
direccién con una frecuencia definida, puede tener un estado de polari-
zacién definido (rectilineo, circular, etc.), mientras que un fotén con una
posicién definida, cosa que en nuestra imagen quiere decir una alteracién
electromagnética confinada a un volumen muy pequefio, no puede tener
un estado de polarizacién definido. Estos hechos vienen a decir que el
observable polarizacién de un fotén conmuta con los momentos pero no
con la posicién. Esto se traduce en que el método de la representacién p es
directamente aplicable a fotones si introducimos la variable de polarizacién
en los representantes y la tratamos del mismo modo que tratidbamos a
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los @ que describen el dispersor, mientras que el método de la represen-
tacion x no se puede aplicar. Ademds, cuando se consideran fotones es
necesario tener en cuenta la mecanica relativista. En el método de la repre-
sentacion p es facil hacerlo, pero en el de la representacion x no resulta
tan facil.

La ecuacién (3) sigue siendo vilida en mecanica relativista, pero en
ella W viene dada por

W?/c? = mPc® + P* = mPc® + p® + pi +p? (16)
en lugar de por (2). Escrita en forma de representantes p, la ecuacién (3) es
{E' — Hy(«/) — W}pa[1> = <p&|VI0D,

en donde para abreviar ponemos p en lugar de p’ y sobreentendemos
que W es una funcién determinada de p., p, y p. dada por (16). Esto se
puede escribir
(W —W)pe/|1> = <po[VI0>, 17
donde
W = E'—H,() (18)

es la energia de la particula dispersada perteneciente a un dispersor en el
estado «’, que corresponde a la ley de conservacién de la energia. El repre-
sentante x del ket |0> es (6), y el del ket basico |p%a®> es

o |poa> = 3.0 <X|PO> = 3,40 hTHRN XA
segin se deduce de la funcién de transformacién (54) de § 23. Luego,
10> = hijp®at>, (19)
y asi la ecuacién (17) se puede escribir
(W —WXp2|1> = hipd|V|p®a®). (20)

Ahora hagamos una transformacién de coordenadas y pasemos de las
componentes cartesianas p., p, ¥ p- de p a sus componentes polares P,  y %
dadas por

p: = Pcoso, py = Psen wcosy, p. = P sen w sen 7.

Si en la nueva representaciéon tomamos la funcién de peso P? sen o, enton-
ces el peso asignado a cualquier volumen del espacio p serd el mismo que
en la representacién p de antes y, en consecuencia, la transformacién se
reducird a cambiar los simbolos de las filas y columnas de las matrices sin
alterar en nada dichos elementos. Por tanto, en la nueva representacién,
(20) sera

(W — W)<{Pay2'i1> = hiPoya’[VIP'w%%°)>, 1 (21)

donde W ahora tnicamente sera funcién de P.
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El coeficiente W — W de <Puwya|l> aqui es simplemente un factor
multiplicativo y no un operador de derivacién como ocurria en la repre-
sentacién x. Asi pues, podemos dividir por él y obtener una expresién
explicita de <Puya’|1>. Pero si a o’ corresponde un W’ definido por (18)
mayor que mc?, dicho factor tendra el valor cero en un cierto punto del
dominio de la variable P, que ser4 el punto P = P’, dado en funcién de W’
por (16). Por tanto, la funcién <Pwya’ll> tendr4 una singularidad en dicho
punto. Dicha singularidad nos indica que el nimero de particulas que se
mueven a grandes distancias de los dispersores con energias infinitamente
proximas a W’ representado por (Pwya’|1> es infinito y, por tanto, es pre-
cisamente dicha singularidad lo que nos interesa para hallar la distribucién
angular de particulas en el infinito.

El resultado de dividir (21) por el factor W —W, segin (13) de
§ 15, es

Poya’|l> = hiPoyd|VIP%%a® /(W — W) 4 Nwya)S(W — W), (22)

donde X es una funcién arbitraria de o, ¥ y o'. Para dar significado al
primer término del segundo miembro de (22), haremos el convenio de que
su integral respecto a P extendida a un dominio que contenga el valor P’
es igual al limite cuando ¢ - 0 de la integral extendida a dicho dominio
del que se ha suprimido el pequefio intervalo (P’ —e, P’ 4 ¢). Esto es sufi-
ciente para precisar el significado de (22), pues unicamente nos interesan
integrales de los representantes de los estados cuando la representacién
contiene un conjunto continuo de filas y columnas. Vemos que la ecua-
cién (21) no es suficiente para determinar completamente el representante
{Paya’|1> debido a la funcién arbitraria X que aparece en (22). Hemos de
elegir A de forma que <Pwyd’|1> represente Unicamente particulas que se
mueven hacia afuera, pues queremos que las tnicas particulas incidentes
correspondan al ket 10>.

Consideremos en primer lugar el caso en que el representante <{Puwy|>
de un estado de la particula satisfaga una ecuacién general del tipo

(W — W)<Puy> = f(Puy), (23)

con una f(Pwy) funcién arbitraria de P, v y ¥, y siendo W’ un nimero
mayor que mc*. {Pwy|> serd entonces de la forma

Payl> = f(Pox)/(W — W) + Moy)d(W — W), (24)

y determinamos 2 a fin de que <Pwy|> represente tinicamente particulas que
se mueven hacia afuera. Podemos hacerlo expresando <Pwy|> en la repre-
sentacion x o mejor a la representacién (rf¢), y comparandolo con (12) para
valores grandes de r. La funcién de transformacién es

<1'9¢|P(A)x> — hieim x)/t — h-3p'Prlcos @ cos 0 + sen @ sen 8 cos (x~¢)1/f
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Para la direccién § = 0 resulta

2%

Kr0¢|> = hd f P2 dpP f dy f sene deg e'Fr cos */% {Puy>
0 ° °

o 2 .
eiPrcos w/n =g
— -1 2 —_l— —
h of P dpof d"{ [ Brh - Poxb ]~=° +

™

etPrcos w/h o )

- Z P .
+ [ do —pp 5 PN |
Como puede verse integrando nuevamente por partes respecto a o, el
segundo término dentro del paréntesis {} es de orden r2 y, por tanto,
puede ser despreciado. Llegamos pues a

an

<r0¢)> = ih~H(2mr) f P dp [ dy{ePrit(Pxy|> — ePr/A POy}
0 K

— ihr1 f P dP{e=Pr/" (Pry|> — etPr/A<POy|>}. (25)
(1]

Si sustituimos <Pwy|> por su valor (24), el primer término del integran-
do de (25) da

it [ P dP e P (f(Pry) /(W — W) + Nm)SW — W)} (26)

El término que lleva consigo la §(W’— W) se puede integrar inmediata-
mente utilizando la relacién P dP — WdW/c? que es consecuencia de (16),

y da

th™ic 2r 1 f W dW e—*Fr/2)\(zy)s(W’ — W)
— ihoic-2r TW N (my)e- P/ @7)

Para integrar el otro término de (26) emplearemos la férmula

o

A e—fpf/h

i e~ iPr/ dpP pr
[e®r5—p dF = &) [ ap. 8)
0

Pl

0
que es valida, despreciando los términos de orden 77!, para toda funcién
g(P) continua. En efecto, [ K(P)e *F7/* dP es de orden r! para cualquier

0
funcién K(P) continua, y la diferencia '

g(P)/(P"— P) — g(P")/(P'— P)
es continua. El segundo miembro de (28) calculado despreciando los tér-
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minos de orden 7! y dejando fuera del dominio de integracion el pequeio
intervalo (P’ —e¢, P’ +¢), da

oo

-iPr/n ~ i (P-PYr/h

) S0 ap = gy LT

PP—P

P —
= ig(P)e Fr/h / % dP = izg(PYe Pr/h,  (29)

o
~

En nuestro caso, g(P) es

g(P) = ih~ir'P f(Pry)(P’ — P)/(W' —W).

que para P = P’ toma el valor limite
g(P"). = ih 3 Pf(P'ry)W'/P'c? = ih e 2r YW f(P'zy).

Sustituyendo esto en (29) y sumandole la expresién (27) obtenemos el si-
guiente valor de la integral (26)

hoic2r W {— xf(P'ny) + ik(7y)}e—P'7/%. (30)
Anélogamente, el segundo término del integrando de (25) vale
h™ic 2 1W’{— =f(P’0y) — iN(0y)}e'F'r/%. (1)

La suma de estas dos expresiones es €l valor de <rO¢|> para r grande.
<r0¢|> debe representar unicamente particulas que se mueven hacia
afuera, luego, ha de ser un miltiplo de e?”/*. Por tanto, (30) ha de ser

nulo, de donde
Nmy) = — inf(P'my). (32)

Resulta pues, que la condicién de que <r0¢|> represente tinicamente par-
ticulas que vayan hacia afuera en la direccién § — 0 determina el valor
de X en la direccion opuesta § — =. Pero como la direccion § = 0u o =0
del polo de las coordenadas polares no es privilegiada, podemos genera-

lizar (32) y escribir
May) = —inf(P'oy), (33)

que nos da el valor de A en una direccién cualquiera. Dicho valor sustituido
en (24) nos da un resultado que se puede escribir en la forma

Poyl> = fPoyx){l/(W —W)— iz §W’ — W)}, (34)

pues en el coeficiente de un término que contiene (W’ — W) como factor
se puede sustituir P’ por P sin alterar su valor. Luego, la condicién para
que <Puwy|> represente iinicamente particulas que van hacia afuera es que
contenga el factor

(/W — W) — iz (W —W)i. (35)
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Observemos que este factor es de la forma del segundo miembro de la
ecuacién (15) de § 15.

Teniendo en cuenta el valor de A dado por (33) la expresién (30) es nula,
y en consecuencia, el valor de <r0¢|> para r grande viene dado por (31),

es decir,
08> = — 2xh~ic 2 tW/(P'Oy)eiP'r/%,

Esto puede generalizarse y resulta
<1'0¢[> = — 21th‘&c‘2T—IW7/f(Plo)X)e1'P;’/,‘ ,

que da el valor de <r6¢|> para cualquier direccién 6, ¢ en funcién de
f(P’wy) en esa misma direccién que designamos por o, y. Esta ecuacién es
de la forma (12) con

u(§4) = — 2xh i 2Wf(P'uy)

y por tanto, representa una distribucién de particulas de momento P’ y de
densidad

2P 42 WP’

— P i 7 37 )[2

o Ul = S f(Pe) (3%)
por unidad de éngulo sélido y de tiempo, que se mueven hacia afuera, que
serd la distribucién representada por <Puy/> de (34).

De esta conclusion general podemos inferir que, siempre que tengamos
un representante <Pwy|> que represente Gnicamente particulas que se mue-
ven hacia afuera y que verifica una ecuacién del tipo (23), el niimero de
particulas por unidad de 4ngulo sélido y de tiempo viene dado por (36).
Si dicho <Pwy|> se refiere a un problema en el que el nimero de particulas
incidentes por unidad de volumen es la unidad, corresponderd a un coe-
ficiente de dispersién cuyo valor es

4z*WowW’p’
—_——— (P o).
o [P (3
Solo depende del valor de la funcién f(P’@y) en el punto P = P".
Aplicando esta teoria general a las ecuaciones (21) y (22) tenemos

f(Poy) =hi(Puya’|V|Pla%%a®>.

Luego, segin (37), el coeficiente de dispersién es

1

4= h2WOW'P /PO . [<P oy [V POy 000> 2. (38)

Si despreciamos la relatividad y hacemos WOW’/ct — m?, este resultado
se reduce a la expresién (15), obtenida en la seccién anterior con ayuda
del teorema de Green.
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51. Dispersion con absorcion y reemision

Vamos a hallar ahora el coeficiente de dispersion cuando la particula
puede ser absorbida, es decir, cuando el sistema no perturbado dispersor-
particula tiene estados estacionarios ligados en los cuales la particula estd
absorbida. Veremos que la existencia de estos estados ligados del sistema
no perturbado tiene un efecto considerable en la dispersién del sistema
perturbado, efecto que depende mucho de la energia de la particula inci-
dente, y que da lugar en optica al fenémeno de la ‘dispersién’ f cuando la
particula incidente es un fotén.

Utilizaremos una representacién cuyos kets basicos correspondan a los
estados estacionarios del sistema no perturbado, como en la representa-
cién p de la seccién anterior. Elegiremos como estados estacionarios del
sistema no perturbado los estados (p’@’) en que la particula tiene un mo-
mento p’ definido y el dispersor esté en un estado a” definido, y ademis los
estados ligados k que constituyen un conjunto discreto separado, y supon-
dremos que dichos estados son todos independientes y ortogonales entre si.
Esta hipotesis no es adecuada cuando la particula es un electrén o un
nuacleo atémico, pues en ambos casos la particula sigue teniendo alguna
existencia en el estado de absorcién k y, por tanto, es de esperar que po-
dremos expresar |k> en funcién de autokets |x’a’> de x, y, = y de los a, y
en consecuencia, también en funcién de los |p’a’>. En cambio, si las par-
ticulas incidentes son fotones, en los estados de absorcién no tendran exis-
tencia alguna y, por tanto, dichos estados seran forzosamente independientes
y ortogonales a los estados (p’a’) en que la particula existe. Luego, la
hipétesis es aplicable en este caso de gran interés practico.

Como se trata de un problema de dispersion, hemos de considerar esta-
dos estacionarios del sistema total. Pero aqui tendremos que trabajar con
la aproximacién de segundo orden, pues la ecuacién de primer orden (3) no
es suficiente, y tendremos que emplear también la (4). La ecuaciéon (3)
escrita en funcién de los representantes de la representacién elegida es

(W —WXpd|1> = <pa|V|0), \
(E"— Ey)<k|ly = <k|V|0>, f
donde W’ es la tuncién de E’ y de «’ dada por (18), y E; es la energia del

estado estacionario k del sistema no perturbado. Anilogamente, la ecua-
cion (4) sera

(39)

(W — W)pe|2> = <p|V[L>, "
(E'— Ex)cki2y = <k[VIL>. } (40)

L

T N.de T.: Hemos traducido en todo el texto “scattering” por dispersién, pues no
existe ningn término latino que corresponda exactamente al mismo concepto. En rea-
lidad “dispersién” es un caso particular de “scattering”, y en el texto inglés se emplea
exclusivamente en esta ocasién.
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Pesarrollando el segundo miembro mediante multiplicacién de matrices
resulta

(W' — W)pe'2>
=3 [ @aVip'a”s &7 @'l + 3 @eVE KD,
ar [

(E" — Eg)<k|2>

(41)
=3 f KIVID 2> dip” <p"a’|1> + 3 <KIVIK"><K|L>. g
ar” 14 :
El ket |0> vendrd dado, como antes, por (19), de donde (39) se 'podrzi
escribir
(W —W)Xpd|1> = hipa{V|p®a®>, 42)
(B — Eg)<k|1> = hick|V|poa®>. (43)
Podemos suponer que los elementos de matriz <k'[V|k”> de V son nulos,
puesto que dichos elementos no son esenciales para el fenémeno que esta-
mos investigando, y de no ser nulos no significaria mas que que no habria-
mos elegido adecuadamente los estados de absorcién k. Supondremos ade-
més que si se consideran los elementos de matriz <K'|V|p”a">, p’#|V|k">
de primer orden de magnitud, los elementos <p’’|V|p”«”> son de segundo
orden. Esta hipdtesis la justificaremos en el caso de fotones en § 64. Con
ello, segin (43) y (42), resulta <k|1> de primer orden siempre que E’ no
tenga un valor proximo a alguno de los niveles de energia discretos E,, y
en cambio <{po/|1> serd de segundo orden. Por tanto, segin la primera
ecuacién (41), <p«’|2> en segunda aproximacion sera

(W —WXpa|2y = b S <po|[VIK'><K"|V|p®a®> /(E' — Ey..).
kl’

Luego, la correccién total hasta el segundo orden de la funcién de onda, es
decir <p/[1> mas <pa’|2>, verificard

(W —W){Kpa'|1> + <p’|2>}
= R{<pa|VIpa®> + 3 <po|VIk><k|V|poa®> /(E" — Ex)}.
k

Esta ecuacion es del tipo (23) si «” es tal que W’ > mc?, lo que es equiva-
lente a exigir que el estado final o’ sea compatible con la ley de conser-
vacion de la energia. Luego, segiin el resultado general (37), podemos
deducir que el coeficiente de dispersién es

42h2WOW'P’
G

, <@V <kiVIpa®s |2
DLV + 2 R

En este caso la dispersiéon puede considerarse compuesta por dos partes,
una que proviene del elemento de matriz {p'¢[V|p%®)> de la energia de
perturbacidn, y otra que se deriva de los elementos de matriz <{p’«'|Vk)> y
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<k|V|p®a®>. La primera parte, que es igual al valor obtenido previamente
en (38) podemos Ilamarla dispersién directa. La segunda puede considerar-
se producida por una absorcién de la particula incidente pasando el sis-
tema a un estado k seguida inmediatamente de una reemisién en una
direccién distinta, fenémeno anilogo a las transiciones a través de estados
intermedios considerados en § 44. El hecho de que hayamos tenido que
sumar los dos términos antes de tomar el cuadrado del médulo nos dice
que hay interferencia entre los dos tipos de dispersién. No existe ningin
procedimiento experimental para separar las dos clases de dispersién, y la
distincion entre ambas es de indole puramente matemética.

52. Dispersion de resonancia

Supongamos ahora que variamos continuamente la energia de la par-
ticula incidente dejando fijo el estado inicial del dispersor «°, y asi la ener-
gia total E’ o H’ variard continuamente. La férmula (44) nos dice que
cuando E’ se aproxima mucho a uno de los niveles de energia discretos Ey,
la dispersién se hace muy grande. De hecho, segin la férmula (44), la
dispersién debiera ser infinita cuando E’ fuera exactamente igual a un E,.
Por supuesto, un coeficiente de dispersién infinito es imposible desde el
punto de vista fisico, lo que nos induce a pensar que la aproximacién em-
pleada en la deduccién de (44) deja de ser valida cuando E’ estid préximo
a algin E,. Para estudiar la dispersién en este caso hemos de recurrir a la
ecuacion exacta (2) de § 43 con E’ en lugar de H’,

(E'—E)H> = V|H",

y emplear un método distinto para aproximar la solucién. Esta ecuacién
exacta escrita como (41) en forma de representantes es

(W’ — W)Kpa'|H">
=5 [ @aVip"a"> dp” @ 1H> + 3 <peIVIK"> KH,
a” *r

(E' — E;)<k|H">
— 2 f (k[le"a"> d;;’fr <p/raI/lHr> + E <kIVl’{t> (k”[H’>.
a” k”

(45)

Tomemos un E, particular y consideremos el caso en que E’ sea pro-
ximo a él. El término grande del coeficiente de dispersién (44) proviene de
los elementos de matriz de V de la fila k o de la columna k, es decir, de los
elementos del tipo <k|V|pa’> o <pa/|Vilk>. La dispersion debida a los otros
elementos de matriz de V es de un orden de magnitud inferior. Ello nos
sugiere que la aproximacién que debemos hacer en la ecuacién exacta (45)
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es despreciar todos los elementos de matriz de V salvo los importantes, es
decir, salvo los del tipo <p«{V|k> o <k|[Vipe’>, donde ¢’ es un estado final
del dispersor cuya energia no supera el valor maximo compatible con la
ley de conservacién de la energia. En dicha aproximacion, las ecuaciones
se reducen a

W — W)pa[H> = <paiVik><kiH’>,
(46)
(' — EKH> = S f CkVipa’> d*p <pa|H’>,

en donde la sumacion respecto de o’ se refiere a aquellos valores de o para
los cuales W’ dado por (18) es mayor que mc?. Estas ecuaciones son su-
ficientemente sencillas para poder ser resueltas exactamente sin tener que
hacer nuevas aproximaciones.

A partir de la primera ecuacién (46), por division obtenemos

P> = <pa’|VIk><KIH?> /(W — W) + % s(W —W). (47)

Hemos de elegir »— que puede ser una funcién cualquiera de los mo-
mentos p y de «’ — de modo que (47) represente las particulas incidentes
correspondientes a [0 o hi|p°a®)> y particulas que vayan todas hacia afuera.
[El representante de hi|p®a®> ahora es de la forma A (W’ — W), ya que
las condiciones o' = o* y p = p° para que no sea nulo nos llevan a
W = E'—H,(«') = E'— Hya® = W° = W.] Luego, (47) ha de ser

<pd|H> = hi<pa|p®a®> +
+ <p[VIk> <KH {1/ (W — W) — iz (W — W)}, (48)

y segun la férmula general (37), el coeficiente de dispersién sera
4=2WOW'P'/hctPO . | <p'o|V k> [] <k|H"> |2. 49

Nos queda por calcular el valor de <kiH’>. Para ello podemos sustituir
<{p?|H’> en la segunda ecuacién (46) por su valor (48). Asi resulta

(E' — E)<KIH"> = hick|V|poa®> 4

+HH 3 [ [ <KVIpa> [{1/(W — W) — ix W — W)} &p

= hick|V|p®%®> 4 <k|H’>(a — ib),
donde

o =3 [ 1<KV P dp/W —W) (50)
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y
b=s3 [ 1 ®vipa> |2 5w —w) aop
=53 [[ [ 1wiPaza> | s(w” — WP dP sen o dudy
=53 PWe f [ 1<KVIPoyas sen o dody. (51)
Luego,
<k|H"> = hick|V|p®a®>/(E' — E;, — a + ib). (52)

Observemos que a y b son reales, y que b es positivo.
Este valor de <k|H’> sustituido en (49) nos da un coeficiente de dis-

persion
An?h*WOW'P" | <p'@|Vik> || <klVip®a®> |?

ctP? (EE—E,—a)* +b* (53)

Para hallar la seccién eficaz sobre la que debe incidir la particula para ser
dispersada de cualquier forma, integramos (53) para todas las direcciones
de dispersion, es decir, para todas las direcciones del vector p’ cuyo médu-
lo P’ es fijo, y luego sumamos para todos los o’ que hemos de tener en con-
sideracidn, o sea, aquellos para los que W’ > mc?. Con ayuda de (51), estos
calculos nos dan el resultado

4zh2W°  b| <k[Vip®a®> |2
PS (B — Ep—af + b?

(54)

Si ahora variamos E’ continuamente pasando por el valor E;, la
principal variacién de (53) o (54) serd debida al pequefio denominador
(E'— Ex—a)®> + b Si despreciamos la dependencia de E’ a través
de los otros factores que figuran en (53) y (54), la maxima dispersién se
obtendrd cuando E’ tenga el valor E; + a, y cuando E difiera de dicho
valor en la cantidad b, la dispersion sera la mitad de su valor maximo.
La gran dispersion que aparece para valores de la energia de la particula
para los que E’ es proximo a Ej da lugar al fenémeno de que aparezca una
linea de absorcién. El centro de dicha linea estara desplazado de la
energia de resonancia de la particula — o sea aquella energia que haria
que la energia total fuera exactamente igual a E; —en una cantidad a,
en tanto que la cantidad b representa la llamada semiamplitud de la linea.
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53. Emision y absorcion

Para el estudio de la emisién y absorcion hemos de considerar estados
no estacionarios y emplear el método de perturbaciones de § 44. Si quere-
mos calcular el coeficiente de emisién espontinea hemos de tomar un
estado inicial en el que la particula esté absorbida, que corresponder4, por
tanto, a un ket k>, y determinar la probabilidad de que en un instante
posterior la particula escape hacia infinito con un momento definido.
Podemos aplicar el método de § 46. Segin el resultado (39) de dicha sec-
cién, la probabilidad por unidad de tiempo y por unidad de intervalo
de o y de y, de que la particula sea emitida en cualquier direccién «’, ¥’
quedando el dispersor en el estado « es

2k W'y’ |VIKD |2, (55)

siempre que o sea tal que la energia W” de la particula dada por (18) sea
mayor que mc? Para valores de @ que no satisfagan dicha condicién no
hay emisién posible. Los elementos de matriz <W o'y« |V|k> deben refe-
rirse a una representacién en la que W, o, 3 y « sean diagonales con la
funcién de peso unidad. En cambio, los elementos de matriz de V que apa-
recen en las tres secciones anteriores se refieren a una representacién en la
que ps, Py, P- son diagonales con la funcién de peso unidad, o en la que
P, o, y son diagonales con la funcién de peso P? sen w. Se refieren, por
tanto, a una representacién en la que W, o, y son diagonales con una
funcién de peso dP/dW . P2 sen © = WP/c*.sen w. Luego, el elemento
de matriz <W’o’y/a'|V|k> de (55) es igual a (W'P’/c? sen ’)! multiplicado
por el elemento de matriz de las secciones anteriores <W’w'y'a’|VIk> o
<p’?|V|k>; de donde (55) es igual a
’
22 TE sen o ViR I

Luego, la probabilidad de emisién por unidad de angulo sélido y por uni-
dad de tiempo de modo que el dispersor pase simultineamente al estado ¢’
sera

2z WP, ,,

T—c;—‘l <p|VIk> = (56)

Para hallar la probabilidad total por unidad de tiempo de que la

particula sea emitida en una direccién cualquiera dejando al dispersor en
un estado final cualquiera, habremos de integrar (56) para todos los 4ngulos
o’y %', y sumar después para todos los estados ' cuya energia H,(«’) veri-
fique la condicién H,(a’) + mc? < E;. El resultado da 2b/#i, donde b es la
cantidad definida en (51). Por tanto, existe esta sencilla relacién entre el
coeficiente de emision total y la semiamplitud de la linea de absorcidn.
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Consideremos ahora la absorcién. Habremos de tomar un estado inicial
para el cual la particula no esté absorbida sino que incida con un momento
definido. Luego, el ket que corresponde al estado inicial en este caso sera
de la forma (19). Debemos determinar la probabilidad de que la particula
sea absorbida después de un tiempo ¢. Dado que nuestro estado final k no
pertenece a un intervalo de estados continuo, no podemos emplear direc-
tamente el resultado (39) de § 46. Pero si tomamos como ket correspon-
diente al estado inicial

0> = %, 7)

sigue siendo aplicable el anilisis de §§ 44 y 46 hasta la ecuacién (36), y
nos dice que la probabilidad de que la particula sea absorbida para formar
el estado k después de un tiempo ¢ es

2| <k|VIpa®> [2[1 — cos {(Ex — E')t/h}]/(Ex — E')2.

Este valor corresponde a una distribucién de particulas de densidad h~3,
debido a la omisién del factor h? en (57) comparada con (19). Luego, la
probabilidad de que la particula sea absorbida tras un tiempo ¢ cuando
el namero de particulas incidentes que atraviesan la unidad de 4rea en la
unidad de tiempo es la unidad vale

2h3WO/c?PO . | <k|V|p°a®) |*[1 — cos{(Ex — E’)t/h}]/(Ex— E’)®.  (58)

Para obtener el coeficiente de absorcién hemos de considerar par-
ticulas incidentes que no tengan todas exactamente el mismo valor de la
energia W° — E’— H,(a°), sino con una distribucién de los valores de
la energia en torno al valor correcto E; — H,(a®) requerido para que haya
absorcién. Si tomamos un haz de particulas incidentes que contenga una
particula por unidad de intervalo de energia y por unidad de tiempo que
atraviesa la unidad de érea, la probabilidad de que haya una absorcion
tras un tiempo ¢ vendra dada por la integral de 58 respecto a E’. Dicha
integral puede ser calculada del mismo modo que (37) de § 46, y es igual a

4n2h?WOt/c2P0 . | <k|V|p°a®> 2.

Luego, la probabilidad de absorcién por unidad de tiempo para un haz
incidente que contenga una particula por unidad de intervalo de energia
que atraviesa la unidad de 4rea por unidad de tiempo sera

4z2h2WO/c?PO . | <k|V|pa®> |2, (59)

que es el coeficiente de absorcion.

Veamos cual es la relacién entre los coeficientes de absorcién y de
emision (59) y (56), y los coeficientes de dispersién de resonancia calculados
en la secci6n anterior. Cuando el haz incidente no estd constituido por
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particulas con la misma energia, sino por una distribucién que contenga
una particula por unidad de intervalo de energia y de tiempo que atraviesa
la unidad de é4rea, el nimero total de particulas con energias préximas a
una linea de absorcién que serdn dispersadas vendra dado por la integral
de (54) respecto a E’. Si despreciamos la dependencia del numerador de (54)
respecto a E’, dicha integral tendra precisamente el valor (59), puesto que

0o

b dE = =
[(E’—Ek—a)2+b2 -

Luego, el niimero total de particulas dispersadas en el entorno de una linea
de absorcion es igual al nimero total de particulas absorbidas. Por lo
tanto, podemos considerar que dichas particulas dispersadas han sido
absorbidas y después reemitidas en otra direccién. Ademds, el nimero de
particulas dispersadas por unidad de 4ngulo s6lido en una direccion, dada
por p’, que pertenecen a dispersores en el estado o en el entorno de una
linea de absorcién viene dado por la integral de (53) respecto a E’, que
calculada como antes tiene el valor

4m2h?WW’P’ =
s — | PRV ] RViptans |

Este valor es precisamente igual al coeficiente de absorcién (59) multipli-
cado por el coeficiente de emisién (56) y dividido por el coeficiente de emi-
sién total 2b/A. Esto concuerda con el punto de vista que considera las
particulas dispersadas por resonancia como aquellas particulas que han
sido absorbidas y después reemitidas, teniendo lugar ambos procesos de
absorcién y emision cada uno con su propia ley probabilistica indepen-
diente del otro, ya que segin dicho punto de vista, la fraccién del nimero
total de particulas absorbidas que seria reemitida en una direccién dada
por unidad de é4ngulo sélido, seria precisamente igual al coeficiente de
emisién en dicha direccién dividido por el coeficiente de emision total.
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SISTEMAS QUE CONTIENEN PARTICULAS IDENTICAS

4. Estados simétricos y antisimétricos

En fisica atémica si un sistema contiene varias particulas de la misma
clase — por ejemplo, un conjunto de electrones —, dichas particulas son
absolutamente indistinguibles entre si. Al intercambiar dos de ellas no se
produce ningin cambio observable. Esta circunstancia da lugar a fenémenos
curiosos en mecanica cuéntica, sin anlogo en la teoria clasica, que derivan
del hecho de que en mecanica cuintica pueden tener lugar transiciones en
las que se intercambian dos particulas idénticas, y que no pueden ser detec-
tadas por ningun procedimiento de observacién. Evidentemente una teoria
aceptable deberia considerar que dos estados indistinguibles en toda obser-
vacién son el mismo estado y que el intercambio de dos particulas idén-
ticas no constituye ninguna transicién. M4s adelante veremos que es
posible volver a formular la teoria de forma que verifique estas condi-
ciones.

Sea un sistema que contiene n particulas idénticas. Como variables
dinidmicas podemos tomar un conjunto de variables &; para la primera
particula, el conjunto correspondiente &; para la segunda y asi sucesiva-
mente hasta la n-ésima. Con esta eleccién las &, conmutarin con las &,
para r5=s. (Puede ocurrir que sean necesarias otras variables extra para
dar cuenta de otros componentes del sistema ademas de las n particulas,
pero no serd necesario mencionarlas explicitamente en este capitulo.) El
hamiltoniano que describe el movimiento del sistema se podrad expresar
como funcién de las &, &,, ..., &, El hecho de que las particulas sean
idénticas exige que el hamzltonumo sea una funcién simétrica de &, 52,

.» &, es decir, que permanezca invariante cuando se intercambian o per-
mutan de cualquier forma los conjuntos de variables &,. Esta condicién
debe ser vilida para cualquier perturbacién aplicada al sistema. De hecho,
cualquier cantidad que tenga significado fisico debe ser una funcién si-
métrica de las &,.

Sean |a,>, |b1>, ..., kets de la primera particula considerada ella sola
como un sistema dindmico. Existirdn kets correspondientes |a2>, |b.>,
para la segunda particula y asi sucesivamente. Podemos construir un ket
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para el conjunto mediante el producto de kets, cada uno de los cuales
corresponde a una particula considerada ella sola como un sistema; por
ejemplo,

]a1>[b2>103>...]g..> = lalbzcg...gn> (1)

segin la notacién (65) de § 20. El ket (1) corresponde a un tipo de estado
particular del conjunto, que se caracteriza porque en él cada particula esta
en su propio estado, simbolizade por el factor correspondiente que figura en
el primer miembro de {1). El ket general del conjunto ser4 una suma o
integral de kets del tipo (1), y corresponde a un estado para el cual no se
_puede afirmar que cada particula esté en su propio estado, sino inicamente
que cada parff%ula est4 parcidlmeiite en los distintos estados de forma re-
lacionada con el modo cémo las otras particulas estan parcialmente en los
diversos estados. Si [a;>, [b1>, ..., es un conjunto de kets bésicos para la
primera particula corsiderada sola, los kets |a;>, |b2>, ... constituirdn a su
vez un conjunto de kets bésicos para la segunda particula’considerada ella
sola y asi sucesivamente; y en ese caso los kets (1) constituirdn un conjunto
de kets béasicos para el conjunto. Diremos que la representacién del con-
junto formada por estos kets bésicos es una representacion simétrica, pues
trata del mismo modo a todas las particulas. T

En (1) podemos intercambiar los kets de las dos primeras particulas y

obtener un nuevo ket del conjunto
|bidlazdlesd.. . \ga> = |biaaocs...gn).

De forma mas general podemos intercambiar el papel de las dos primeras
particulas de cada ket del conjunto y obtener nuevos kets del conjunto.
El proceso de intercambiar las dos primeras particulas equivale a la aplica-
cién de un operador a los kets del conjunto, que como los estudiados en

§ 7, serd también lineal. Anélogamente, €l proceso de intercambiar cual-
quier par de particulas corresponde a un operador lineal, y por aplicacién
sucesiva de tales intercambios podemos obtener cualquier permutacién
de las particulas; por tanto, una permutacién aparece ahora como la
aplicacion de un nuevo operador lineal a los kets del conjunto. Una per-
mutacién se dice que es par o impar seglin que sea necesario un nimero
par o impar de intercambios para formarla.

Diremos que un ket [X> del conjunto es simétrico si es invariante al
aplicarle cualquier permutacién, es decir si —

PIX> = |X> 2

para cualquier permutacién P. Y diremos que es antisimétrico si no cambia
al aplicarle una permutacién par y cambia de signo al aplicarle una per-
mutacién impar, es decir, si

PIX> = =X, @)
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donde los signos + o — dependen de si P es par o impar. Los estados
correspondientes a kets simétricos se denominan estados simétricos y los
que corresponden a kets antisimétricos, estados antisimétricos En una
representacién simétrica el representante de un ket simétrico sera una
funcién simétrica de las variables de las distintas particulas, y el repre-
sentante de un ket antisimétrico serd una funcién antisimétrica.

En la imagen de Schrédinger el ket que cgzgspgggi_g a un estado del
conjunto variard con el tiempo segin la ecuacion de movimiento de Schro-

dinger. Si inicialmente era un ket simétrico deberd permanecer siempre
simétrico, pues, teniendo en cuenta que el hamiltoniano es simétrico, no hay
ningiin elemento que pueda destruir. o cambiar la simetria. Anélogamente
si el ket era inicialmente antisimétrico deberd permanecer siempre antisi-

métrico. [Luego, todo estado Gue inicialmente es simétrico seguird siéndolo ™

]'Z{éﬁpre, y todo estado que inicialmente es antisiméirico_conservard _igual-
imente su antisimetria.f En consecuencia, puede ocurrir que para una deter-
minada clase dé parti no se den en la naturaleza mis que estados
simétricos o antisimétricas. Si ocurriese alguna de estas dos posibilidades,
darfa lugar a ciertos fenémenos especiales para las particulas en cuestién.

Supongamos en primer lugar que Unicamente se presenten en la natu-
raleza estados antisimétricos. El ket (1) no es antisimétrico y, por tanto, no
corresponde a ningin estado real. A partir de (1) podemos construir siempre
un ket antisimétrico aplicAndole todas las posibles permutaciones y su-
mando los resultados, después de multiplicar los términos que provienen
de una permutacién impar por — 1. Asi obtenemos

> =+ Pla;bycs...g2n>, 4)
P

en donde el signo + o — depende de si P es par o impar. El ket (4) se
puede escribir en forma de determinante

lar>  la> s> . . . law

Ib1> ]b2> Ib3> . . . |bn>

led led e . . . e
., (5)

g lg> lg> . - . g

Yy su representante en una representacién simétrica serd un determinante.
El ket (4) o (5) no es el ket antisimétrico general sino tinicamente un simple
ket particular. Corresponde a un estado del conjunto en el que estin ocu-
pados ciertos estados-particula, a saber, los estados @, b, c, ..., g, no pu-
diendo decirse qué particula est4 en cada estado, pues cualquier particula
tiene la misma probabilidad de ocupar cualquiera de dichos estados. Si dos



224 SISTEMAS QUE CONTIENEN PARTICULAS IDENTICAS

de los estados-particula a, b, ¢, ..., g son el mismo, el ket (4) o (5) es nulo
y no corresponde a ningin estado del conjunto. Luego, dos particulas no
pueden ocupar el mismo estado. Mas en general, los estados ocupados han
de ser todos independientes, pues sino (4) o (5) son nulos. Esta es una
caracteristica importante de las particulas que sélo pueden ocupar esta-
dos antisimétricos. Ello da lugar a una estadistica especial, que fue estu-
diada por vez primera por Fermi, y asi llamaremos fermiones a las particu-
las que sélo pueden ocupar estados antisimétricos.

Supongamos ahora que unicamente se presenten estados simétricos.
El ket (1) no es simétrico a menos que todos los estados-particula a, b, c,
..., g sean el mismo estado, pero siempre sera posible construir a partir de
él un estado simétrico aplicindole todas las permutaciones posibles y su-
mando los resultados; asi se obtiene

S Plabycs...80>. (6)
P

El ket (6) no es el ket simétrico general, sino un ket particular sencillo.
Corresponde a un estado del conjunto para el que estdn ocupados ciertos

estados-partlcula a saber, los estados @, b, ¢, ..., g no pudiendo decirse
qué particula esta en cada estado. En este caso es posible que dos o més
estados @, b, c, ..., g sean el mismo estado. Como consecuencia de ello, la

estadistica a que obedecer4n las particulas no serd la misma que la que se
utiliza corrientemente en la teoria clasica. Esta nueva estadistica fue estu-
diada por primera vez por Bose, y asi llamaremos bosones a las particulas
que sélo pueden ocupar estados simétricos.

Podemos poner de manifiesto la diferencia entre la estadistica de Bose
y la estadistica ordinaria considerando el caso particular en que no haya
mas que dos particulas y dos estados independientes a y b para una de
ellas. Segin la mecinica clasica, si el conjunto de las dos particulas estd
en equilibrio termodindmico a temperatura elevada, cada particula tendra
la misma probabilidad de estar en cualquiera de los dos estados. Por tanto,
habr4 una probabilidad 4 de que ambas particulas estén en el estado a,
una probabilidad 4 de que ambas estén en el estado b, y una probabili-
dad 4 de que una particula esté en un estado y la otra en el otro. En la
teona cuintica existen tres estados simétricos independientes para el par
de particulas, que corresponden a los kets simétricos (a,>(a,>, (b,>|b2>, y
la:>1b2> + laz>|bi>, y que representan respectivamente los estados en que
ambas particulas estin en el estado a, ambas en el estado b y una particula
en un estado y la otra en el otro. En equilibrio termodindmico a tempera-
tura elevada, los tres estados serdn igualmente probables como se vio en
§ 33, y, en consecuencia, existird una probabilidad ! de que ambas par-
ticulas estén en el estado g, una probabilidad § de que ambas estén en el
estado b, y una probabilidad { de que una partlcula esté en un estado y
la otra en el otro. Luego, en la estadistica de Bose la probabilidad de que
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dos particulas estén en el mismo estado es mayor que en la estadistica
cldsica. La estadistica de Bose difiere de la estadistica cl4sica en sentido
contrario al que difiere la de Fermi, para la cual la probabilidad de que dos
particulas ocupen el mismo estado es nula.

Al establecer una teorfa de los 4tomos siguiendo el camino indicado
al comienzo de § 38, es necesario, a fin de explicar los resultados experi-
mentales, suponer que dos electrones nunca pueden estar en el mismo
estado. Esta regla se conoce con el nombre de principio de exclusién de
Pauli. Esto nos demuestra que los electrones son fermiones. La ley de Planck
de la radiacion nos dice que los fotones son bosones, pues tnicamente la
estadistica de Bose conduce a dicha ley. Andlogamente, existen razones
experimentales para todas las demas particulas conocidas en fisica que
indican que son fermiones o bosones. Los protones, neutrones y positrones
son fermiones, mientras que las particulas « son bosones. Todas las par-
ticulas que se dan en la naturaleza son o bien fermiones o bien bosones, y,
en consecuencia, los tnicos estados que se presentan en la practica para
un conjunto de particulas idénticas son o simétricos o antisimétricos.
Matematicamente son posibles otras clases de simetria mas complicada;
pero no se presentan para ninguna de las particulas conocidas. En una
teoria en la que una misma particula admite tnicamente estados simétri-
cos o antisimétricos, no hay ninguna distincién entre dos estados que sélo
difieren en la ordenacién de las particulas, y asi las transiciones menciona-
das al comenzar esta seccion dejan de existir.

35. Las permutaciones como variables dindmicas

Vamos a construir una teoria general aplicable a los sistemas que con-
tienen n particulas idénticas cuyos ‘estados pueden presentar cualquier clase
de simetria, es decir, sin imponer ninguna restriccién de que sélo puedan
darse estados simétricos o sélo estados antisimétricos. El estado general
no serd simétrico ni antisimétrico, y para n > 2, ni siquiera se podri ex-
presar linealmente en funcién de estados simétricos y antisimétricos. Esta
teoria no se puede aplicar directamente a ninguna clase de particulas exis-
lente, no obstante, sera util para obtener un método aproximado de tratar
un conjunto de electrones como veremos en § 58.

Hemos visto que cualquier permutacién P de las n particulas es un
operador lineal que puede ser aplicado a cualquier ket del conjunto.
Luego, P puede ser considerada como una variable dindmica de nuestro
sistema de n particulas. Existen n! permutaciones, y cada una de ellas
puede considerarse como una variable dindmica. Entre ellas estid la per-
mutacién idéntica P; que es igual a la unidad. El producto de dos permu-
taciones cualesquiera es otra permutacion, y por tanto, cualquier funcién
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de permutaciones puede reducirse a una funcién lineal. Toda permuta-
cién P tiene su inversa P~! que verifica

PPl = PP = P, = 1.

La permutacién P se puede aplicar al bra <X| del conjunto, obtenién-
dose un nuevo bra, que de momento designaremos por P<X|. Si aplica-
mos P a ambos factores del producto <X|Y)>, éste debe quedar inalterado
por ser dicho producto un nimero que no depende del orden de las par-
ticulas. Luego,

(PCXDPIY> = <X|¥>
de donde
P<X| = <X|P? )

Pero P<X| es el conjugado imaginario de P|X> y, por tanto, es igual a <X|P,
luego, segin (7) se tiene
P = P (8)

En consecuencia, las permutaciones no son en general variables dinamicas
reales, siendo el complejo conjugado de una permutacién igual a su re-
ciproco.

Cualquier permutacién de los nimeros 1, 2 .3, ..., n se puede expresar
como producto de ciclos; por ejemplo para n — 8 se tiene
P, = (143)(27)(58)(6), ©)

donde dentro de cada paréntesis todo nimero debe ser reemplazado por el
siguiente menos el Gltimo que debe ser sustituido por el primero. Asi pues,
P, cambia los nimeros 12345678 por 47138625. La clase de permutacién
queda determinada por la particién del nimero n dada por la cantidad
de nimeros que hay en cada paréntesis. Asi la clase de P, viene dada por
la particién 8 = 3+ 2+ 24 1. Diremos que las permutaciones de la
misma clase, es decir, correspondientes a la misma particion son permuta-
ciones equivalentes. Asi por ejemplo, P, de (9) es equivalente a

P, = (871)(35)(46)(2). (10)

El conjunto de las n! permutaciones posibles puede dividirse en conjuntos
de permutaciones equivalentes, y cada uno de dichos conjuntos se deno-
mina una clase de equivalencia. La permutacién P, = 1 constituye por
si sola una clase. Toda permutacién es equivalente a su reciproca.

Cuando dos permutaciones P, y P, son equivalentes, cualquiera de ellas,
por ejemplo P,, se puede obtener mediante una permutaciéon P, de la
otra P,. Asi, para las permutaciones (9) y (10) podemos tomar como P, la
permutacién que cambia 14327586 por 87135462, es decir, la permutacion

P, = (18623)(475).
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Los distintos modos de escribir P, y P, en notacion ciclica darfan lugar a
distintas P,. Cualquiera de dichas P, aplicada al producto P,|X> daria como
resultado Py . P,|X), es decir,

P,P|X> = PP, |X>.
Luego,

P, = P,P P}, (11)
que expresa la condicién para que P, y P, sean equivalentes en forma de
ecuacién algebraica. La existencia de un P, cualquiera que verifique (11)
es suficiente para asegurar que P, y P, son equivalentes.

56. Las permutaciones como constantes del movimiento

Toda funcién simétrica V de las variables dindmicas de todas las particu-
las queda inalterada cuando se le aplica una permutacién cualquiera P,
y por tanto, al aplicar P al producto V|X> queda aplicada al factor |X>,
o sea,
PVIX> = VP|X>.
Luego,
PV = VP, (12)

que nos viene a decir que toda funcién simétrica de las variables dindmicas
conmuta con las permutaciones. El hamiltoniano es una funcién simétrica
de las variables dindmicas, y por tanto conmuta con cualquier permutacién.
Luego, toda permutacion es una constante del movimiento. Este resultado
es valido incluso cuando el hamiltoniano no es constante. Si |Xt> es una
solucién cualquiera de la ecuacién de movimiento de Schrodinger, P|Xt)
es también solucidn.

En mecéanica cuantica, cuando estudiamos un sistema y encontramos
una constante del movimiento «, sabemos que si en un estado de movi-
miento cualquiera tenia inicialmente el valor numérico o', seguira tenien-
do siempre dicho valor, pudiendo asi asignar distintos valores numéricos o’
a los distintos estados y de este modo clasificarlos. Pero cuando tenemos
distintas constantes del movimiento « que no conmutan entre si (como
ocurre con las permutaciones P), el procedimiento no es tan directo, pues,
en general, no podemos asignar valores numéricos simultineamente a todas
las @ en ningin estado. Consideremos en primer lugar el caso de un sistema
cuyo hamiltoniano no es funcién explicita del tiempo. La existencia de
constantes del movimiento @ que no conmutan entre si indica que el sis-
tema es degenerado. En efecto, para un sistema no degenerado, el hamilto-
niano H constituye por si solo un conjunto completo de observables que
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conmutan, y en consecuencia, segin el teorema 2 de § 19, cualquier « es
funcion de H, y asi H conmuta con cualquier a.

Hemos de buscar una funcién 8 de las @ que para todos los estados
que pertenezcan a un mismo nivel de energia H’, tenga el mismo valor
numérico B/, pudiendo de esta forma utilizar g para clasificar los niveles
de energia del sistema. La condicién que ha de verificar 8 es la de ser una
funcién de H y, por tanto, ha de conmutar con toda variable dindmica que
conmute con H, es decir, con toda constante del movimiento. Si las a son
las tinicas constantes del movimiento, o bien si existe un conjunto de @ que
conmuta con todas las demés constantes del movimiento independientes,
nuestro problema se reduce a hallar una funcion 8 de las « que conmute
con todas las «. Con ello podremos asignar a 3 un valor numérico 8’ para
cada nivel de energia del sistema. Si existen distintas funciones 8, han de
conmutar unas con otras a fin de que podamos asignar simultaneamente a
todas ellas valores numéricos. Obtenemos asi una clasificacién de los nive-
les de energia. Cuando el hamiltoniano es funcion explicita del tiempo, no
podemos hablar de niveles de energia, pero las g seguirin siendo una cla-
sificacién til de los niveles de energia.

Vamos a seguir este procedimiento para estudiar las permutacio-
nes P. Hemos de hallar una funcién y de las P tal que PyP™* = y para
toda P. Evidentemente una y posible sera 3, P., la suma de todas las per-
mutaciones de una clase ¢, es decir, la suma del conjunto de todas las
permutaciones equivalentes, ya que >, PP,P~! estard formado por las mis-
mas permutaciones sumadas en un orden distinto. Existird una de estas y
para cada clase. Ademas, no puede existir ninguna otra y independiente,
pues toda funcién de las P puede expresarse como funcién lineal de ellas
con coeficientes numéricos, y no conmutaran con todas las P a menos que
los coeficientes de las P equivalentes sean idénticos. Ast obtenemos todas las
% que sirven para clasificar los estados. Es conveniente definir cada y como
una media y no como una suma, y asi

Xe = ns' 3 P,

siendo n, el numero de P que hay en cada clase ¢. Otra forma de escri-
bir ¥, es
%o = n!1 3 PP,P 1 (13)
P

donde la suma esta extendida a todas las n! permutaciones P, siendo facil
ver que dicha suma contiene cada elemento de la clase ¢ el mismo ntimero
de veces. Para cada permutacién P existe una y, que podemos llamar x(P),
igual a la media de todas las permutaciones equivalentes a P. Una de las g
es y(P) = 1.

Las constantes del movimiento y;, 2, -.., Xm asi obtenidas tendrin un
valor numérico definido para cada estado estacionario del sistema cuando
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el hamiltoniano no sea funcién explicita del tiempo, y en el caso general
pueden servir asimismo para clasificar los estados, pues existirA un con-
junto de estados para cada conjunto de valores permitidos %/, ¥, ---, %,
de las y. Dado que las y son constantes del movimiento en todos los casos,
dichos conjuntos de estados serdn exclusivos, es decir, que nunca tendrén
lugar transiciones desde un estado de un conjunto a un estado de otro
conjunto.

Los conjuntos de valores posibles de 3’ que se pueden asignar a las y
estan limitados por el hecho de que existen relaciones algebraicas entre
las %. El producto de dos y cualesquiera x, %, se puede expresar lineal-
mente en funcién de las P, y puesto que conmuta con todas las P tiene que
poderse expresar como funcién lineal de las y; tendremos pues

A he = 11+ 22+ oo+ G Yms (14)

donde las a; son nimeros. Cualesquiera valores numéricos ¥ que se asignen
a las y han de ser autovalores suyos y bhan de satisfacer estas mismas ecua-
ciones algebraicas. Para cada solucién ¥’ de estas ecuaciones existe un con-
junto exclusivo de estados. Una solucién evidente es 3, = 1 para toda 7,
que corresponde al conjunto de estados simétricos. Otra solucién también
obvia, que da lugar al conjunto de estados antisimétricos es 7, = * 1, con
signo més o signo menos segin sean pares o impares las permutaciones
de la clase p. Las dem4s soluciones pueden ser halladas en cualquier caso
particular con los métodos algebraicos ordinarios, pues los coeficientes a;
de (14) pueden obtenerse directamente considerando los tipos de permu-
tacion a que hacen referencia las y que intervienen. Cada solucién es, salvo
un factor numérico, lo que en teoria de grupos se denomina un cardcter
del grupo de las permutaciones. Las yx son todas variables dinamicas
reales, puesto que cada P y su compleja conjugada P! son equivalentes
y en la definicion de las y entraran, en consecuencia, sumadas; por tanto
las %’ han de ser niimeros reales.

El niimero de soluciones posibles de las ecuaciones (14) puede ser calcu-
lado ficilmente, pues tiene que ser igual al nimero de autovalores distintos
de una funcién arbitraria B de las 3. Con ayuda de las ecuaciones (14)
podremos expresar B linealmente en funcion de las y; y asi

B = b, x1 +b, Yo+ -+ Du Yo (15)

Anélogamente podemos expresar cada una de las cantidades B2, B3, ..., B»
como funcién lineal de las 3. De las m ecuaciones asi obtenidas y la ecua-
cion %(P;) = 1 podemos eliminar las m incognitas y1, ¥z, ..., %m obteniendo
como resultado una ecuacién algebraica de grado m en B,

B + ¢ Bm-1 + Ca Bm2 + + Cm = 0
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Las m soluciones de esta ecuacién determinan los m autovalores posibles
de B, cada uno de los cuales sera una funcién lineal de las by, by, ..., bn
segun (15), cuyos coeficientes serdn un conjunto de posibles valores ¥, ¥/,
v x'm . Los conjuntos de valores y’ asi obtenidos han de ser todos distintos,
pues si hubiera menos de m conjuntos de valores ¥’ de las y distintos, exis-
tiria una funcién lineal de las y cuyos autovalores serian todos nulos, lo
que implicaria que la propia funcién fuese idénticamente nula, y las x
no serian linealmente independientes. Luego, el nimero de conjuntos de
valores numéricos de las y es exactamente igual a m, o sea, igual al ntimero
de clases de permutaciones que a su vez es igual al nimero de particiones
de n. En consecuencia, el nimero de conjuntos exclusivos de estados es
igual a dicho numero.

Todas las variables dinamicas que tienen importancia fisica y todas las
cantidades observables son simétricas respecto a las particulas, y por tanto,
conmutan con todas las P. Luego, las unicas funciones de las P que tienen
importancia fisica son las y. Los estados que corresponden a |y> y a
f(P)ly’>, donde |y’> es un autoket de las y perteneciente a los autovalo-
res " y f(P) es una funcién cualquiera de las P tal que f(P)[x’> =0, son
indistinguibles para toda observacién y, por tanto, son equivalentes desde
el punto de vista fisico. Multiplicando |y’> por funciones de las P podre-
mos formar un nimero determinado n(y’) de kets independientes, que de-
pender4 tnicamente de las ¥’. Dicho niimero sera igual al numero de filas
0 columnas de una representacién matricial de las P en la que cada y sea
igual a . Si |y’> corresponde a un estado estacionario, n(y’) sera un grado
de degeneracién (en lo que concierne a la degeneracién producida por la
simetria entre las particulas). Esta degeneracion no puede ser eliminada
por ninguna perturbacién simétrica respecto a las particulas.

37. Determinacion de los niveles de energia

Apliquemos el método de perturbaciones de § 43 para calcular en pri-
mera aproximacién los niveles de energia, en el caso de que el hamiltoniano
no sea funcién explicita del tiempo. Supondremos que para los estados
estacionarios del conjunto del sistema no perturbado, cada una de las
particulas idénticas estd en su propio estado. Para n particulas tendremos

n estados que corresponderan a los kets |a1>, [a”>, . [a"), que de mo-
mento supondremos ortogonales. El ket del conjunto serd en este caso

X> = lddlad>. e, (16)
igual que (1) pero con a, o?,..., en lugar de g, b, ... Aplicindole una per-

mutacién P obtenemos otro ket
PIX> = lal>]e®>...|at> 17
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donde 1, s, ..., z es una permutacién de los nimeros 1, 2, ..., n, que co-
rrespondera a otro estado estacionario del conjunto con la misma energia.
En conjunto habri pues, n! estados no perturbados con dicha energia, si
suponemos que no hay ninguna otra causa de degeneracién. Segin el méto-
do de § 43, cuando el sistema no perturbado es degenerado hemos de
considerar los elementos de matriz de la energia de perturbacion V que
hacen referencia a dos estados con la misma energia, es decir, los estados
del tipo <X|P;VP,/X>. Dichos elementos formarin una matriz de n! filas
y columnas, cuyos autovalores serdn las correcciones de primer orden de
los niveles de energia.

Hemos de definir otro tipo de operadores de permutacion aplicable a
los kets de la forma (17), que actian sobre los indices de las a. Los ope-
radores de permutacién de este tipo los designaremos por P*. La diferencia
esencial entre los operadores P y los P* puede ponerse de manifiesto del
modo siguiente. Consideremos en general la permutaciéon que cambia 2
por 3. Puede interpretarse bien como el intercambio de los objetos 2 y 3,
o bien como el intercambio de los objetos que ocupan los lugares 2 y 3, sien-
do distinto el resultado en ambos casos. La primera de estas interpreta-
ciones es la que corresponde a los operadores P, siendo los objetos en
cuestion las particulas idénticas. Las permutaciones P pueden aplicarse a
cualquier ket del conjunto. En cambio, la segunda interpretacién de las
permutaciones sélo tiene sentido cuando se aplica a kets de la forma (17),
para los cuales cada particula estd en un lugar dado por «, o bien, cuando
se aplica a una suma de dichos kets. Las permutaciones P pueden consi-
derarse como variables dindmicas ordinarias, mientras que las permutacio-
nes P* solo pueden considerarse como variables dinamicas en un sentido
restringido, aplicable unicamente cuando se consideran estados que se
pueden obtener por superposiciéon de los distintos estados (17), que es lo
que ocurre en nuestro problema de perturbacion.

Podemos formar funciones algebraicas de las P* que seran nuevos ope-
radores aplicables a kets de la forma (17). En particular podemos cons-
truir %(P?), o sea, la media de todos los P* de una cierta clase. Dicha fun-
cién ha de ser igual a y(P.), — promedio de los operadores de permuta-
cién P de la misma clase — pues el conjunto de todas las permutaciones
de una clase tiene que ser a todas luces el mismo, tanto si las permuta-
ciones se aplican a las particulas como si se aplican a los lugares que
ocupan dichas particulas. Toda P conmuta con toda P? es decir,

P,P: = PP, (18)

Designando las a con los mismos nimeros 1, 2, 3, ..., n que empleamos
para designar las particulas, podemos establecer una correspondencia bi-
yectiva entre las « y las particulas, y dada una permutacién P, cualquiera
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aplicada a las particulas, dar significado a la misma permutacion P¢ aplica-
da a las a. Dicho significado es tal que para el ket |[X> dado por (16)

PP |X> = |XD. (19)

Puesto que los kets |a1>, |a2>, e
bién ortogonales, salvo para P — 1. Luego, para cualesquiera coeficientes
cp se verifica

E CP<X|PaPa|X> = Cr, (20)
P

donde |X> ha de estar normalizado, y la sumacién se extiende a todas las
n! permutaciones P o P* dejando P, fija. Definamos ahora V, por

Ve = <X|VP|XD. (21)
Con ello resulta, para dos permutaciones P, y P, cualesquiera,

<X|P.VP,)X> = <X|VP,P)X> = Voo
— 3 Va<X|P?P,P,|X>
P

con ayuda de (20). Mediante (18) se obtiene
<X|P,VP,X> = 3 Vp<X|P,P°P,JX>. (22)
P

Este resultado se puede escribir en la forma
Va3 VP, (23)
P

donde el signo = significa que la ecuacion es valida en sentido restrin-
gido, es decir, que los operadores que figuran en ambos miembros son
iguales mientras se utilicen con kets de la forma P|X> y sus bras imaginarios
conjugados.

La férmula (23) nos dice que la energia de perturbacién V es igual, en
sentido restringido, a una funci6n lineal de los operadores de permutacion
P* de coeficientes V, dados por (21). Este sentido restringido es adecuado
para calcular las correcciones de primer orden de los niveles de energia,
pues dicho célculo sélo lleva consigo elementos de matriz de V dados
por (22). La férmula (23) es muy util dada la facilidad con que se opera
con su segundo miembro.

Como ejemplo de aplicacién de (23) vamos a determinar el valor
medio de la energia para todos los estados que, perteneciendo a un con-
junto exclusivo, provienen del estado no perturbado (16). Para ello hemos
de calcular el valor medio de V para los estados (17) en que las y tienen
valores numéricos determinados y’. Pero el valor medio de P? en cualquiera
de dichos estados es igual al de P*P%(P?)"!, donde P* es anhltrarlo y por
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tanto vale nl™? E P Py (P*)7", o sea x'(P?) o y'(Ps). Luego, el valor me-
dio de V es E pr (P). Podemos emplear un método analogo para calcular

el valor medio de cualquier funcién de V, para lo cual tinicamente hemos
de sustituir cada P* por y/(P) en el célculo del promedio.

El nimero de niveles de energia que hay en un conjunto exclusivo
% = %  que provienen de un estado dado del sistema no perturbado es
igual al nimero de autovalores del segundo miembro de (23) que son
compatibles con las ecuaciones y = y%’. Dicho nimero no es més que el
namero n(y’) introducido al final de la seccién precedente, y es igual al
grado de degeneracién de los estados de dicho conjunto.

Hemos supuesto que los kets individuales |a'>, [a*), ..., que determinan
los estados no perturbados mediante (16) son ortogonales. La teoria
puede generalizarse ficilmente para el caso en que algunos de ellos estén
repetidos, y los que son distintos sigan siendo ortogonales. En este caso
tenemos algunas permutaciones P* para las que P*X> = |X), que seran
todas aquellas que consistan Unicamente en intercambios de las « iguales.
La ecuacion (20) seguira siendo valida si extendemos la suma tnicamente a
aquellas P que dan distintos valores de P*X>. Con estec cambio en el
significado de 3, siguen siendo vélidas todas las ecuaciones anteriores,

>
incluso el resultado (23). Para el |X> de ahora existiran limitaciones sobre
los posibles valores numéricos de las y y asi, por ejemplo, no pueden
tomar los valores que corresponden a un |X> antisimétrico.

58. Aplicacion a electrones

Consideremos el caso de que las particulas idénticas sean electrones.
Segtn el principio de exclusién de Pauli discutido en § 54, Unicamente
habremos de considerar estados antisimétricos. Es necesario considerar
explicitamente el hecho de que los electrones tienen spin, que se mani-
fiesta por la aparicién de un momento angular y un momento magnético.
El efecto del spin en el movimiento de un electrén bajo la acciéon de un
campo electromagnético no es muy grande. Sobre el electrén actian unas
fuerzas adicionales debidas a su momento magnético, que introducen
nuevos términos en el hamiltoniano. El momento angular de spin no tiene
ninguna accién directa sobre el movimiento, pero entra en juego cuando
existen fuerzas que tienden a hacer girar su momento magnético, pues el
momento magnético y el momento angular han de tener siempre la
misma direccién. En ausencia de un campo magnético fuerte dichos efec-
tos son pequeifios, del mismo orden que las correcciones introducidas por
la mecéanica relativista, y no seria 1util considerar dichos efectos en una
teoria no relativista. La importancia del spin no reside en estos pequefios
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efectos sobre el movimiento del electron sino en el hecho de que propor-
ciona dos estados internos del electrén, en correspondencia con los dos
valores posibles de la componente del spin en una direccién cualquiera, y
que hace que el nimero de estados independientes de un electrén sea
doble. Este hecho, combinado con el principio de exclusion de Pauli, tiene
consecuencias muy importantes.

Para un conjunto de electrones tenemos dos clases de variables dindmi-
cas. Las primeras son las coordenadas %, y, z de todos los electrones y sus
momentos candnicos conjugados p., p,, p. que denominaremos variables
orbitales. Las segundas son las variables de spin ¢, ¢, 6, de todos los
electrones, introducidas en § 37. Ambas clases de variables pertenecen a
grados de libertad distintos. Segtn §§ 20 y 21, existen kets que determinan
el estado del sistema total de la forma |A>|B>, siendo |A> un ket que hace
referencia Unicamente a las variables orbitales y |B> un ket que inicamente
hace referencia a variables de spin, y el ket general que determina el
estado del sistema total serd una suma o integral de kets de este tipo.
Este modo de considerar el problema nos permite introducir dos clases de
operadores de permutacién, los P* que actdan sobre las variables orbitales
Y que tunicamente se aplican al factor |A> y los P° que actan sobre las
variables de spin y se aplican unicamente al factor |B>. Los P® y los P*
podrin aplicarse a cualquier ket del sistema total, y no tinicamente a cier-
tos kets particulares como ocurria con los P* de la seccién anterior. Las
permutaciones P se aplicaban a todas las variables dinamicas de las particu-
las en cuestion, y por tanto para los electrones actuardn tanto sobre las
variables orbitales como sobre las variables de spin. Asi pues, cada P, serd
igual al producto

P, = P‘:P 2, (24)

Veamos ahora la necesidad de tener en cuenta las variables de spin al
aplicar el principio de exclusién de Pauli, aunque despreciemos las fuerzas
de spin en el hamiltoniano. P, ha de tener el valor =1 en todo estado
existente, segiin sea una permutacién par o impar; luego, segln (24)

3 Ppo
Pips = (25)

La teoria de las tres secciones precedentes resultaria trivial si se aplica-
se directamente a los electrones, para los cuales cada P, = * 1. En cam-
bio, podemos aplicarla a las permutaciones P* de los electrones. Si despre-
ciamos los términos del hamiltoniano que provienen de las fuerzas de spin,
las P° son constantes del movimiento, ya que, en tal caso, las variables
dindmicas de spin @ no figuran para nada en el hamiltoniano. Luego, las P2
también han de ser constantes del movimiento. Podemos, pues, introducir
unas nuevas y iguales a la media de todas las P? de cada clase, y afirmar
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que para cada conjunto permitido de valores numéricos y* de dichas y,
existe un conjunto exclusivo de estados. Luego, existen conjuntos exclu-
sivos de estados para los sistemas que contienen muchos electrones, pese
a que nos limitemos a considerar Unicamente estados que satisfacen el
principio de exclusién de Pauli. Evidentemente, los conjuntos exclusivos
de estados, lo seran ahora, unicamente de forma aproximada, pues las y
solamente son constantes del movimiento cuando despreciamos las fuerzas
de spin. En este caso existira una pequeiia probabilidad de que tenga lugar
una transicién desde un estado de un conjunto a un estado de otro
conjunto.

La ecuacién (25) relaciona de un modo sencillo las P® y las P°, y nos
permite obtener todos los resultados que deseemos, como, por ejemplo, los
caracteres y’, estudiando las variables dindmicas P’ en lugar de las P-.
Las P son mucho mis faciles de estudiar debido a que no existen mas que
dos estados de spin independientes para cada electrén. Este hecho se
traduce en que haya menos caracteres ¥’ para el grupo de permutaciones
de las variables ¢ que para el grupo general de las permutaciones, pues
impide que un ket de las variables de spin sea antisimétrico respecto a mas
de dos de ellas.

El estudio de las P es particularmente sencillo debido a que se pueden
expresar como funciones algebraicas de las variables dindmicas @. Consi-
deremos la cantidad

O = 5{1 —+ 621 Gz2+ Gy1 Oy + O G2} = %{1 + (01, 0'2)}.
Con ayuda de las ecuaciones (50) y (51) de § 37 obtenemos facilmente

(01,02)2 = (021 902+ Gy10y2 + o1 020 ) = 3—2(oy, 93), (26)
y en consecuencia,
O},= {1+ 2(01,02) + (01,05} = 1. 27
Ademas resulta
O12 6,1 = 3{0s1 + 620 — 021 Gy + 9051620,
Oz2 012 = ’}2‘{0'1:2 + 73] + 1.0'”1 Qo — ia:l GyZ}
luego,
012 Oz1 — Oz2 012~

Para sy, y 0., son validas relaciones analogas

020, = 0,0,
o sea,
020,073 = 0,.

De aqui, con ayuda de (27) podemos obtener

0,20;0;} = o,
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Estas relaciones de conmutacién entre O,z y 0, y @ son precisamente las
mismas que las de P, permutacién que intercambia las variables de spin
de los electrones 1 y 2. Luego, podemos poner

J— Do
012 = cPp,

siendo ¢ un nimero. La ecuacién (27) demuestra que ¢ = =* 1. Para ver
cual de los dos valores de ¢ es el adecuado, observemos que los auto-
valores de P% son 1, 1, 1, — 1, correspondientes respectivamente a los
tres estados simétricos independientes y al estado antisimétrico de las
variables de spin de dos electrones, que en la notacién de § 37 estan
representados por las tres funciones simétricas fa(c; l)fa(U: 2), f,,(a’g 1)f ﬂ(cr; 2),
fa(@ )feld”,) + f5(@, Ma(@’,), y la funcién antisimétrica falal Meldl,) —
""fﬂ(";l‘fa(U';._). Luego, la media de los autovalores de Pj,es 3. Pero la
media de los autovalores de (@,, 92) es evidentemente igual a cero, y por
tanto, la-media de los autovalores de O,. es 3. Luego, hemos de tomar
¢ = + 1, y resulta entonces

Piy = Y1 (o), 02)). (28)

De esta forma toda permutacién P° que consista en un simple inter-
cambio puede expresarse como funcién algebraica de las . Toda permu-
tacion P° puede expresarse como producto de intercambios, y en conse-
cuencia también se podra expresar como funcién algebraica de las a. Con
ayuda de (25) podemos expresar las P* como funciones algebraicas de las @
y eliminar las P° de la discusién. Como para los intercambios hemos de
tomar el signo menos en (25), dado que el cuadrado de un intercambio
es igual a uno, tenemos

Py, = — {14 (04, 0)}. (29)

La térmula (29) es apta para calcular los caracteres y’ que definen los
conjuntos exclusivos de estados. Por ejemplo, para las permutaciones que
consisten simplemente en un intercambio, tenemos

— Pn . 1 2 '
X12 x 12) — E{ 1 _}_m Z:, (a,, @) ’

Si introducimos la variable dindmica s para describir la magnitud del
momento angular de spin total ¥ 3 @, en unidades de i, segin la férmula
r

s(s + 1) =(%§o,,%§a,,)
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que estd de acuerdo con (39) de § 36, tenemos

23 (g, 0) =( 'E a, Y a,)— }r: (., o))

1<t ¢

= 4s(s - 1) — 3n.
Luego,
o 4s(s +1)—3n)  nn—4) 4 45(s 1)
ve =—% Ity (= T aam—) (30)

Por tanto, y;. se puede expresar como funcién de las variables dinami-
cas s y del niimero de electrones n. Cualquiera de los demés y puede
calcularse de forma analoga y dicho célculo nos llevaria a expresarlo
como funcién unicamente de s y de n, pues no hay ninguna otra funcién
simétrica de todas las variables dinidmicas ¢ que pueda intervenir. Por tanto,
existe un conjunto de valores 3’ de las y, y en consecuencia, un conjunto
exclusivo de estados, para cada autovalor s de s. Los autovalores de s son

in, In—1, in—2, ..,
terminando la serie con 0 o 1.

Asi vemos que cada estado estacionario de un sistema de varios elec-
trones es un autoestado de s — magnitud del momento angular de spin
total 4 3 o, expresado en unidades de # — perteneciente a un autovalor

determinado s’. Dado un s’ cualquiera existirin 25" 4+ 1 valores posibles de
una componente del vector spin total en una direcciéon cualquiera que
corresponder4n a 25" 4 1 estados estacionarios con la misma energia. Si no
despreciamos las fuerzas debidas a los momentos magnéticos de spin,
los 2¢ 4- 1 estados se desdoblarian en general en 2s” 4 1 estados con ener-
gias ligeramente diferentes, dando lugar a un multiplete de multiplicidad
2¢ + 1. Si despreciamos las fuerzas de spin, no pueden ocurrir transi-
ciones en las que s’ cambie, es decir, transiciones de una multiplicidad
a otra, y si no las despreciamos sélo existird una pequefia probabilidad
de que tengan lugar.

Podemos calcular en primera aproximacién los niveles de energia de un
sistema de varios electrones aplicando la teoria de la seccién anterior con
kets [a"> que hagan referencia unicamente a las variables orbitales, y
empleando la férmula (23). Si tinicamente consideramos las fuerzas de
Coulomb entre los electrones, la energia de interaccién V estard cons-
tituida por una suma de términos cada uno de los cuales hace referencia
unicamente a dos electrones, de donde los elementos de matriz de Vp seran
todos nulos a excepcion de los que se refieran a una P? unidad o a una P*
que consista en un simple intercambio de dos electrones. Luego, (23) se
reducird a

V =~ V1 -+ 2 Vi P‘;\‘h (31)

r<s



238 SISTEMAS QUE CONTIENEN PARTICULAS IDENTICAS

siendo V,, el elemento de matriz que se refiere al intercambio de los
electrones r y s. Como las P* tienen las mismas propiedades que las P,
cualquier funcién de las P* tendra los mismos autovalores que la funcién
de las P* correspondiente y, en consecuencia, el segundo miembro de (31)
tendra los mismos autovalores que

Vi+ 3V, P

1Ny

Vl ‘—'% Z Vn{]- + (ar; ac)} (3‘2)

r<s

segun (29). Los autovalores (32) dardn las correcciones de primer orden
de los niveles de energia. La expresién (32) nos muestra que un modelo
que suponga la existencia de una energia de acoplamiento entre los spines
de los electrones que estdn en los estados orbitales r y s, de valor
— 1 V,(0,,0,) resultaria sin duda muy acertada. Esta energia de acopla-
miento es mucho mayor que la de los momentos magnéticos de spin.
Estos modelos atémicos se emplearon antes de conocerse la justificacién
que de ellos da la mecénica cuéntica.

Podemos tener dos estados orbitales iguales del sistema no perturbado,
es decir, que los kets |a™> referentes a las variables orbitales de dos elec-
trones pueden ser iguales. Supongamos que |a'> y |a®> sean iguales.
Entonces tnicamente hemos de tomar los autovalores de (31) compatibles
con P§, = 1, o sea, aquellos autovalores de (32) compatibles con 3 =10
P° = —1. Segin (28) dicha condicién da (o;, ;) = —3, de donde
(@1 + @2)? = 0. Luego, la resultante de los dos spines @; y @, es nula, que
puede interpretarse diciendo que los spines @; y @, son antiparalelos. Por
tanto, podemos decir que dos electrones que estén en el mismo estado
orbital tienen sus spines antiparalelos. No pueden haber més de dos electro-
nes en el mismo estado orbital.
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59. Conjuntos de bosones

Consideremos un sistema dindmico constituido por ¢ particulas idén-
ticas. Formemos una representacién para una cualquiera de las particulas
constituida por los kets bésicos discretos |2V, |a®), [a®>, .... A partir
de ellos podemos obtener una representacién simétrica del conjunto de u’
particulas, como vimos en § 54, tomando como kets basicos los pro-
ductos

a>la>lat>. o> = [atadas...af,> W
en los cuales hay un factor por cada particula; los subindices 1, 2, 3, ..., ¢/
de las « son los simbolos de las particulas, y los superindices a, b, ¢, ..., g
representan los indices (), ) ® .. de los kets bésicos de las particulas.

Si se trata de bosones, para los cuales s6lo existen estados simétricos,
debemos considerar tinicamente los kets simétricos que pueden construirse
a partir de los kets (1). Los estados correspondientes a dichos kets simé-
tricos formaran un conjunto completo de estados para el conjunto de
bosones. Podemos construir para ellos la siguiente teoria.

Introducimos el operador lineal S definido por

S=ult3 P, o)

donde la suma est4 extendida a todas las ! permutaciones de las u’ par-
ticulas. Al aplicar S a cualquier ket del conjunto se obtiene un ket simétrico.
Por consiguiente, podemos llamar a S operador de simetrizacién. Segin (8)
de § 55, dicho operador es real. Aplicado al ket (1) da

Wit 3 Pla? o} ag...al,> = S|e*abac...a?> 3

En el segundo miembro se omiten los simbolos de las particulas puesto
que ya no son significativos. El ket (3) representa un estado del con-
junto de ' bosones definido por una distribucién de los mismos entre los
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diversos estados bosénicos, en la que ningin bosén particular estd aso-
ciado a ningiin estado particular. La distribucién queda determinada
cuando sabemos cuantos bosones hay en cada estado bosénico. Sean

n}. ns, n5 ... los nimeros de bosones que estin respectivamente en los
estados ¢V, ¢®, a®, ... Los n} estan definidos algebraicamente por la
ecuacion

et @ =nja e nja® o 4)

La suma de las n; ¢s evidentemente o, Elntimero de n’; es igual al nimero
de kets basicos [a”>, que en la mayoria de aplicaciones de la teoria es
mucho mayor que «/,y asi pues la mayor parte de las n son nulas. Si
at, a® a’, ..., @’ son todos diferentes, es decir, si las n} son todas 0 o 1 el
ket (3) esta normalizado, puesto que en este caso los términos del primer
miembro de (3) son ortogonales entre si y cada uno contribuye con u’l™?
al cuadrado de la longitud del ket. En cambio, si a?, a?, o, ..., @ no son
todos diferentes, los términos del primer miembro de (3) que provienen de
permutaciones P, que s6lo intercambian bosones en el mismo estado, ser4n
iguales. El nimero de términos iguales sera ntnflnf! ..., y, por lo tanto,
el cuadrado de la longitud del ket (3) sera

<a’alac...a?|S%atabel...a?> = n’l! nf_,! nll.... (5)

Para estudiar el estado general del conjunto podemos introducir los
nameros ny, Ng, Ny ... de bosones que estan respectivamente en los estados
a®, a® a® .y considerar las n; como variables dinamicas o como
observables. Sus autovalores son 0, 1, 2, ..., «’. El ket (3) es un autoket
comin a todas las n; pertenecientes a los autovalores n}, n, n},... . Los
diversos kets (3) constituyen un conjunto completo para el sistema dindmico
formado por v’ bosones, y en consecuencia, las n; conmutan entre si (ver
el reciproco del teorema de § 13). Ademas, s6lo hay un ket (3) indepen-
diente que pertenezca a cualquier conjunto de autovalores n’,,n’,n, ... . Por
lo tanto, las n; forman un conjunto completo de observables que conmu-
tan. Si normalizamos los kets (3) y simbolizamos los kets resultantes me-
diante los autovalores de las n; a que pertenecen, es decir, si ponemos

1nfln) L) HS et 0> = | nininj...>, (6)

obtenemos un conjunto de kets [nn,n/...>, en los cuales todos los ]
toman valores enteros no negativos cuya suma vale ¥/, y que constituyen
los kets basicos de una representacién con las n, diagonales.

Las n; pueden expresarse como funciones de los observables a;, @ qs,
..., @y, definidos por los kets basicos de los bosones individuales, mediante
la ecuacién

N, = E 81, af, (7)
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o las ecuaciones

2 nof(a?) = X flar) @)

véalidas para cualquier funcion f.

Supongamos ahora que el nimero de bosones del conjunto no esté
fijado, sino que sea variable. Este nimero es, por consiguiente, una va-
riable dindmica u observable u, con autovalores 0, 1, 2, ..., y el ket (3) es
un autoket de u perteneciente al autovalor u”. A fin de obtener un con-
junto completo de kets para nuestro sistema dindmico deberemos tomar
ahora todos los kets simétricos (3) para todos los valores de u’. Podemos
ordenarlos del modo siguiente.

>, la®, Sla%a®>, Sla%a’e®>, ..., 9)

escribiendo en primer lugar el ket sin simbolo, que corresponde al estado
en que no hay bosones, a continuacién vienen los kets correspondientes a
los estados con un bosén, después los correspondientes a estados con dos
bosones, etc. Un estado general corresponde a un ket que es combina-
cion lineal de los distintos kets (9). Los kets (9) son ortogonales entre si,
pues dos kets que representan estados con el mismo nimero de bosones
son ortogonales como antes vimos, y dos kets que representan, estados con
distinto nimero de bosones son ortogonales por ser autokets de u perte-
tenientes a autovalores distintos. Normalizando todos los kets (9), obte-
nemos un conjunto de kets analogo a (6) pero para el cual no hay restric-
cién en las n; (es decir, cada n} puede tomar todos los valores enteros no
negativos), y dichos kets forman los kets basicos de una representacién
del sistema dindmico constituido por un nimero variable de bosones con
las n; diagonales.

Si no hay interaccion entre los bosones y si los kets bésicos |1,
‘2®), ... representan estados estacionarios de un bosén, los kets (9) re-
presentardn estados estacionarios de un conjunto de bosones. El nimero
de bosones es constante con el tiempo, pero no ha de ser necesariamente
un nimero particular, es decir, el estado general es una superposicién de
estados con diversos valores de u. Si la energia de un bosén es H(a), la
cnergia del conjunto serd, segin (8),

2 H(@) = X n.H° (10)

designando con H® el niimero H(e®). Esta expresion nos da el hamiltoniano
del conjunto como funcién de las variables dinamicas n;.
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60. Relacién entre bosones y osciladores

En § 34 estudidbamos el oscilador armoénico, sistema dinamico con un
grado de libertad, que se puede describir mediante una q y p canonicas,
y cuyo hamiltoniano es igual a la suma de cuadrados de q y p previa-
mente multiplicados por coeficientes numeéricos. Definimos matematica-
mente un oscilador general como un sistema con un grado de libertad
que puede describirse mediante una ¢ y p canénicas, y cuyo hamilto-
niano sea una serie de potencias en q y p, y que continiie siéndolo aunque
el sistema sea perturbado arbitrariamente. Vamos a estudiar ahora un
sistema dindmico compuesto por un conjunto de estos osciladores. Para
describir cada oscilador podemos emplear en vez de g y p una variable
dinidmica compleja 7, correspondiente a la 7 de § 34, y su compleja con-
jugada, que satisfagan la relacién de conmutacién (7) de § 34. Asignare-

mos los simbolos 1, 2, 3, ... a los diferentes osciladores, de modo que el
conjunto completo de osciladores pueda describirse mediante las variables
dindmicas 7y, 7o, 7s, ..., T1, 7, 7a, ..., que satisfacen las relaciones de
conmutacion
ey — T Ta = 0,
Mo —TTe = O, (11)
Ta M6 — Mo Ta = Sap- )
Pongamos
Te Tla = MNa, (12)

de modo que
e = Na+ 1. (13)

Las n son observables que conmutan entre si y el desarrollo de § 34 mues-
tra que cada una de ellas tiene como autovalores todos los enteros no
negativos. Para cada oscilador a hay un ket standard de la representacion
de Fock |0,>, que es un autoket normalizado de n, perteneciente al auto-
valor cero. Multiplicando entre si todos estos kets standards obtenemos
un ket standard de la representacién de Fock del conjunto de osciladores

101> 102> |03> ceny (14)

el cual es un autoket comin a todas las n pertenecientes a los autovalores
cero. Lo designaremos simplemente [0>. Segin (13) de § 34

ﬁal0> =0 (15)

para cualquier a. Los desarrollos de § 34 muestran también que si
n’, n}, n}, ... son enteros no negativos cualesquiera,

NE e 0 ... 0D (16)
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es un autoket comin a todas las n, perteneciente a los autovalores
), n}, nj,... . Los diversos kets (16) obtenidos tomando distintas n, forman
un conjunto completo de kets ortogonales entre si, siendo el cuadrado de
la longitud de uno de ellos, segiin (16) de § 34, n)!n}!n}l .... Podemos
ver pues, teniendo en cuenta el resultado (5), que los kets (16) tienen
exactamente las mismas propiedades que los kets (9), y asi igualamos cada
ket (16) al ket (9) que hace referencia a los mismos valores n; cin introdu-
cir ninguna contradiccién. Esto supone tomar

Slata®e®...@% = 7o My 7o ... M,l0>. (17

El ket standard |0> resulta igual al primero de los kets (9), correspondien-
tes a la ausencia de bosones.

La consecuencia de la ecuacion (17) es la identificacién de los estados
de un conjunto de bosones con los estados de un conjunto de osciladores.
Esto significa que el sistema dindmico constituido por un conjuilo de
bosones idénticos es equivalente a un conjunto de osciladores — los dos
sistemas son exactamente el mismo sistema visto desde dos puntos de vista
distintos. Hay un oscilador asociado con cada estado bosénico indepen-
diente. Este es uno de los resultados mas importantes de la mecénica
cuéntica, que permite realizar una unificacién de las teorias ondulatoria
y corpuscular de la luz.

La teorfa de la seccién anterior se construy6 sobre un conjunto discreto
de kets bésicos |«®)> para un bosén. Podriamos pasar a un conjunto dis-
creto diferente de kets bésicos |84), y construir sobre ellos una teoria
analoga. Los kets basicos para el conjunto serian, en vez de (9)

D, 184, SIB4gE>,  SIB4BPAC>, (18)

El primero de los kets (18), que representa el estado en que no hay bosones,
es el mismo que el primer ket de (9). Los kets (18), que representan es-
tados con un bosén, son funciones lineales de los kets (9) que represen-
tan estados con un bosén, es decir

B> = 3 la®><a?|B>, (19)

y en general los kets (18) referentes a la presencia de v’ bosones son fun-
ciones lineales de los kets (9) referentes a la presencia de u’” bosones. Asi
pues existird un nuevo conjunto de variables de osciladores 74 asociadas
a los nuevos estados basicos |34> de un bosén, y en correspondencia con
(17) tendremos

S|B4BBBC ...> = NaMaNo...[0>. (20)

Luego un ket 7,73...]J0> con u’ factores 74, 7p, ... ha de ser funcién
lineal de los kets 7,7;.../0> con u’ factores 7, 7 .... Por consiguiente,
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cada operador lineal 7, ha de ser funcién lineal de las 7, La ecua-
cién (19) da
N4(0> = 3 74/0><a84>

y de aqui
Na = X NaCa?B4. (1)

Luego, las  se transforman segin la misma ley que los kets bdsicos de un
boson. Las 7 transformadas satisfacen las mismas relaciones de conmu-
tacién con sus complejas conjugadas que las originales. Las # transfor-
madas estin en pie de igualdad con las originales, y por consiguiente,
cuando consideramos nuestro sistema dindmico como un conjunto de osci-
ladores, los diferentes grados de libertad no tienen un significado in-
variante.

Las 77 se transforman segin la misma ley que los bras basicos de un
bosén, y por lo tanto, segin la misma ley que los nimeros <a%x> que for-
man el representante de un estado x. Esta similitud da lugar a que a
menudo se diga que las 7] vienen dadas por un proceso de segunda cuanti-
ficacién aplicado a <a®jx>, significando con ello que, tras haber construido
una teorfa cuédntica para una sola particula e introducido los ntmeros
<a%x) que representan un estado de la particula, pueden introducirse
operadores lineales correspondientes que satisfacen las relaciones de con-
mutacién correctas (11) con sus compleos conjugados, obteniéndose asi
la base matematica apropiada para tratar un conjunto de dichas particulas,
siempre que se trate de bosones. Para fermiones hay un proceso corres-
pondiente, que estudiaremos en § 65.

Como un conjunto de bosones es equivalente a un conjunto de oscila-
dores, ha de ser posible expresar cualquier funcidn simétrica de las varia-
bles del bosén en funcién de las variables 11 y 7 del oscilador. La ecua-
cion (10) nos proporciona un ejemplo de ello con 7,7, sustituido por
n,. Veamos qué ocurre en general. Consideremos en primer lugar una fun-
cién de las variables del bosén de la forma

Up =% U, (22)
.

siendo cada U, funcién solamente de las variables dinimicas del bosén
r-ésimo, de donde su representante (a?|U |o?> Unicamente se refiere a los
kets basicos |o4)> del bosén r-ésimo. Para que Ur sea simétrica, este repre-
sentante ha de ser el mismo para todo r, luego sélo puede depender de
los dos autovalores simbolizados por @ y b. Para abreviar podemos, pues,

escribirlo
<a?|U a2y = <e|Ula®> = <a|U|b> (23)

Tenemos
Uladtaf...> = 3 |a%aZz...e¢ ...><a|Ulx:>. (24)

a
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Sumando esta ecuacién para todos los valores de r y aplicando el operador
de simetrizacién S a ambos miembros, obtenemos

SUfatia ..> = 3 3 Slataz..a ... ><aUlx,>. (25)

Como Uy es simétrica podemos reemplazar SUr por UzS y sustituir enton-
ces los kets simétricos de (25) por sus expresiones dadas por (17). De este
modo obtenemos

Urn,m,,--10> = 3 3 7 10,7, ...10><alUlx,>
=3 e 020,70, - 003, <aUb>,  (26)
ab r

7);'1 significa que el factor 7, ha de ser suprimido. A partir de (15) y de las
relaciones de conmutacion (11) se tiene

TN Nsye-10> = Z020, 7, .. 10>%0s, 27

(obsérvese que 7, actia como el operador de derivacion parcial 8/6m).
de donde (26) da

UrMay Moz 100 = X Na o Nz, ﬁza ---[0><01Uib>. (28)
ed

Los kets 7, 7i,,...10> forman un conjunto completo, luego, a partir de (28}
podemos inferir la ecuacién entre operadores

Ur = X 1<a|U[b>7s. (29)

que nos da Uy en funcién de las variables 7 y 7 y de los elementos de
matriz <a|U|b).

Tomemos ahora una funcién simétrica de las variables del bozén que
consista en una suma de términos referidos cada uno a dos bosones.

Ve = E Ves (30)

8%y

No necesitamos suponer V,, = V.. De acuerdo con (33), a fin de abre-
viar, podemos escribir los elementos de matriz de V,, en la forma

a2 2|V, lo2 ¢?> = <ab|Vicd> (31)
Procediendo como antes, obtenemos el resultado correspondiente a (25)

SVpl|a® ad: ... = > > S %o, ,aﬂr,,_ag...><ablle,x,> (32)

rexr ad
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y el que corresponde a (26)

Viele Mg, 10> = 3 nam 3 ninin M ... |05 34s, <ab|Vicd>. (33)
rgzr 7 Ts T '

abed

Por generalizacién de (27) podemos deducir

"—lcﬁa"hl"h,---@ = 3 1;;11];:1;’1_171’_‘,’ "'f0>3"’r8“~’ (34)

rszr

de donde (33) da
Vi i, 10> = 3 MaMfeTale N, ---|0><ab|V]cd>,

abed

que nos lleva a la ecuacién entre operadores

Ve = 3 MaM<ab|Vicd)>7eTa. (36)
abed
El método puede generalizarse facilmente para expresar cualquier fun-
cion simétrica de las variables del bosén en funcién de las 7 y las 7.
La teoria precedente puede generalizarse con facilidad para aplicarla
a un conjunto de bosones en interaccién con algin otro sistema dinimico
como, por ejemplo, el dtomo. Tendremos que introducir un conjunto de
kets bésicos [{> para el atomo solo. A partir de ellos podemos obtener un
conjunto de kets basicos para el sistema total, formado por el atomo y
los bosones, multiplicando cada ket [{"> por cada uno de los kets (9).
Podemos escribir estos kets

>, e, SiCamah>,  S|Zatalary, (36)

Consideremos el sistema como compuesto por el dtomo en interaccién con
un conjunto de osciladores, pudiéndose describir entonces en funcién de
las variables del 4tomo y de las variables 7,, 7, de los osciladores. Volviendo
a usar el ket standard |0> del conjunto de osciladores, tenemos

Sitama®ac...> = Tt 10D, @7

en correspondencia con (17), como ecuacién que expresa los kets basicos
(36) en funcién de las variables del oscilador.

Cualquier funcién de las variables del atomo y de las variables de los
bosones que sea simétrica respecto a todos los bosones puede expresarse
como funcién de las variables del 4tomo y de las 7 y 7. Consideremos en
primer lugar una funcién Ur de la forma (22) con U, funcién solamente
de las variables del atomo y de las variables del bosén r-ésimo, cuyo
representante serd pues <¢’a?|U |{”a?> . Este representante ha de ser inde-
pendiente de r para que Ur pueda ser simétrica respecto a todos los boso-
nes, luego, podemos escribirlo <¥’«*|U[{”a®>. Definamos ahora <a|Ulb>
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como la funcién de las variables atémicas cuyo representante sea
<t’a"|U|t”ab>; tenemos pues

QU fg7ary = LUt = <LiKalUb> (">, (38)

en correspondencia con (23). Podemos recurrir ahora a las ecuaciones
(24) - (28) y aplicarlas multiplicando previamente ambos miembros por
i&’> a la derecha, de donde se deduce que la férmula (29) continta siendo
valida. Podemos tratar anilogamente la funcién simétrica Vr de la for-
ma (30), con V,, funcién solamente de las variables atémicas y de las varia-
bles de los bosones r-ésimo y s-ésimo. Definiendo <ab|Vicd> como la fun-
ciéon de las variables atémicas cuyo representante es
<qasg oV, |77 al>,

5

la férmula (35) contintia siendo vélida.

61. Emision y absorcion de bosones

Supongamos que los osciladores de la seccién anterior son arménicos
y que no hay interaccién entre ellos. La energia del oscilador a-ésimo es,
segin (5) de § 34,
H, = #0,7; Na + 3o,

Despreciaremos el término constante 3%w, que es la energia del oscilador
en su nivel mas bajo — el llamado “punto cero de energia” —. Esta omi-
sién no tiene ninguna consecuencia dindmica, como queda explicado al
principio de § 30, e implica simplemente una nueva definicién de H,.
La energia total de todos los osciladores es ahora

H; = E H, = E fio)ana'f—]a = Eﬁwana (39)

con la ayuda de (12). Es de la misma forma que (10) con #w, en lugar
de H". Asi pues un conjunto de osciladores armédnicos es equivalente a un
conjunto de bosones en estados estacionarios sin interaccion entre ellos.
Si un oscilador del conjunto estd en su estado cudntico n’/, hay n’ bosones
en el estado bosonico asociado.

En general, el hamiltoniano del conjunto de osciladores serd una serie
de potencias en las variables 7, 7, o sea,

Hy=Hp+ 3 Usa +Ta i) + ZWUos Mo + Vas 7 0 -+ Var Ta ) + - ..
[ ab (40)

donde Hp, Uy, Ugp, Vap son numeros, siendo Hp real, y Uy = Ups. Si el
conjunto de osciladores est4 en interaccién con un atomo, como teniamos
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al final de la seccién precedente, el hamiltoniano total serd también de la
forma (40), con Hp, U,, U,;, V., funciones de las variables atémicas siendo
en particular Hp el hamiltoniano del atomo. El estudio general de este
sistema dindmico seria més bien complicado y paru las aplicaciones préc
ticas se supone que los térmiros

HP+ z Uwﬁa ﬁu (41)

son grandes en comparacién con los otros y constituyen por si solos un
sistema no perturbado; los restantes términos se consideran como una
perturbacién que produce transiciones en el sistema no perturbado, de
acuerdo con la teorfa de § 44. Si ademas U,, es independiente de las va-
riables atémicas, el sistema sin perturbar cuyo hamiltoniano es (41) estd
formado simplemente por un dtomo de hamiltoniano Hp y un conjunto
de bosones en estados estacionarios con el hamiltoniano en la forma (39)
sin interaccién.

Consideremos qué clases de transiciones producen los diversos términos
de perturbacién de (40). Sea un estado estacionario del sistema sin pertur-
bar para el cual el 4tomo estid en un estado estacionario {’, y los bosones

permanecen en los estados bosénicos estacionarios, a, b, c, .... Este estado
estacionario para el sistema sin perturbar corresponde al ket
e 1o e ... [0, (42)

analoga a (37). Si se multiplica este ket por el término U, 7, de (40), el
resultado es una combinacién lineal de kets del tipo

N e Mo 7o - [OIT">, (43)

en la cual ¢” es cualquier estado estacionario del atomo. El ket (43)
representa un estado con un bosén mds que el ket (42); este bosén extra
esta en el estado x. Luego el término de perturbacién U, 7, origina tran-
siciones en las que se emite un bosén en el estado x y el 4tomo pasa a un
estado arbitrario. Si aplicamos el término U, 7, de (40) al ket (42), el re-
sultado es cero a no ser que (42) contenga un factor 7, en cuyo caso sera
una combinacién lineal de kets de la forma

Mo~ Ta s o ... 10> [T,

con un bosén menos en el estado x. Luego el término de perturbacién
U, ), origina transiciones en las que se absorbe un bosén del estado x, y
el 4tomo pasa también a un estado arbitrario. Anidlogamente puede verse
que un término de perturbacién U., 7, 7, (x 7 y) origina procesos en los
que se absorbe un bosén en el estado y y se emite uno en el estado x, o,
lo que es lo mismo desde el punto de vista fisico, un bosén hace una
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transicién del estado y al estado x. Este tipo de procesos seria producido
por un término como Uy de (22) y (29) en la energia de perturbacién,
cuyos elementos diagonales <a|Ula> fueran nulos. Por otra parte los tér-
minos de perturbacién Vg, 19,7y, Vay 7:7, originan procesos en los que
son emitidos o absorbidos dos bosones, y asi sucesivamente para términos
mds complicados. En cualquiera de estos procesos de emisién y absorcién
el 4tomo puede pasar a un estado arbitrario.

Determinemos la dependencia de la probabilidad de que ocurra cada
uno de estos procesos de transicién respecto a la distribucién original de
bosones en los diversos estados bosdnicos. Segin §§ 44 y 46 la probabili-
dad de transicién es siempre proporcional al cuadrado del médulo del
elemento de matriz de la energia de perturbacién, que hace referencia a
los dos estados en cuestién. Asi pues la probabilidad de que un bosén
sea emitido en el estado x y que el atomo pase simultineamente del esta-
do ¥’ al estado {” es proporcional a

| QK+ 1), U 7, I DI )

las n} son el nimero de bosones presentes inicialmente en los diversos
estados bosénicos. De (6) y (17), teniendo en cuenta (4), resulta

y asf pues WS> = () Il Ing L iy 05, (45)
MW > = (0, DP () 1), (46)

Luego, (44) es igual a
(. + D) UL P (47)

es decir, que la probabilidad de una transicion en la que se cmite un
boson en el estado x es proporcional al nimero de bosones que estaban
anteriormente en el estado x, mds uno.

La probabilidad de que sea absorbido un bosén en el estado x y que
el dtomo pase simultineamente del estado ¢’ al estado ¥” es proporcional a

| TRl (0, — ). [T g’ O 2 (48)

donde las nj, igual que antes, son el niimero de bosones presentes inicial-
mente en los diversos estados bosénicos. De (45)

7 wn..n > = n¥nin, . (v —1)..0, (49)
luego, (48) es igual a
» KE70 1> P (50)

Es decir, la probabilidad de que tenga lugar una transicién en la que se
absorba un bosén en el estado x es proporcional al nimero de bosones
originalmente en el estado x.
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Pueden aplicarse métodos analogos para procesos mas complicados y
ver que la probabilidad de que un bosén haga una transicién del estado y
al estado x (x = y) es proporcional a #/(n/, 4 1). Més en general, la proba-

bilidad de que sean absorbidos bosones en los estados x, y, ... y emitidos
en los estados a, b, ... es proporcional a
Wl (0 4 1) + 1), (51)

siendo las n’, en cada caso el nimero de bosones presentes inicialmente.
Estos resultados valen para procesos de transicién directa y para procesos
de transicién que se realizan a través de uno o maés estados intermedios,
de acuerdo con la interpretacién dada al final de § 44.

62. Aplicacién a fotones

Puesto que los fotones son bosones, puede aplicarseles la teoria pre-
cedente. Los estados estacionarios de un fotén son los autoestados de su
momento. Para cada autoestado del momento existen dos estados de pola-
rizacién independientes, para los cuales pueden elegirse dos estados de
polarizacién lineal en direcciones perpendiculares. Las variables dinémi-
cas necesarias para describir los estados estacionarios son en este caso el
vector momento p y una variable de polarizacién 1 consistente en un
vector unidad perpendicular a p. Las variables p y 1 ocupan el lugar de
las a anteriores. Los autovalores de p son todos los nimeros desde —o
a o para cada una de las tres componentes cartesianas de p, y para cada
autovalor p’ de p, 1 tiene solamente dos autovalores que corresponden a
dos vectores escogidos de manera arbitraria, perpendiculares a p’ y per-
pendiculares entre si. Puesto que los autovalores de p forman un intervalo
continuo, existird un conjunto continuo de estados estacionarios que cons-
tituyen los kets basicos continuos [p’l’>. En cambio, la teoria precedente
se construyé para un conjunto discreto de kets basicos |a’> de un bosén.
Podemos recurrir a dos formalismos para eliminar esta discrepancia.

El primero consiste en reemplazar la distribucién continua tridimen-
sional de autovalores de p por un gran nimero de puntos discretos situa-
dos muy cerca unos de otros y formando una nube esparcida sobre todo el
espacio p tridimensional. Sea s,, la densidad de la nube (nimero de puntos
por unidad de volumen) en las proximidades de cualquier punto p’. Por
consiguiente, s,, ha de ser grande y positivo, pero aparte de eso puede ser
una funcién arbitraria de p’. Las integrales sobre el espacio p pueden
reemplazarse por sumas extendidas a la nube de puntos, de acuerdo con
la férmula

ST 1) vty ap. =3 @053t 62)
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la cual nos proporciona la base para el paso de los valores de p’ continuos
a los discretos y viceversa. Cualquier problema puede plantearse en tér-
minos de los valores discretos de p’, para los cuales puede usarse la teoria
de §§ 59-61, y los resultados pueden transformarse de nuevo para refe-
rirlos a los valores continuos de p’. La densidad arbitraria s,, desaparece
entonces de los resultados.

El segundo formalismo consiste en modificar las ecuaciones de la teoria
de §§ 59-61 de modo que se apliquen al caso de un conjunto de kets
basicos |a’> continuo, reemplazando sumas por integrales y el simbolo 8
de las relaciones de conmutacién (11) por las funciones & en lo que con-
cierne a las variables con autovalores continuos. Cada uno de estos forma-
lismos tiene sus ventajas y sus inconvenientes. El primero suele ser mas
conveniente para la discusion fisica, y el segundo para el desarrollo
matematico. Desarrollaremos los dos y emplearemos uno u otro segin nos
convenga en cada momento.

El hamiltoniano que describe un conjunto de fotones en interaccién
con un atomo tendra la forma general (40), con coeficientes Hp, Us, Uas,
Va, que contienen las variables atémicas. Este hamiltoniano puede escri-

birse
IIT = HP+H0+HR, (53)

donde Hp es la energfa del dtomo solo, Hy la energia del conjunto de
fotones aislado

fI,; —= Z np,l,hvp,, (54)

pr

—p, es la frecuencia de un fotén de momento p’ —, y Hq es la energia
de interaccién que puede calcularse por analogia con la teorfa clasica
como veremos en la seccién siguiente. El sistema global puede tratarse
por un método de perturbacién como el de la seccién precedente, con Hp
y Hg en el lugar de la energia (41) del sistema no perturbado y Hq como
energia de perturbacién que origina las transiciones con emisién y absor-
cién de fotones y pasos simultdneos del atomo de un estado estacionario
a otro.

Vimos en la seccién anterior que la probabilidad de que tenga lugar un
proceso de absorcién es proporcional al nimero de bosones que estaban
inicialmente en el estado en que es absorbido el bosén. Podemos deducir
de ello que la probabilidad de que un fotén procedente de un haz de
radiacién que incide sobre un atomo sea absorbido es proporcional a la
intensidad del haz. Vimos también que la probabilidad de un proceso
de emisién es proporcional al nimero de bosones presentes anteriormente
en el estado dado mas uno. Para interpretar este resultado hemos de hacer
un estudio cuidadoso de las relaciones implicadas al reemplazar el con-
junto continuo de estados foténicos por un conjunto discreto.
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Despreciemos por ahora la variable de polarizacién 1. Sea [p'p> el ket
normalizado correspondiente al estado foténico discreto p’. Entonces se-
gan (22) de § 16

> <o) = 1,
>

que da, segun (52),
j Ip'D><Pp'Dls, dp’ = 1, (53)

habiendo escrito para abreviar d*p’ en lugar de dp’dp’,dp’. Si [p’> es el
ket basico correspondiente al estado continuo p’, segin (24) de § 16, te-
nemos

[ m>wiap =1,
que muestra, comparando con (55) que

p> = [p'o>st, (56)

La relacién entre |[p’> y [p'p> es analoga a la que existe entre los kets bési-
cos al cambiar la funcién peso de la representacion; véase (38) de § 16.

Si tenemos n}, fotones en cada estado fotdnico discreto p’, la densidad
de Gibbs p para el conjunto de fotones es, segin (68) de § 33,

e =3 o>, <enl = [ [podm, B, @y

= [ woncpldp 57)
con la ayuda de (56). El nimero de fotones por unidad de volumen en el
entorno de un punto cualquiera es, por consiguiente, <x'|p|x’>, segin (73)
de § 33.

Segtn (57), al introducir el valor de la funcién de transformacion
<x'|p’> dada por (54) de § 23, da como resultado

hplx> = [ xipn, plx> @’
= f h=3n,.d*p’ (58)

La ecuacién (58) expresa el nimero de fotones por unidad de volumen
como una integral sobre el espacio de los momentos, luego, el integrando
de (58) puede interpretarse como el numero de fotones por unidad de
volumen del espacio de fases. Llegamos de esta manera al resultado que
el niimero de fotones por unidad de volumen del espacio de fases es igual
a h™3 veces el nimero de fotones por estado discreto, o dicho de otro
modo, una celda de volumen h® en el espacio de fases es equivalente a
un estado discreto. Este resultado es general y vélido para cualquier clase
de particulas. Si se tiene en cuenta la variable de polarizacién de los
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fotones, el resultado vale para cada uno de los dos estados de polarizacién
independientes.

La magnitud del momento de un fotén de frecuencia v es hv/c, luego,
el elemento del espacio de momentos es

dp.dp,dp. = h*c*v?dvdw,

siendo do un elemento de 4ngulo sélido en la direccién del vector p. Asi
pues, una distribucién de fotones que contenga n/, fotones por estado dis-
creto, o lo que es equivalente, una distribucién de h-*n,d®pd®x fotones
por elemento de volumen dx y un elemento del espacio de momentos d®p,
es igual a una distribucién de n’p,c~3vZdvdwd®c fotones por elemento de
volumen d3x, por intervalo de frecuencia dv y por elemento de angulo
solido dw en la direccion p del movimiento. Esto corresponde a una den-
sidad de energia np,hc™3? por unidad de angulo sélido y por unidad de
intervalo de frecuencia, o a una intensidad por unidad de intervalo
de frecuencia (que es la energia que atraviesa la unidad de 4rea por
unidad de tiempo y por unidad de intervalo de frecuencia) de valor

I, = n,hvd3/c% (59)

1 4

El hecho de que la probabilidad de emisiéon de un fotén sea propor-
cional a nj}, 4 1, siendo n%, el nimero de fotones que inicialmente estin
en el estado discreto dado, puede interpretarse ahora como que la proba-
bilidad es proporcional a 1, + hv3/c?, donde I,, es la intensidad de la
radiacién incidente por unidad de intervalo de frecuencias en el entorno
de la frecuencia del fotén emitido y con su misma polarizacién 1. Por
consiguiente, incluso cuando no incide radiacién sigue existiendo una
cierta emision, pero la emision resulta incrementada o estimulada por la
radiacién incidente en la misma direccién y con la misma frecuencia y
polarizacién de la radiacién emitida. La teoria de la radiacién aqui desa-
rrollada completa de este modo la teoria deficiente de § 45, justificando
tanto la emisién estimulada como la espontinea. La relacién que da para
los dos tipos de emision, I, : hv3/c?, est4 en concordancia con la que pro-
porciona la teoria de Einstein del equilibrio estadistico, mencionada en § 45.

La probabilidad de que en un experimento de dispersiéon pase un fotén
del estado p’Y al estado p”1” es proporcional a n,,,(n,.. + 1), donde las n
son el nimero de fotones que estaban inicialmente en los estados dis-
cretos dados. Podemos interpretar este resultado diciendo que la proba-
bilidad es proporcional a

L (Lme + Bv73/c2). (60)

De manera semejante para un proceso de radiacién mas general en el que
se emiten y absorben varios fotones, la probabilidad es proporcional al
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factor I,, para cada fotén absorbido y al factor I,, + hv3/c? para cada
fotén emitido. Luego, el proceso es estimulado por la radiacién incidente
en la misma direccién y con la misma frecuencia y polarizacién que los
fotones emitidos.

63. La energia de interaccion de los fotones con un dtomo

Vamos a determinar ahora la energia de interacciéon entre un atomo y
un conjunto de fotones, es decir, la Hq de la ecuacién (53), por analogia
con la expresion clasica de la energia de interaccién entre un dtomo y un
campo de radiacién. Para simplificar supondremos que el itomo estd for-
mado por un solo electrén que se mueve en un campo de fuerzas electros-
tatico. El campo de radiacién puede describirse mediante un potencial
escalar y un potencial vector. Estos potenciales no estin univocamente
determinados y pueden escogerse de manera que el potencial escalar
desaparezca. El campo queda entonces completamente determinado por
el potencial vector A;, A,, A, o A. El cambio en el hamiltoniano que
describe el atomo producido por el campo es, segin hemos visto al prin-
cipio de § 41,

( 2

Ho= 5o (04 78) —p) = C @A)+ 50
2m | ¢ | me 2me?
Esta es la energia clasica de interaccién. E1 A de esta expresién tendria
que ser el valor del potencial vector en el punto en que esta situado el
electrén en el instante considerado. Sin embargo, si tomamos para A
el valor del potencial vector en algun punto fijo del atomo, como por ejem-
plo el nicleo, resulta una aproximacién suficientemente buena, siempre que
se trate de radiaciones cuya longitud de onda sea grande en comparacién

con las dimensiones del atomo.

Consideremos primero clasicamente el campo de radiacién e ignoremos
su interaccién con el atomo. Segin la teoria de Maxwell, el potencial vec-
tor satisface las ecuaciones '

OA =0, divA =0, (62)

O simboliza 8%2/c?ot> — 8%/0x* — 9%/0y? — 62/02%. La primera ecuacién
nos dice que A puede descomponerse en componentes de Fourier de la
forma

A2 (61)

A .____f {Ay e o) +2mivyt | Kk @i (kx) ~2mivgct) 3k (63)

Cada componente de Fourier representa un tren de ondas que avanza con
la velocidad de 1a luz, dado por un vector k cuya direccién da la direccién
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de movimiento de las ondas y cuya magnitud |k| est4 relacionada con su

frecuencia v, por
2mv, = clk. (64)

El vector k es precisamente el momento del fotén que la teorfa cuéntica
asociaria con estas ondas dividido por 7. Para cada valor de k tenemos una
amplitud A,, que, en general, es un vector complejo, y la integral de (63)
se extiende sobre todo el espacio tridimensional de las k. La segunda de las
ecuaciones (62) da

k, A,) = 0, (65)

que nos dice que para cada valor de k, A, es perpendicular a k. Esto
expresa que las ondas son transversales. A, estd determinado por sus dos
componentes en dos direcciones perpendiculares entre si y a su vez per-
pendiculares a k; estas dos componentes corresponden a dos estados de
polarizacioén lineal independientes.

La energia total de radiaciéon viene dada por la integral de volumen

Hp = (8r)7 f (&2 + A2) dix (66)

extendida a todo el espacio; el campo eléctrico € y el campo magnético &
vienen dados por

= —_—— K = rot A. (67)

Usando férmulas conocidas del analisis vectorial, resulta

div[A X #] = (#, rot A)—(A, rot ##) = H#2— (A, rot rot A)
= 24 (A, V?A)

con la ayuda de la segunda ecuacién (62). De este modo, despreciando un
término que puede transformarse en una integral de superficie extendida
a la superficie del infinito, (66) se convierte en

1{6A ©6A

Hp = (87 {?(?t— , —87)—-(1&, V2A);d3x, (68)
Sustituyendo A en esta expresién por su valor (63) podemos obtener la

energia de radiacién en funcién de las amplitudes de Fourier Ay. La ener-

gia de la radiacién es constante (puesto que despreciamos la interaccién

de la radiacién con el 4tomo), luego para calcularla podemos tomar ¢ = 0.

Esto significa tomar

A = [ (Ax+ A et dok, (69)
VA = — [ K2 (Ax + A_j)e %) d3k,
oA/ot = ic [ |kl(Ax— A_)e % d*k. (70)
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Introduciendo estas expresiones en (68), obtenemos, con la ayuda de la
férmula (49) de § 23

Hy = @) [ | [ W*Bu+ Koo A+ Boe) —
— k| KA — Ak, Ay — A )je i kX g x) dkdSkdx

- 'f f KAy + Ay, Aw + Bg) —
— kKA — A, A — A )3k + k) d?kd?k,

siendo §(k 4 k’) el producto dc tres factores correspondientes a las tres
componentes de k. De ahi

Hp = =2 f KAk + A 1o Ay + A ) — (A —A A — A} dk
= 22 f K*{(A, Ax) + (A, A} &k
= 4n2 J’ k%A, A,) &k. (71)

Podemos reemplazar la distribucién de valores de k continua por una nube
de valores discretos de k, como hicimos con los valores de p en la seccion
anterior. La integral (71) se transforma entonces, segin la féormula (52) en
la suma

HR = 47'»'2 E kQ(Ak, Kk)sk_l;

k

siendo s, la densidad de valores discretos de k. Podemos escribirlo también
en la forma

Hp = 472 3 k2A AL 7, (72)
Kkl

siendo Ay, la componente de Ay en una direccién 1 perpendicular a k
y estando referida la sumacién respecto a 1 a dos direcciones 1 perpen-
diculares entre si. Es decir, en (72) hay un término para cada estado esta-
cionario de un fotén independiente.

Los valores € y & del campo en un punto cualquiera pueden tomarse
como variables dindmicas. Las cantidades

_ omivkt iz i
Agye = Ay e¥™K, Agyr = Ay eTKE,

son entonces variables dinidmicas en el instante ¢, puesto que estin ligadas
a € y ¥ en diversos puntos x y en el instante ¢t por ecuaciones que no
contienen la ¢, como se deduce de (63) y (67). Ay, es constante, luego,
Ay varia con ¢ segin una ley armoénica simple. Por lo tanto, Ay,: hace
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el papel de la 7; de un oscilador arménico, definido por (3) de § 34, donde
la o del oscilador es 2zv,. Podemos tomar cada Ay, proporcional a la 7,
de un oscilador armdnico, y entonces el campo de radiacién se convierte
en un conjunto de osciladores armodnicos.

Pasemos a la teoria cudntica y tomemos Ay;;, Ay, como variables di-
namicas en la imagen de Heisenberg. La expresion (72) de la energia puede
conservarse, si bien ahora el orden en que aparecen los factores Ay, y
Ay no puede modificarse si no queremos que aparezca un punto cero de
energia. Las Ay, contindan variando con el tiempo de acuerdo con la ley
e™!, e igual que antes pueden tomarse proporcionales a las 7, de oscila-
dores arménicos. El factor de proporcionalidad puede obtenerse igualan-
do (72) a la expresién (39) de la energia, sustituyendo en ella el simbolo a
por los dos simbolos k y 1, y fiw, por hvy. Esto nos da

472 3 KAAas = 3 b Tt Tan
kl ’ Kl

Introducimos el subindice ¢ para indicar que trabajamos con variables
dindmicas de Heisenberg (como hemos de hacer cada vez que pasamos
ecuaciones de la teoria clasica a la teoria cuantica). De ahi, usando (64),

472A e = chivIMas, (73)

despreciando un factor de fase arbitrario sin importancia. De este modo
se introducen las variables dindmicas de Heisenberg 7., que describen
el campo de radiacién como un conjunto de osciladores. Las relaciones de
conmutacion entre ij,; y 7k son conocidas y estdn dadas por (11), luego,
la ecuacién (73) fija las relaciones de conmutacién entre Ay y Agqs
En consecuencia, fija también las relaciones de conmutacién entre los po-
tenciales A y los valores del campo & y # en los diversos puntos x y en
el instante t. (Incidentalmente las relaciones de conmutacién entre Ay, y Ay,
no dependen del tiempo, y, por consiguiente, la relacién de conmutacién
entre dos potenciales o dos cantidades que describen el campo en dos
tiempos distintos tampoco varia con el tiempo.)

Asimismo podemos usar (73) cuando queremos tener en cuenta la in-
teraccién entre el campo de radiacion y el dtomo. Esta afirmacion implica
suponer que la interaccién no afecta a las relaciones de conmutacién entre
los potenciales y las cantidades que describen el campo en un instante
dado. La interaccién hace que las 7, dejen de variar de acuerdo con la
ley armonica simple y que los osciladores dejen de ser arménicos. Por
consiguiente, podria afectar a la relacion de conmutacién entre dos po-
tenciales o dos cantidades que describen el campo para dos instantes dis-
tintos.

Podemos introducir ahora la energia de interaccién (61) en la teoria
cuantica sustituyendo p por p, para indicar que es una variable dindmica
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de Heisenberg. Tomando el nicleo atémico como origen, al sustituir (63)
con x = 0 en (61), obtenemos

(4
HQt = Ec—f (Pt, Akt + Kkg) d3k+

+

2mc‘

f[ (Agi + Axi, A s + Ayy) Bkd?

= —‘Z (P, Axt + Ays)s _1+ ¢ Z(Akt_l'Akt:Ak ¢+ Ayr) S8

kk’

si pasamos de valores continuos de k a valores discretos. Luego,
€ = -

Ho = — Z plt(Aklt+Aklt)Skl +
me T

e? - - e
2 z (At + Axis) (Axcrt + A )88,
an kk’11’

+

donde p,; es la componente de p; en la direccién 1. Con la ayuda de (73)
podemos expresar Hg; en funcién de 7y ¥ iy, y eliminar entonces el
subindice ¢ (lo que significa pasar a las variables dinimicas de Schrodin-
ger, obteniéndose finalmente

Ho = Zl: P (M + M) S}
K

41r~m
ezh

32xim KKl It a4+ i) (e + e )AD) s is b (74)
%

Para el modelo de 4tomo que empleamos, la energia de interaccion
aparece como una funcién lineal més una funcién cuadratica en las # y
las 7. Los términos lineales originan procesos de emision y absorcién, y los
cuadraticos procesos de dispersion y procesos en los que se absorben o
emiten dos fotones simultineamente. El orden de los factores 7 v 7 en los
términos cuadriticos no queda determinado por el método empleado en la
teoria cldsica, pero no tiene importancia puesto que un cambio del orden no
modifica a Hq més que en una constante.

El elemento de matriz de Hg relativo a la emisién de un fotén en el
estado discreto kl, o lo que es lo mismo, en el estado discreto p’1 como
también puede designarse, acompafiada del salto del atomo del estado «°
al estado o', es

eht e , -
<p'pld|Hgla®> = W<¢’|Pnl“°>3_i = TR <o |pifa®> syt

puesto que s, = sph%. El p; que figura aqui, y que se refiere al momento
del electrén es, por supuesto, totalmente distinto de las otras letras p, que
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se refieren al momento del fotén emitido. Para evitar confusiones reem-
plazaremos el momento p del electrén por mi, ya que, para el 4tomo sin
perturbar, estas dos variables dindmicas son una misma. Pasando a esta-
dos continuos del fotén mediante la imaginaria conjugada de la ecua-
cién (56), obtenemos

<pld’|Hgla®> = Lal[x|ao>. (75)

e
“h(2xv')
Anélogamente, el elemento de matriz de Hq relativo a la absorcién de un
fotén en el estado continuo p°l, pasando el atomo simultineamente del
estado «° al estado 2 es

<e|Holpla®> = <o/t |a®>, (76)

e
“h(27v0)}
y el elemento de matriz relativo a la dispersién de un fotén desde el estado
continuo p°l° al estado continuo p’l’ con el atomo saltando del estado a°
al estado «" es

YV o’ 0]0,0 —_
<p1a IHQ[p 1 > = 27rh‘~’mv°5v’*(

1193, . 40 (77)
para el cual hay dos términos de (74) que dan contribucién no nula. En la
proxima seccién emplearemos estos elementos de matriz. Los elementos
de matriz relativos a la absorcién o emisién simultinea de dos fotones
pueden obtenerse de la misma manera, pero conducen a efectos fisicos
demasiado pequefios para ser de importancia practica.

64. Emisién, absorcion y dispersion de la radiacion

Podemos determinar ahora directamente los coeficientes de emisién,
absorcién y dispersién de radiaciones sustituyendo en las férmulas del ca-
pitulo VIII los valores de los elementos de matriz dados por (75), (76) y (77).

Para determinar la probabilidad de emisién podemos usar la férmu-
la (56) de § 53. Nos dice que para un atomo en un estado «® la probabi-
lidad por unidad de tiempo y por unidad de 4ngulo sélido de que emita
espontdneamente un fotén y pase a un estado o’ de menor energia es

42 WPle 1P s
e R W@lxnla ; (78)

Ahora bien, la energia y el momento de un fotén de frecuencia v son

W = hy, P = hv/c.
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Ademds, de la ley de Heisenberg (20) de § 29,
(lx)]a®> = — 2miv(afe )< [x,|a),

donde v(a%’) es la frecuencia asociada a las transiciones del estado «° al
estado «’, que en nuestro caso es precisamente la frecuencia v de la radia-
cion emitida. Estos resultados sustituidos en (78) reducen el coeficiente
de emision a

(2rv)?

Sl <lexla> | (79)

Para obtener la cantidad de energia emitida en la unidad de tiempo por
unidad de angulo sélido con una polarizaciéon dada tenemos que multi-
plicarlo por hv. Con ello, el coeficiente total de emisién de energia en
todas direcciones sera

4 (2mv)t

3 ¢

| <a'lex|a®> [*, (80)

que esta de acuerdo con la expresién (34) de § 45 y justifica la hipotesis
de Heisenberg para la interpretacién de sus elementos de matriz.
De la misma manera el coeficiente de absorcién, dado por la férmula
(59) de § 53, se convierte para fotones en
4z2h*Wle 1 2 8xdy

EP (h @y e | = <exda® I

Este coeficiente de absorcién se refiere a un haz incidente que contiene
un fotén por unidad de intervalo de energia que atraviesa la unidad de
area en la unidad de tiempo. Si en lugar de por unidad de intervalo
de energia tomamos por unidad de intervalo de frecuencia, como se suele
hacer cuando se trata de radiaciones, el coeficiente de absorcidn resulta ser
E;;l olex)|a®> |2

Este resultado es el mismo que (32) de § 45, si en él sustituimos E, por la
energia kv de un solo fotén. De este modo la teoria elemental de § 45, en
la que se considera el campo de radiacién como una perturbacion externa,
da el valor correcto para el coeficiente de absorcion.

Esta concordancia entre la teoria elemental y la presente teoria podria
deducirse de argumentos generales. Las dos teorias difieren solamente en
que las cantidades que describen el campo conmutan entre si en la teoria
elemental y, en cambio, en la presente teoria satisfacen unas relaciones
de conmutacién definidas, diferencia que resulta sin importancia para
campos fuertes. Por lo tanto, las dos teorias han de dar la misma emision
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v absorcién cuando intervienen campos fuertes. Como las dos teorias dan
el coeficiente de absorcién proporcional a la intensidad del haz incidente,
la concordancia ha de mantenerse también para campos débiles en el caso
de la absorcién. De la misma manera la parte de emisién estimulada de la
presente teoria ha de coincidir con la emisién en la teoria elemental.

Consideremos ahora la dispersién. El coeficiente de dispersion directa
viene dado por la férmula (38) de § 50. Esta dispersion de fotones no ira
acompafiada por ningin cambio en el estado del 4tomo, debido a la pre-
sencia del factor 3,.,0 en la expresion del elemento de matriz (77). Luego,
la energia final W’ del fotén ser4 igual a su energia inicial W°. El coefi-
ciente de dispersion queda reducido a

et/m2ct. (1192
Es el mismo que da la mecénica clésica para la dispersion de radiacién por
un electrén libre. Vemos, pues, que la dispersion directa de radiacién
por un electrén en un atomo es independiente del 4tomo y viene dada
correctamente por la teorfa clasica. Recordemos que este resultado sélo
es valido cuando la longitud de onda de la radiacién es grande en compa-
racién con las dimensiones del atomo.

La dispersién directa es un concepto matemético y no puede separarse -
experimentalmente de la dispersién total, dada por la férmula (44) de
§ 51. Veamos cudl es esta dispersién total en el caso de fotones. Hemos
de ir con cuidado al aplicar la férmula (44) de § 51. La sumacién 3 en esta

férmula representa la contribucién a la dispersiéon de transiciones dobles,
consistentes en transiciones primeramente del estado inicial al estado k y
luego del estado k al estado final. La primera transicién puede ser una
absorcién del fotén incidente y la segunda una emision del fotén disper-
sado, pero también es posible que tenga primero lugar la emisién y des-
pués la absorcién. La naturaleza general del método usado para deducir
la férmula (44) de § 51 pone de manifiesto que cuando se aplica a fotones
han de incluirse los dos tipos de transicién doble en la sumacion 3, aunque

en la deduccién dada en § 51 solamente aparezcan las del pr’i‘mer tipo
debido a que alli no se tuvo en cuenta la posibilidad de que la particula
fuera creada o aniquilada.

Empleamos los superindices cero, prima y segunda para referirnos res-
pectivamente a los estados inicial, final e intermedio del atomo, y cero y
prima para referirnos respectivamente a los fotones absorbidos y emitidos.
Para la doble transicion de absorcién seguida de emisién tendremos que
tomar entonces como elementos de matriz

<k|Vip%a®>, <pVik>
en la férmula (44) de § 51 los siguientes:
<k|VIp®a®> == <a”’|Ho[p°1%a®>, PpAVIk> = <pVo'|Hgla"”>.
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También hemos de tomar

E —E; = h° + Hp(a®) — Hp(a”’) = h[v* —v(a"a®)],
donde
: hv(a”a®) = Hp(«’) — Hp(a?).

Anilogamente, para la doble transicion de emisién seguida de absorcién
hemos de tomar
<kiVIpa®> = <pTa”|Hyla®, P |VIk> = <|Hyp1%" >
y
E'—E;, = hv® 4 Hp(a®) — Hp(a”")— hv® — hv' = — h[V' + v(¢"a%],

existiendo ahora en el estado intermedio dos fotones, de frecuencias v* y v.
Sustituyendo los valores de los elementos de matriz dados por (75), (76)
y (77) en (44) de § 51 obtenemos para el coeficiente de dispersién

et vh
hech ;a‘ﬁ(no) 3 a® I

+ Z (<a’|5c,,|az”><a”|x':lo|a°> o' po|a”"> <Xy a0 )

2

] v0 — v(a”’a®) v 4 v(a”2% [1E (81)
Poniendo (81) en funcién de x en vez de x, obtenemos
@xe)t V| K Nt 0 j <alay o> <o’ |200| 2>
Tt o{gmm W) 2ar s _Z W) | —5— ey
_ Lfxpla”><alx > |
v 4 (o a%) (82)

Podemos simplificar (82) mediante las condiciones cuénticas. Tenemos

Xp.Xjo — XXy, — 0,
que da
> K fxy fa > < [xp|a®> — {<a'|xpola” > <a”|xLa®> ) = 0, (83)

y también
x,,:it,o— .\"‘oxl, = l/m . (x.,plo—-ppx,,) = 1ﬁ/m . (1’10))
que da

% K&xpfa”> - v(@”a)<a” [xpo|a> — v(a'a” ) <o fxgol > - <a”|xy[a®> }
1 ik 1

:% ?l (l,lo)aa' a® :m(l lo)sar al (84)

Multiplicando (83) por v y sumandola a (84) obtenemos

3 (ool <arda®> [V o(@760)] — <alepla”><a el [V + v(@)])
— #/2%m . (U193,
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Si sustituimos en (82) #/2xm.(11%)3,.,0 por esta expresion, obtenemos
después de una simplificacién directa haciendo uso de relaciones idénticas
entre las v, !

@)t o) 5 f ol >l il o>
R 4T @) v+ W&o

que es el coeficiente de dispersién en la forma de seccién eficaz sobre la
que ha de incidir el fotén por unidad de 4ngulo sélido de dispersién. Se
conoce como férmula de dispersién de Kramer-Heisenberg, y fue obte-
nida primeramente por estos autores mediante analogias con la teoria
clasica de dispersion.

El hecho de que los diversos términos de (82) puedan combinarse
para dar el resultado (85) justifica la suposicién hecha al deducir la férmu-
la (44) de § 51, de que los elementos de matriz <p’e/|V|p”a”> de la energia
de interaccién son de segundo orden de magnitud comparados con los
<p’a|Vik> en todo promedio temporal cuando las particulas son fotones.

2

(85)

65. Conjuntos de fermiones

Un conjunto de fermiones puede estudiarse mediante un método anilo-
go al usado en §§ 59 y 60 para bosones. Con los kets (1) podemos usar el
operador de antisimetrizacion A definido por

A=uwul3S =P, @)

donde la suma estd extendida a todas las permutaciones P, y con el signo
+ 0 — segin sea P par o impar. Aplicado al ket (1) da

Wi 3+ Platalal...of > = Alatabec...a%), 3)

ket correspondiente a un estado de un conjunto de v’ fermiones. El ket (3')
estd normalizado si los kets [a®>, {a®>, ... de los fermiones individuales son
todos diferentes, en caso contrario es cero. A este respecto el ket (3')
es mas simple que el ket (3). En cambio (3') es mas complicado que (3)
por el hecho de que (3) depende del orden en que se presentan o2, o,
a°, ..., y cambia de signo cuando se aplica a este orden una permutacién
impar.

Podemos introducir igual que antes los nimeros de fermiones n;, n,,
ns, ... en los estados a¥), a®, a®, ... y considerarlos como variables di-
namicas u observables. Cada uno de ellos tiene por autovalores solamente
0 y 1. Forman un conjunto completo de observables que conmutan para
el conjunto de fermiones. Los kets basicos de una representacién con las
n; diagonales pueden tomarse ligados a los kets (3') por la ecuacién

Ala"ebaC...¢"> = *|n\nn)...> (6)
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correspondiente a (6); las n] estin relacionadas con las variables a®, a®
@, ... por la ecuacién (4.) En (6) es necesario poner el signo =, puesto
que para unas n'i dadas los estados ocupados «%, «*, ¢°, ... quedan fijados,
pero no su orden y, por tanto, el signo del primer miembro de (6’) tam-
poco esta fijado. Para establecer una regla que determine el signo de (6')
hemos de componer arbitrariamente todos los estados @ de un fermién en
un orden dado. Las « del primer miembro de (6) son un subconjunto de
todas las @ y el orden establecido para todas las « fijard un orden para el
subconjunto. Fijemos ahora la siguiente regla: pondremos signo més en (6'),
si las o del primer miembro pueden ponerse en el orden previamente
establecido, mediante una permutacién par, y el signo menos, si para ello
es necesario aplicar una permutacién impar. Debido a la complejidad de
esta regla la representacién con los kets bésicos |n}n/n/...> no es muy util.

Si el nimero de fermiones en el conjunto es variable, podemos formar
un conjunto completo de kets

>, let>,  Afa”e®>,  Ale%a’a®, .., 9)

correspondiente a (9). Un ket general puede expresarse ahora como com-
binacién lineal de los diversos kets (9").

Para continuar con este desarrollo introducimos un conjunto de opera-
dores lineales 7, 77 (un par de ellos 7,, 7, para cada estado fermiénico @*),
que verifiquen las relaciones de conmutacién

Mo+ MM = 0,
N+ ToTa = O, (11)
Moo+ Mo e = 8ape

Estas relaciones son iguales a las (11) pero con un signo + en vez de — en
el primer miembro. Para a+ b, 7, y 7, anticonmutan con 7, y 7, mien-
tras que para b = a dan

=0, B=0 TAfutli. =L (117)

Para comprobar que las relaciones (11’) no se contradicen veamos cémo
pueden construirse operadores 7, 77 que verifiquen las condiciones (11°).
Para cada estado «* tomemos un conjunto de operadores lineales o4, oya,
6. como los oz, oy, o, introducidos en § 37 para describir ¢l spin de un
electrén, tales que 6.4, 640, 6.0 CONmMutan con o, 6y, 6:p para b a. To-
memos también un conjunto de operadores lineales §, independientes, uno
para cada estado «°, que anticonmuten todos entre si, cuyos cuadrados
sean la unidad y que conmuten con todas las variables ¢. Entonces, po-
niendo

TN = {;C,,(Uwa——io'yu)-, ﬁa = féta(“&w’i‘iayu)’
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se satisfacen todas las condiciones (11).
De (117)

M) = NaTlaMaTla = Nall — M) = % Tae

Que es una ecuacién algebraica en 7,7, de la cual deducimos que 7, 74
es un observable cuyos autovalores son 0 y 1. Ademéas 7, 7], conmuta con
7> 7ls para b= a. Estos resultados nos permiten poner

MNa Tl = Mg, (12)
igual que en (12). De (11”) obtenemos ahora
ﬁa Ne = l—na, (13')

ecuacién correspondiente a (13).
Llamemos [0> al autoket normalizado de todas las n pertenecientes a
los autovalores cero. Es decir,

n,0> = 0,
y, por lo tanto, de (12')
<07, 7,/0> = 0.
Luego,
0> = 0, (15)

correspondiente a (15). Ademaés
01ama0> = <O[(1 —n,)I0> = <0[0> = 1,
y por tanto, 1,/0> estd normalizado, y
N, Maf0> = 747aMl0> = 70 (1 —10)|0> = 7|00,

0 sea, 1,/0> es un autoket de n, perteneciente al autovalor uno. Ademas,
es un autoket de las otras n perteneciente a los autovalores cero, puesto
que las otras n conmutan con 7, Generalizando el argumento vemos que
Na s Ne - .- Ml0> estd normalizado y es un autoket comin a todas las n
que pertenece a los autovalores uno de n,, 1y, n., ... n, y cero de las
otras n. Esto nos permite poner

Ala®abe...a?> = TsTip7,... 740D, (17)

en donde ambos miembros son antisimétricos con respecto a los simbolos
a, b,c, ..., g Corresponde a (17).

Si consideramos un conjunto diferente de kets basicos [84> para un
fermi6n, podemos introducir un nuevo conjunto de operadores lineales 74
en correspondencia con ellos. Encontramos entonces, razonando igual que
hicimos con los bosones, que las nuevas 7, estan relacionadas con las ori-
ginales por (21). Vemos con ello que hay un procedimiento de segunda
cuantificacién para fermiones, similar al de bosones, con la tnica diferen-
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cia de que para fermiones han de emplearse las relaciones de conmuta-
cién (11') que reemplazan a las relaciones de conmutaciéon (11) que se
aplican para bosones.

Un operador lineal simétrico Ur de la forma (22) puede expresarse en
funcién de las variables 7, 7 por un método anilogo al empleado para
bosones. La ecuacién (24) contintia siendo vélida e igualmente la (25)
reemplazando S por A. En vez de (26) tenemos ahora

Ur @, Mg, 10> = E E (=)' Mgy N, M, ---|0><aUlx,>

- E Ne E ( rM 7’.3, Uz, 7732 ,0> abz, <alUlb>’ (26,)

r

7,, significa que el factor 7 ha de eliminarse sin cambiar su posicién
entre las otras i), antes de la ‘eliminacién. En vez de (27) tenemos

7_’1' 7_7¢, 77:, i |0> — E (—) '-177_,, 7]4:1 7-73,|0>8 bz,” (27’)
r
luego, (28) permanece inalterada y, como consecuencia, (29) también. Para
Ur en el caso de fermiones tenemos la misma forma final (29) que en el
caso de bosones. De manera anéloga, un operador lineal simétrico Vr de
la forma (30) puede expresarse como

Ve = 3 nsm<ab|Vied>Ta 7., (35")
abed
que es una de las formas de escribir (35).

El desarrollo precedente nos muestra que hay una profunda analogia
entre la teoria de fermiones y la de bosones, necesitindose solamente lige-
ros cambios en las ecuaciones generales del formalismo al pasar de una
a otra.

Sin embargo, hay un desarrollo de la teoria de fermiones que no tiene
su andlogo para bosones. Para fermiones solamente hay las dos alternati-
vas de ocupacién o no ocupacion de un estado y hay simetria entre ambas
alternativas. Puede demostrarse la simetria matemdaticamente haciendo
una transformaciéon que intercambie los conceptos de “ocupado” y “deso-
cupado”, a saber

7]: = Tus 7_7: = o,
* _ mEkpE — ] —
nF =¥ = 1—n,
Los operadores de creacién de las variables sin estrella son los opera-
dores de aniquilacién de las variables con estrella y viceversa. Vemos que
las variables con estrella satisfacen ahora las mismas condiciones cuénti-

cas y tienen exactamente las mismas propiedades que las variables sin
estrella.
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Si s6lo hay unos pocos estados desocupados, un ket standard conve-
niente para trabajar seria aquel para el cual todos los estados estin ocu-
pados, es decir, el ket [0*> que verifica

n,0*> = [0%>.
y que, por tanto, verifica también
n¥ 0*> = 0,
o sea,
a*10*> = 0.

Los otros estados para el conjunto vendran representados ahora por

nE k.. 0%,
en la cual las variables que aparecen se refieren a los estados fermiénicos
sin ocupar g, b, ¢ ... Podemos considerar estos estados fermiénicos desocu-
pados como huecos entre los estados ocupados y las variables #/* como los

operadores de creacién de tales huecos. Los huecos tienen la misma exis-
tencia fisica que las particulas originales y son también fermiones.



XI

TEORIA RELATIVISTA DEL ELECTRON

66. Teoria relativista de una particula

La teoria que hemos ido construyendo, hasta ahora, es esencialmente
una teoria no relativista. Hemos trabajado siempre en un sistema de refe-
rencia de Lorentz particular y hemos construido la teoria en analogia con
la dinédmica clésica no relativista. Tratemos ahora de hacer invariante la
teorfa frente a las transformaciones de Lorentz, de modo que cumpla con
el principio de la relatividad restringida. Ello es necesario para poder
aplicar la teoria a particulas de gran velocidad. No necesitamos que la
teoria satisfaga la relatividad general, puesto que la relatividad general
solo es necesaria cuando se trabaja con la gravitacion, y las fuerzas gravi-
tatorias son totalmente despreciables en los fenémenos atémicos.

Veamos como pueden adaptarse las ideas bisicas de la teoria cuantica
al principio relativista segiin el cual las cuatro dimensiones del espacio-
tiempo deben tratarse de igual forma. El principio general de superposi-
cién de estados tal como se enuncié en el capitulo I es un principio rela-
tivista, puesto que se aplica a ‘estados’ con el significado relativista del
espacio-tiempo. Sin embargo, el concepto general de observable no encaja
bien, puesto que un observable puede contener entes fisicos en puntos
muy separados en un mismo instante de tiempo. Por consiguiente, si se
trabaja con una representacién general referida a un conjunto completo
de observables que conmutan, la teoria no puede mostrar la simetria
entre espacio y tiempo exigida por la relatividad. En la mecinica cuéntica
relativista debemos contentarnos con una sola representacién que goce
de esta simetria. Existe, sin embargo, la posibilidad de transformarla a otra
representacién referida a otro sistema de referencia de Lorentz particular,
si ello resulta util.

En el problema de una sola particula, para expresar la simetria entre
espacio y tiempo, hemos de usar la representacién de Schrodinger. Ponga-
mos x;, X2, x3 en lugar de x, y, 2 y %o en lugar de ct. La funcién de onda
dependiente del tiempo aparece entonces en la forma ¥ (xo x; x2 x3) y nos
proporciona una base para tratar las cuatro x de la misma manera.
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Emplearemos la notacién relativista escribiendo las cuatro x como x,
(w = 0, 1, 2, 3). Cualquier vector del espacio-tiempo que se transforme
en una transformacién de Lorentz como los cuatro elementos dx, se escri-
bird a, con un subindice griego. Podemos subir el indice de acuerdo con
las reglas

2

a® =a, a = —a, @ = —a, a = —a. (L)

Las a, se llaman componentes contravariantes del vector a, y las a* son las
componentes covariantes. Dos vectores a, y b, tienen un producto escalar
invariante bajo las transformaciones de Lorentz igual a

(lobo—al bl—ag b2—(13 b3 = a”b“ = a“b“.

Debe entenderse que un indice no numérico repetido indica sumacién.
El tensor fundamental g“” estd definido por
g0 — 1, gt = g2 — g8 — ],
(2)
g =0 para p. %= v,
Con su ayuda, las reglas (1) que relacionan los componentes covariantes
y contravariantes se pueden escribir

a* = gt’a,.

En la representacion de Schrodinger el momento, cuyas componentes
escribiremos py, p-, p; en vez de ps, Py, P, es igual al operador

pr = —ihd/ex, (r=1,2 3). ®)

Ahora bien, los cuatro operadores 9/¢x, forman las componentes covarian-
tes de un cuadrivector cuyas componentes contravariantes se escriben
o/ox». Para introducir (3) en la teoria relativista hemos de escribirla pri-
meramente con los indices cambiados

pr = iho/ox,
y extenderla entonces a la ecuacién completa del cuadrivector
p, = iho/oxm. 4)

Tenemos que introducir, por lo tanto, una nueva variable dindmica p,
igual al operador i &/0x,. Puesto que combinada con los momentos p,
forma un cuadrivector, tiene que tener el significado fisico de la energia
de la particula dividida por ¢. Podemos seguir el desarrollo de la teoria
considerando las cuatro p en pie de igualdad con las cuatro x.

En la teoria del electrén que vamos a desarrollar tendremos que intro-
ducir un nuevo grado de libertad que da cuenta de un movimiento interno
del electrén. La funcién de onda tendré que incluir, pues, una nueva
variable ademas de las cuatro x.
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67. La ecuacion de onda para el electron

Consideremos en primer lugar el caso del movimiento de un electrén
en ausencia de campo electromagnético, es decir, el problema simple de
una particula libre ya estudiado en § 30 con la posible adicién de grados
de libertad internos. El hamiltoniano relativista en mecanica clasica viene
dado por la ecuacién (23) de § 30 y conduce a la ecuacion de ondas

{p,— (m2c + p? + P2 4 P2y = O, (5)

donde las p se interpretan como operadores de acuerdo con (4). La ecua-
cién (5) si bien tiene en cuenta la relacién entre energia y momento que
exige la relatividad, no es del todo satisfactoria desde el punto de vista
de la teorfa relativista, por la asimetria entre p, y las otras p, y debido
a esto no puede generalizarse de una manera relativista para el caso de
que exista un campo. Hemos de buscar, por consiguiente, una nueva ecua-
ci6én de ondas.

Si multiplicamos a la izquierda la ecuacién de ondas (5) por el operador

{p,+ (m*c¢> + p> + p2 + p2)H} obtenemos la ecuacion
{p?—m’c® —p? —p3 — piy = 0, (6)

que es de una forma invariante relativista y, por consiguiente, es mas ade-
cuada como base de una teoria relativista. La ecuacién (6) no es comple-
tamente equivalente a la ecuacién (5) pues si bien toda solucién de (5) es
también solucién de (6) el reciproco no es cierto. Sélo las soluciones de (6)
que pertenecen a valores positivos de p, son también soluciones de (5).

La ecuacién de ondas (6) no es de la forma requerida por las leyes
generales de la teoria cuéntica, puesto que es cuadritica en po. En § 27
dedujimos mediante argumentos totalmente generales que la ecnacién de
ondas ha de ser lineal en el operador 2/8t o po, como se tiene en la ecua-
cién (7) de esta seccién. Buscamos, por lo tanto, una ecuacién de ondas
que sea lineal en p, y aproximadamente equivalente a la (6). A fin de que
esta ecuacién se transforme de una manera sencilla bajo una transforma-
cién de Lorentz, intentaremos modificarla para que sea racional y lineal
no sélo en p,, sino también en pi, p. y ps, y, por lo tanto, de la forma

{po—arpr—asp—asps— Bl = 0, @

donde las a y 3 son independientes de las p. Puesto que estamos conside-
rando el caso de que no exista ningan campo, todos los puntos del espacio-
tiempo han de ser equivalentes; luego, el operador de la ecuacién de ondas
no ha de contener a las x. Por consiguiente, las « y 8 han de independien-
tes también de las x y, por lo tanto, han de conmutar con las p y las x.
En consecuencia, describen algin nuevo grado de libertad relacionado
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con algin movimiento interno del electrén. Veremos mas adelante que
dan cuenta del spin del electrén.

Multiplicando (7) a la izquierda por el operador ¢po + @ p1 + @2 P2 +
+ a3 ps + B} tenemos

tpf)— S [2pt 4 (a1 a2 @) P1 P2 + (@2 B + Bay)pi] —ﬁ2}'l’ =0,
123
donde 3 se refiere a permutaciones circulares de los subindices 1, 2, 3.

123
Esta ecuacién coincide con (6) si las « y g satisfacen las relaciones

azf:l, o s+ aza; = 0,
B2 = m??, B4 Bay = 0,

y las relaciones que se obtienen de éstas al permutar los indices 1, 2, 3.
Escribiendo
B = anme,

podemos resumir estas relaciones en la ecuacién unica

aGay+ apag = 280 (@, b = 1, 2, 3, o bien m). (8)

Las cuatro « anticonmutan todas entre si y el cuadrado de cada una de
ellas es la unidad.

Por lo tanto, atribuyendo propiedades adecuadas a las « y 8, podemos
hacer la ecuacién de ondas (7) equivalente a la (6) en lo que concierne al
movimiento del electrén como un todo. Supongamos ahora que (7) es la
ecuacién de ondas relativista para el movimiento de un electrén en ausen-
cia de campo. Esto, sin embargo, origina una dificultad debida al hecho
que (7), como (6), no es exactamente equivalente a (5), y permite solu-
ciones correspondientes tanto a valores negativos como a valores positi-
vos de po. Las primeras no corresponden, por supuesto, a ningin movi-
miento realmente observable del electrén. Por ahora consideraremos sola-
mente las soluciones de energia positiva y dejaremos la discusién de las
de energia negativa para § 73.

Podemos obtener ficilmente una representacién de las cuatro «. Tienen
propiedades algebraicas similares a las ¢ introducidas en § 37, que podian
representarse por matrices con dos filas y dos columnas. Con matrices de
dos filas y dos columnas no podemos obtener una representaciéon de mas
de tres cantidades que anticonmuten; necesitamos cuatro filas y cuatro
columnas para obtener una representacién de las cuatro a que anticon-
mutan. Conviene expresar previamente las « en funcién de las ¢ y de un
segundo conjunto de tres variables que anticonmutan ps, p2, pa y que son
independientes de las ¢ y que conmutan, por tanto, con ellas y cuyos
cuadrados valen la unidad. Podemos tomar entre otras posibilidades

a = p1 01, o = §1 0, ay = p10s, am = ps, 9)
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Las a satisfaran entonces todas las relaciones (8), como puede comprobarse
facilmente. Si tomamos ahora una representacién con p; y o3 diagonales,
obtendremos el siguiente esquema de matrices:

s =/,0 1 0 O 6o = /0—i 0 O o3 — ;1 o O O
1 0 0 O i 0 0 O 0—1 0 o0
0 0 0 1 0 0 0—i O 0 1 o0
0 01 0 0 0 i O o 0 0-—1
e1=/,0 0 1 0 2 =40 0—i O pg=y1 0 0 O
0 0 0 1 0 0 0—i 0O 1 0 O
1 0 0 O i 0 0 O 0O 0—1 0
01 0 0 0 «+ 0 O 0O 0 0-—1

Observemos que las ¢ y las ¢ son hermiticas, lo que hace que las « también
lo sean.

En correspondencia con las cuatro filas y las cuatro columnas, la fun-
cién de onda ¢ ha de contener una variable que tome cuatro valores a fin
de que las matrices puedan multiplicarse por ella. Otra posibilidad es
considerar que la funcién de ondas tiene cuatro componentes, cada una
funcién solamente de las cuatro x. Vimos en § 37 que el spin del electrén
exige que la funcién de onda tenga dos componentes. El hecho de que
nuestra presente teoria dé lugar a cuatro, es debido a que la funcién de
ondas tiene doble niimero de soluciones de las que deberia tener, corres-
pondiendo la mitad de ellas a estados de energia nagtiva.

Con la ayuda de (9) la ecuacién de onda (7) puede escribirse en notacién
vectorial de tres dimensiones

{po—¢1 (0, p)—pamc}y = 0. (10)

Para generalizar esta ecuacién al caso de que haya un campo electromag-
nético, seguimos la regla clasica de substituir pp y p por po+¢e/c-Ap y
p+e/c-A, donde A, y A son los potenciales escalar y vector del campo
en cl lugar donde se halla el electrén. Asi obtenemos la ecuacién

; 7’0+—8-Ao—91 U;P‘l‘ﬁA —"Psmc)‘/’ =0, (11)
l c c 5 :

que es la ecuacién de onda fundamental de la teoria relativista del
electrén.t

Las cuatro componentes de ¥ en (10) u (11) han de representarse escri-
tas una debajo de otra, formando una matriz de una sola columna. Las
matrices cuadradas p y ¢ quedan multiplicadas entonces por la matriz de
una sola columna 3 segin la regla ordinaria de multiplicacién de matri-

¥ N. de T.. Esta ecuacién se conoce con el nombre de ecuacidn de Dirac
para el electrén, en honor a su descubridor.
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ces, siendo el producto otra matriz de una sola columna. La funcion de
onda imaginaria conjugada que representa un bra debe representarse
con sus cuatro componentes una al lado de otra formando una matriz de
una sola fila, que puede multiplicarse a la derecha por una matriz cuadrada
para dar otra matriz de una sola fila. A esta funcién de onda imaginaria
conjugada, representada por una matriz de una sola fila la designare-
mos §t, donde el signo T indica la traspuesta de una matriz, es decir, el
resultado de intercambiar filas por columnas. La imaginaria conjugada
de la ecuacién (11) serd entonces

1 e e
iﬁf'lPo-F-EAo—Px(a, P+;A —psmc = 0, (12)
con los operadores p actuando a la izquierda. Los operadores de deriva-

cién actuando a la izquierda han de interpretarse de acuerdo con (24)
de § 22.

68. Invariancia bajo una transformacion de Lorentz

Antes de pasar a discutir las consecuencias fisicas de la ecuacién de
onda (11) o (12) vamos a comprobar previamente que nuestra teoria es
invariante bajo las transformaciones de Lorentz, o mas exactamente, que
los resultados fisicos a que conduce la teorfa son independientes del sistema
de referencia de Lorentz considerado. Esto no se desprende inmediata-
mente de la forma de la ecuacién de onda (11). Hemos de comprobar que,
al escribir la ecuacién de onda en un sistema de Lorentz distinto, las
soluciones de la nueva ecuacién de onda pueden ponerse en correspon-
dencia biyectiva con las de la primitiva de tal modo que las soluciones
correspondientes representen el mismo estado. Para cada sistema de Lo-
rentz, el cuadrado del médulo de la funcién de onda, que se obtiene
sumando los de las cuatro componentes, tiene que ser igual a la probabi-
lidad por unidad de volumen de que el electrén esté en un cierto lugar
de esta representacién. Podemos denominarla densidad de probabilidad.
Sus valores, calculados en diferentes sistemas de Lorentz para funciones
de onda que representen el mismo estado, han de estar relacionados como
las componentes temporales de un cuadrivector en estos sistemas. Ademdas
la divergencia cuadridimensional de este cuadrivector ha de anularse, sig-
nificando con ello conservacién del electrén, es decir, que el electrén no
puede parecer o desaparecer en un volumen sin pasar por su contorno.

Para abreviar es conveniente introducir el simbolo @ = 1 y suponer
que los subindices de las cuatro @, (x = 0, 1, 2, 3) pueden subirse de
acuerdo con las reglas (1), a pesar de que estas cuatro ¢ no formen las
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componentes de ningun cuadrivector. Podemos escribir ahora la ecuacién
de onda (11)

{a*(p, + €/c-A,) — anmcf = 0. (13)
Las cuatro a* verifican
atay, @ -+ 2o, o = 2g4%a, (14)

con las g** definidas en (2), como puede comprobarse tomando separada-
mente los casos en que i y v son ambas 0, cuando una de ellas es 0, y
cuando ninguna lo es.

Apliquemos una transformacién de Lorentz infinitesimal y distigamos
mediante una estrella las cantidades referidas al nuevo sistema de refe-
rencia. Las componentes del cuadrivector p, se transformaran de acuerdo

con ecuaciones del tipo
Pi = Put0P, (15)

donde las a,” son infinitésimos de primer orden. Despreciaremos las can-
tidades cuadriticas en las a ya que son de segundo orden. La condicién
para que una transformacién sea de Lorentz es que

PiP** = PuP*,
que da
a,’p,p* +p.a’p, =0,
y por lo tanto
a*’ +a't = 0, (16)

Las componentes de A, se transformaran de acuerdo con la misma ley, y
asi tenemos

p.te/c-A, = pite/c-Af—a (p} Fe/c. A%).
La ecuacién de onda (13) se transforma pues en
{(a* — ara,*)(p* + e/c- A*) —a, mcly = 0. (17)
Definimos ahora
M = la, e ama’. (18)
Luego, segin (14)
a*am M —M ano* = La, {(a*0m@® + 0°0na*)oama’ —
— @U@ A a” + " amaH)}
= }a,,(g""a" —a'gh’)

— —Qq H4gf
= a,a
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con la ayuda de (16). De aqui
@“(1 + tm M) = (1 + Map)(@* — a,*a*). (19)
Multiplicando (17) por (1 + Ma,) a la izquierda, obtenemos
{e*(1 4 am M)(p} + e/c - A%) — (am + M)mc}yp = 0.

Y si ponemos
(1 + o M)‘/’ = ¥¥, (20)
resulta
{a(p* + e/c. A%) — ammc}p* = 0. (21

que es de Ja misma forma que (13) en las variables con estrella p%
A% ¢*, y muestra que (13) es invariante bajo una transformacién de
Lorentz infinitesimal, siempre y cuando ¢ esté sujeta a la transformacién
correcta dada por (20). Mediante transformaciones de Lorentz infinitesi-
males podemos construir una transformacién de Lorentz finita, luego, la
ecuacién de onda (13) también es invariante bajo una transformacién de
Lorentz finita. Obsérvese que las matrices a* quedan totalmente inalte-
radas. .

La invariancia que hemos comprobado significa que las soluciones ¥
de la primitiva ecuacién de onda (13) estin en correspondencia biyectiva
con las soluciones ¥* de la nueva ecuacién de onda (21), estando relacio-
nadas las soluciones correspondientes por (20). Vamos a suponer que las
soluciones correspondientes representan el mismo estado fisico. Hemos
de comprobar ahora que las interpretaciones fisicas de las soluciones
correspondientes, referidas a sus respectivos sistemas de referencia de
Lorentz, concuerdan. Esto exige que ¢’y dé la densidad de probabilidad
referida al sistema primitivo y #*%* la densidad de probabilidad referida
al nuevo sistema. Examinemos la relacién entre estas dos cantidades. F1yF
es lo mismo que ¥t que forma una de las cuatro cantidades #ta“f
que consideraremos conjuntamente.

Las ecuaciones (18) y (16) muestran que M es imaginario puro. Luego,
la conjugada imaginaria de la ecuacién (20) es

F*t = g1 —M a,,).
De donde
Friamg* = FH(1— M amar(l + an M)y
= (1 —M an)(1 + M an)(¢* —a, ")
segin (19). Esto se reduce con la ayuda de (16), a

Frlayr = ot — a,4a))
= Flap + a4 Fay
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Si bajamos el indice . obtenemos una ecuacién de la misma forma que (15),
lo que muestra que las cuatro cantidades $'a, ¥ se transforman como las
componentes contravariantes de un cuadrivector. Luego, ' se transforma
como la componente temporal de un cuadrivector, que es la ley de trans-
formacién correcta de la densidad de probabilidad. Si multiplicamos por ¢
las componentes espaciales del cuadrivector, o sea, las #'ag), obtenemos
la corriente de probabilidad o probabilidad de que el electrén atraviese la
unidad de é4rea por unidad de tiempo.
Observemos que §ta,f es invariante, puesto que

Friamp* = (1 —M an)am (1 +am M)y
= Flamb.

Hemos de verificar finalmente la ley de conservacion, es decir, que la
divergencia

) (22)

es nula. Para probarlo multiplicaremos la ecuacién (13) por ¢t a la iz-
quierda. El resultado es

%Ta“ ( ih

La ecuacién imaginaria conjugada es

%4

—+=A lﬁ)-—tﬁ*a.,.mcz[r _ o,

(— T+ 712 A ) arh— Franmot = 0
Restando y dividiendo por if, obtenemos
o ot
ta® —
Fla ox* + ox# @ =0,

que expresa precisamente la anulacién de (22). Completamos de esta
manera la prueba de que nuestra teoria da resultados concordantes en
cualquier sistema de referencia a que se aplique.

69, Movimiento de un electron libre

Es interesante considerar el movimiento de un electrén libre en la
imagen de Heisenberg de acuerdo con la teoria anterior y estudiar las
ecuaciones del movimiento de Heisenberg. Estas ecuaciones del movi-
miento pueden integrarse exactamente, como hizo por primera vez Schré-
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dinger.! Omitiremos para abreviar el subindice t que segin la notacién
de § 28 tendriamos que aiadir a las variables dindmicas que varian con
el tiempo en la imagen de Heisenberg.

Hemos de tomar como hamiltoniano la expresiéon que se obtiene para
cpo al igualar a cero el operador que actia sobre ¥ en (10), es decir,

H =cpy(o, p) + psmc® = c(a, p) + ¢ mc™ (23)

Vemos inmediatamente que el momento conmuta con H y que, por lo
tanto, es una constante del movimiento. Ademés la componente x; de la
velocidad es

561 = [xl, H] = Ca;. (24)

Este resultado es bastante sorprendente, pues es una relacién totalmente
diferente entre velocidad y momento de la que se tiene en mecénica
clésica. Sin embargo, est4 relacionada con la expresién Ficays de una
componente de la corriente de probabilidad. La %, dada por (24) tiene
los autovalores =* ¢ correspondientes a los autovalores = 1 de a;. Como
X, y %3 son analogas, podemos concluir que la medicién de una componen-
te de la velocidad de un electrén da con certeza el resultado =+ c. Puede
verse ficilmente que esta conclusién vale también cuando existe campo.

Como en la practica se observa que los electrones tienen velocidades
considerablemente menores que la de la luz, podria parecer que tenemos
una contradiccién con la experiencia. Sin embargo, la contradiccién no es
real puesto que la velocidad tedrica de la conclusién anterior es la velo-
cidad en un instante, mientras que las velocidades observadas son siempre
promedios de velocidad durante intervalos de tiempo apreciables. Exami-
nando con més detalle las ecuaciones del movimiento encontraremos que
la velocidad no es en absoluto constante, sino que oscila rapidamente alre-
dedor de un valor medio que concuerda con el valor observado.

Puede justificarse facilmente que una medida de una componente de
la velocidad ha de conducir en una teoria relativista al resultado = ¢,
considerando simplemente el principio de incertidumbre de § 24. Para
medir la velocidad hemos de medir la posicién en dos instantes de tiempo
ligeramente diferentes y dividir entonces el cambio de posicién por el
intervalo de tiempo. (No tendria valor alguno medir el momento y apli-
car una férmula, puesto que la relacién ordinaria entre velocidad y mo-
mento no es vilida.) Para que la velocidad que medimos pueda aproxi-
marse a la velocidad instantinea, el intervalo de tiempo entre las dos
medidas de la posicién ha de ser muy corto y, por lo tanto, las medidas
muy precisas. La gran precisién con que debe conocerse la posicién del
electrén durante el intervalo de tiempo, ha de dar lugar, segin el princi-

¥ ScHRODINGER, Sitzungsb. d. Berlin. Akad., 1930, p. 418.
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pio de incertidumbre, a una indeterminacion casi completa en su momento.
Esto significa que casi todos los valores del momento son igualmente pro-
bables, luego, el momento es con casi toda probabilidad infinito. Un valor
infinito de una componente del momento corresponde al valor = ¢ de la
componente de la velocidad correspondiente.

Examinemos ahora cémo varia la velocidad del electrén con el tiempo.

Tenemos
7ﬁa, = ole— Hal.

Como «; anticonmuta con todos los términos de H excepto cap,, se tendra

2111 + IIIZ[ = alcalpl + Calpla[ = 20’)1,
de donde
tha, = 2aH — 2cpy,

oH (25)
= - ay + Q,Cpl‘

.Como H y p, son constantes, de la primera ecuacién (25) se deduce que
iha; = 2a,H. (26)

Esta ecuacién diferencial en &, puede integrarse inmediatamente obte-

niéndose
&, = & e 2HUR (27)

donde d} es una constante, igual al valor de &, para ¢ = 0. El factor
e"%H!/% tiene que colocarse a la derecha del factor &) en (27) porque la H
aparece a la derecha de &, %en (26). La segunda ecuacién (25) conduce
del mismo modo al resultado

dl — e21'Ht/hdlo.

Podemos completar ahora facilmente la integracién de la ecuacién de mo-
vimiento en x;. De (27) y de la primera ecuacién (25)

ay = %ihdl e 2HY/AH  cp,H Y, (28)
de donde la integral respecto al tiempo de la ecuacién (24) es
x, = — Ych2al e YA 4 c*p H Y 4 ay, (29)

siendo 2, una constante.

Vemos en (28) que la componente x; de la velocidad, o sea ca;, consta
de dos partes; una parte constante c¢*p,H"!, relacionada con el momento
por la féormula clésica relativista, y una parte oscilatoria

%ichd: e--th/hH-l,

de alta frecuencia 2H/h, que vale como minimo 2mc?/h. En una medi-
cién practica de la velocidad sélo se observaria la parte constante, pues
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la medicién s6lo puede determinar la velocidad promedio durante un
intervalo de tiempo mucho menor que h/2mc? La parte oscilatoria hace
que el valor instantineo de %, tenga los autovalores = c. La parte oscila-
toria de x; es pequeiia; segin (29) vale

— 1ch?ale 2 H/NH 2 = Yich(ay — cp H )H™,
que es del orden de magnitud de #/mc, ya que (¢ —cp,H™?) es del
orden de magnitud unidad.

70. Existencia del spin

Vimos en § 67 que la ecuacién de onda correcta para el electron en
ausencia de un campo electromagnético, es decir, la ecuacién (7) o (10) es
equivalente a la ecuacién de onda (6) sugerida por analogia con la teoria
clasica. Esta equivalencia deja de ser valida cuando hay un campo. La
ecuacién de onda que puede esperarse en este caso por analogia con la
teoria clasica es

{(Po+%Ao)2—(P+%A)2—m202}zlr =0, (30)

en la cual el operador es precisamente el hamiltoniano relativista clésico.
Si, para obtener a partir de (11) una expresién que se parezca a (30) tanto
como sea posible, la multiplicamos a la izquierda por el factor

e (4
Po+-C*Ao+ Px(c» P+?A)+ ps mc,

obtenemos
e 2 e 2
(e 2a) (ome 2 —mces

(s e Eafem £ oo

Empleemos ahora la formula general, vélida' para dos vectores tridi-
mensionales B y C cualesquiera que conmuten con @,
(6, B)o, C) = 3 {o1® BiCi+0102B,C2 40201 B Cy},

123

donde Ia sumacién estd extendida a las permutaciones circulares de los
subindices 1, 2, 3, y que también puede escribirse

(0, B)(a, C) = (B, C)+i 3 o3(B;Ca—B,C))

123

— (B, C) + i(o, B X C). (32)
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Tomando B = C = p+ ¢/c-A, y teniendo en cuenta que

(p+ﬁA)><(p+iA) = 2 (bxA+AXD
Cc C Cc

= —ihe/c-rot A = —ihe/c. H,
donde # es el campo magnético, resulta
e 2 e 2 the \
(o,p+?A) :<p+7A) +=(o, #). (33

Asimismo resulta

e e c ’ e
(P0+—_'A0)<°’ P+—_A>—— (0, P+fA)(Po+TA4")
c ¢ ¢ c

e

== (0, poA — Apo + Aop — PA))
ihe 1 oA Jhe
— T( a,‘;-aT—i-grad Ao) = —-1?(0, s),

donde € es el campo eléctrico. Por lo tanto, (31) da

e 2 E
3(P0+-C—Ao)— <p+ A) m* c-—f—e(c H) + iplf:fe(a, 6);;& = 0.
(34)
Esta ecuacién difiere de (30) en que tiene dos términos mas en el operador.
Estos términos extra implican ciertos efectos fisicos nuevos, pero como
aquéllos no son reales no se prestan a una interpretacion fisica directa.
Para comprender los hechos fisicos que se derivan de la diferencia
entre (34) y (30) es mejor emplear la representacion de Heisenberg, que
es siempre la mas adecuada para establecer comparaciones entre la meca-
nica clésica y la cuantica. Las ecuaciones de Heisenberg del movimiento
estdn determinadas por el hamiltoniano

/ c
H = —eAq+ cp ( o, p+— A) 4 sy met (35)
c

que se obtiene por generalizacion de (23) para el caso en que hay campo.
La ecuaci6n (35) da, con la ayuda de (33),

(ﬂ‘i'—Au) “—‘( (0 P+BA)+PJ"’C.‘
¢ } c {
(0 p+—A) -+ m?=¢*

e ..  he
p+7a) tme 0, # (g

2
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Aqui aparece la parte real de los términos adicionales de (34) sin su parte
imaginaria. Para un electrén que se mueva lentamente (es decir, con mo-
mento pequeiio), podemos esperar que las ecuaciones del movimiento de
Heisenberg estén determinadas por un hamiltoniano de la forma mc? 4 H;,
donde H; es pequefio en comparacién con mc2 Sustituyendo en (36) H
por me? + H; y despreciando H?2 v otros términos que contienen c¢”2, obte-
nemos, dividiendo por 2m

1 e 2 he
H1+3Ao:—27(P+'c—A) +%(°, H). (37)

El hamiltoniano H, dado por (37) es el mismo que el hamiltoniano clasico
para un electrén lento a excepcién del Gltimo. término

tie

pyo (o, #).
Este término puede considerarse como una energia potencial adicional de
unr electron lento en la teoria cudntica y puede interpretarse quig iene
de que el electrén tiene un momento magnético — he/2mc . o. Este mo-
mento magnético es el que postulamos en §§ 41 y 47 al estudiar el efecto
Zeeman y esti de acuerdo con la experiencia.

El momento angular de spin no origina ninguna energia potencial y
por ello no aparece en el resultado del cilculo precedente. La manera
mas simple de mostrar la existencia del momento angular de spin es consi-
derar el caso del movimiento de un electrén libre o de un electrén en un
campo de fuerzas central y determinar las integrales del momento angular.
Para ello hemos de emplear el hamiltoniano (23), o el hamiltoniano (35)
tomando A = 0y A, funcién del radio r, es decir,

H = —eAo(r) + cp:(0, P) + psmc?, (38)

y obtener las ecuaciones del movimiento de Heisenberg para el momento
angular. Con ambos hamiltonianos se obtiene una variacién respecto al
tiempo de la componente x; del momento angular orbital m; = x,p; —
— xsp2, que vale
ihm, = m;H — Hm,

= cpi{mi(e, p)— (9, p)mi}

= cpi(o, mp — pm,)

= ihcpr{oaps — a3p2}.
en cuya deduccién hemos empleado las relaciones de conmutacién obte-
nidas en § 35.

Por lo tanto, m; <0 de donde el momento angular orbital no es una

constante del movimiento. Este resultado era de esperar a la vista de la
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ecuacién del movimiento integrada (29), puesto que la parte oscilatoria
del movimiento que aparece en ésta debe dar lugar a un término oscila-
torio en el momento angular.

Por otro lado, teniendo en cuenta las ecuaciones (51) de § 37, resulta

ihey, = oyH — Hoy
= cpr{m(o, p)— (o, P)o}
= Cp1(616 — a0y, D)
= 2i091{°‘3P2—°‘2P3}
Luego,
m, + %fwzl = 0,

y en consecuencia, el vector m -+ 3o es una constante del movimiento.
Puede interpretarse este resultado diciendo que el electrén tiene un mo-
mento angular de spin }heo, que para obtener una constante del movi-
miento ha de afiadirse al momento angular orbital m. El momento angu-
lar de spin podia haberse obtenido también a partir de los operadores de
rotacién para los estados de spin, segiin el método general de § 35.

El mismo vector @ fija las direcciones del momento magnético de spin
y del momento angular de spin. Si un electrén en un cierto estado de
spin tiene un momento angular de spin 3% en una direccién particular,
tendr4 a su vez un momento magnético — efi/2mc en la misma direccién.

Hemos obtenido el valor 4% para el spin del electrén mediante un ar-
gumento basado Unicamente en principios generales de la teoria cuéntica
y de la relatividad. Podriamos aplicar el mismo argumento a otras particu-
las elementales y llegariamos a la misma conclusién de que su momento
angular de spin es medio cuanto. Esto seria satisfactorio para el protén
y el neutrén, pero hay algunas particulas elementales (por ejemplo el
fotén y ciertos tipos de mesones) cuyos spines sabemos experimental-
mente que son distintos de 3#; he aqui, pues, una discrepancia entre
nuestra teorfa y la experiencia.

La respuesta ha de encontrarse en una hipédtesis que est4 implicita en
nuestro trabajo. El argumento sélo es vilido si la posicién de la particula
es un observable. Si se verifica esta hipétesis, la particula ha de tener un
momento angular de spin de medio cuanto. Para las particulas que tienen
un spin diferente no debe verificarse la hipétesis, y las variables dindmi-
cas xj, %s, %3, que puedan introducirse para describir la posicién de la
particula, segin nuestra teoria general no serdn observables. Para tales
particulas no existe una representacién de Schrodinger auténtica. Seria
posible introducir una cuasi funcién de onda relativa e las variables di-
namicas X, X, ¥3 pero no tendria la interpretacién fisica correcta de una
funcién de onda y el cuadrado de su médulo no representaria, por tanto,
la densidad de probabilidad. Para tales particulas existe una representacién
de momentos que es suficiente para casos précticos.
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71. Transformacion a variables polares

Para el estudio posterior del movimiento de un electrén en un campo
de fuerzas central con el hamiltoniano (38), es conveniente hacer una
transformacién a coordenadas polares, como hicimos en § 38 en el caso no
relativista. Podemos introducir r y p, igual que alli, pero en vez de k,
magnitud del momento angular orbital m, que ya no es una constante del
movimiento, hemos de emplear ahora la magnitud del movimiento angu-
lar total M — m + J%o. Pongamos

PRY = M2 4 M2 4+ M2 4 iR (39)

los autovalores de m; son multiples enteros de #, los de ifis® son
* i#i y, por consiguiente, los de M3 han -de ser miltiplos impares semi-
enteros de 7. De la teoria de § 36 se deduce que los autovalores de |j| han
de ser enteros positivos.

Si en la férmula (32) tomamos B = € = m, obtenemos

(0, m)> = m? + i(e, m X m)
= m2—‘h(0, m)
= (m -+ }he)* —2fi(o, m) — A3
De donde
{(e, m) + A}2 = M2+ 1h2

Luego, (¢, m) + 7% es una cantidad cuyo cuadrado es M2 {2 y de
acuerdo con la ecuacién (39), podriamos definir jA como (@, m) + #. Esta
no seria, sin embargo, la definicién mas conveniente de j, pues queremos
que j sea una constante del movimiento y (¢, m) 4 # no lo es. Aplican-
do (32) tenemos

(¢, m)(g, p) = i(o, m X p)
y
(@, p)(o, m) = i(o, p X m),
de modo que
(6, m)(o, p)+ (0, p)(@, m) = i 3 o1{myps — maps + p2mz — psm,}

123

=i Y o . 2ikp, = —2h(o, ),

123

{(¢, m) +#}(a, p) + (9, p){(o, m) + A} = 0.

Por lo tanto, (6, m) + % anticonmuta con uno de los términos, en la expre-
sién (38) de H, a saber, el término cp;(@, p), y conmuta con los otros dos.
De ello se sigue que ps{(0, m) + %} conmuta con los tres términos de H
Y que, por lo tanto, es una constante del movimiento. Ademas, el cuadrado

o sea,
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de ps{o, m) + %} es también M2 4 {#2. Podemos tomar, por consiguiente,
i = psl(e, m) + &}, (40)

que es una definicién racional y conveniente de §, en concordancia con (39),
y hace de j una constante del movimiento. Los autovalores de esta f, son
todos los enteros positivos y negativos menos el cero.

Mediante una nueva aplicacién de (32) obtenemos, con la ayuda de (40)
y también de la ecuacién (58) de § 38

(0, x)(@, p) = (X, p) +i(0, m)

= 1p, + ipati — i, (41)
Introducimos el operador lineal ¢ definido por
re — pl(d, x). (42)

Como r conmuta con p; y con (g, x) ha de conmutar con ¢. Tenemos pues

Pt = [plo, O = (0, X2 = % = 1,
o sea,
e2 = 1.

Ahora bien, p(a, p) conmuta con j y como en lo que respecta al momento
angular hay simetria entre X y p, p1(9, X) ha de conmutar también con j.
Luego, ¢ conmuta con j. Ademds ¢ ha de conmutar con p,, puesto que
tenemos

(@, x)(x, p)—(x, P)(@, X) = (9, X(x, p) — (X, p)x) = ifi(o, X),
que da

rerp, — rp,re = ihre,
o bien
riep, — 1*p,e = 0.

De (41) y (42) obtenemos
repi(0, P) = rp, + ipsffi — ik,

Pl(c’ p) = e(pr—"iﬁ/f) —*—1.5931"’1/1'.
Con lo que (38) da

0 sea,

H/c = —e/c. A¢ + e(pr— th/r) + icpsfh/r 4 psme.

que expresa el hamiltoniano en funcién de las variables polares. Debemos
observar que ¢ y p; conmutan con todas las demas variables que figuran
en H, y anticonmutan entre si. Esto significa que podemos tomar una
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representacién con ps diagonal en la cual ¢ y ps estdn representados respec-
tivamente por las matrices
1 0 43)
0 —1

0 —i
i 0
Si r es también diagonal en la representacién, el representante <r'p;|> de

un ket tendra dos componentes <r’, 1|> = #,4(r') y <r’, — 1> = y(r’), rela-
tivas a las dos filas y columnas de las matrices (43).

72. Estructura fina de los niveles de energia del hidrégeno

Consideremos ahora el caso del 4dtomo de hidrégeno, para el cual
A, = e/r, y calculemos sus niveles de energia dados por los autovalores
H’ de H. La ecuaciéon (H' — H)|> = 0 que define dichos autovalores, escrita
en funcién de sus representantes en la representacién considerada ante-
riormente en la que ¢ y ¢3 estin representados por las matrices (43), da
lugar a las ecuaciones

c

i A 2+2 Yoot B
( ;)M (ar T)” ~ypy — mae = 0,

H  e? o 1 ih
(-—+—>¢fb_h(—+—)¢ra+—-¢ra+mah = 0.
cr r T

c or

Si ponemos

h . R
—_—— =08, ——— =4,
mc—H'/c ! mc 4 H'/c (44)

estas ecuaciones se reducen a

1 )\ o 41
(Z_T>$"_(5+ ; )lﬁoZO,

'l+a 3_1—1) _0
(a—z 7)‘1’"—(31' r Yo =0,

donde « = e?/fic, que es un niimero pequeiio. Vamos a resolver estas
ecuaciones por un método semejante al que empledbamos para la ecua-
cién (73) de § 39.

‘Pongamos

(45)

‘;bo — r—le—r/af’ iﬁ'b — r‘le"/"g, . (46)
introduciendo las dos nuevas funciones de r, f y g, siendo

¢ = (ay8s)t = h(m2c? — H'?/c2) . 47
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Las ecuaciones (45) dan
(48)

Vamos a ensayar una solucién para f y g de la forma de una serie de po-
tencias

f= 3 cr?, g = > Cht, (49)

donde los valores consecutivos de s difieren en una unidad si bien no
exigimos que sean enteros. Sustituyendo estas expresiones de f y g en (48)
y separando los coeficientes de r*~1, obtenemos

c jfa —ac —(s+f)c’+c_Ja =0, ‘

s-17 1 s K s—-1

, , . , - (30)

crl/a2 + ac! — (s — ])c_Y + Cs_l/a = 0. ’
Multiplicando la primera de estas ecuaciones por a y la segunda por a. y
restando, eliminamosc, 'y ¢/, puesto que segin (47) a/a; = a./a.

Nos queda

[ax — ax(s —j)]c, + [a2a + afs + j)lc; = 0, (51)

relacién que liga las ¢ y las ¢’

La condicién limite para r = 0 exige que n}, y 1, tiendan a cero
cuando 7 — 0, luego, segin (46), f y g tienden a cero para r —0. Por lo
tanto, las series (49) han de terminar por el lado de las s pequefias. Si s,
es el valor minimo de s para el cual ¢, y ¢/ no son ambas nulas, de (50)

resulta, poniendo s = s, y ¢, _ L= c; L= 0,
ac, (s, + . =0,
, N (52)
acﬂn—(so—ﬂcs = 0,

que da
a? = —s3+4

Como la condicion limite exige que el valor minimo de s sea mayor que
cero, hemos de tomar

S0 =+ V (F— ).

Para estudiar la convergencia de las series (49) hemos de hallar la
relacién c,/c, 1 para s grande. La ecuacién (51) y la segunda ecuacién (50)
da aproximadamente, cuando s es grande,

axc, = ac,
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y

SCy = Cpu1/Q + Clpy/8s.
De donde
Cs/Cp1 = 2/as.
Las series (49) convergeran, por lo tanto, como
Zl ( 2r>"‘
~“st\ a )’

o e*/¢. Este resultado es analogo al obtenido en § 39 y nos permite inferir,
igual que alli, que para a imaginario puro, o sea, segun (47), para H’ > mc?,
son posibles todos los valores de H’, mientras que para H” < mc?, eligiendo
a positivo, resulta entonces que sélo son posibles los valores de H’ para
los cuales las series (49) terminan por el lado de las s grandes.

Si las -series (49) terminan con los términos ¢, y ¢, 0 sea si €51 =
= ¢§,1 = 0, sustituyendo s por s 4 1 en (50) obtendremos

Co/a1+ c/a = 0,
, (53)
cy/az +¢/a = 0.

Estas dos ecuaciones segun (47) son equivalentes. Combinadas con (51) dan
a,[ae— asx(s — )] = alasa+ a(s +74)],

que se reduce a
2a,a,8 = a(a; — as)a,

o con la ayuda de (44),
s 1/1 1 H’
—_—= = ——— ] = —gq,
a 2 ( a, a, ) ch
Elevando al cuadrado y empleando (47) obtenemos

s (m?c* — H"”/c*) = o*H"?/c’.

H’ a*y 7t
mc? s2
La s de esta ecuacion, (ue determina el tltimo término de las series, ha de

superar a s, en algin entero no menor que cero. Llamando n a dicho ente-
ro, tenemos

De donde

s ='n—{—\/(j'-’—a‘-’)
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y por conmsiguiente,
H/ a2 -4
=)1 . 54
e = T o

Esta férmula nos da los niveles de energia discretos del espectro del
hidrégeno, y fue obtenida por primera vez por Sommerfeld trabajando
con la teoria de las 6rbitas de Bohr. Contiene dos nimeros cuanticos n y 7,
pero, por ser o> muy pequefio, la energia depende casi exclusivamente
de n + |jl. Los valores de n y de |j| que dan el mismo valor de n 4 |j,
dan lugar a un conjunto de niveles de energia situados muy cerca unos de
otros y, salvo el término constante mc?, también muy cerca del nivel de
energia dado por la férmula no relativista (80) de § 39 para s = n 4 |j|.

Hemos utilizado las ecuaciones (53) combinadas con (51), con lo cual
no hemos empleado a fondo (53), puesto que los coeficientes de ¢, y ¢ en
(51) pueden ser ambos nulos. En este caso, multiplicando el primer coefi-
ciente por a; y el segundo por a y sumando, obtenemos

a(01 + ag)a + 201(12]' = 0.

Luego, j ha de ser negativo en este caso. Con ayuda de (44) y (47) obte-
nemos ademas

2j a a 2mca . 2me

« a a  h  (mic:—H?/c?)

o sea,
H:
e ~ 1T
Como H’ ha de ser positivo, llegamos a
" V({PE—a)

mct Ifl

(59)

que es el valor de H” dado por (54) para n = 0. El caso n = 0 y j nega-
tivo necesita, por lo tanto, otro examen para ver si se cumplen las condi-
ciones (53).

Con n = 0 el valor maximo de s es igual al minimo, luego, las ecua-
ciones (53) con s, en lugar de s tienen que concordar con (52) Ahora bien,
aplicando (44) y (47), (55) da

I mc(1 \/(;‘3—a2)> 1  mc a
a  H i a A |j
luego, la primera ecuacién (53), poniendo s, en lugar de s, da

¢, l—=V({@E—a)} +¢ a =0,
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que concuerda con la segunda ecuacién (52) solamente si j es positivo.
Concluimos, pues que para n —= 0, j ha de ser entero positivo, mientras
que para los otros valores de n, j puede tomar todos los valores enteros
distintos de cero.

73. Teoria del positrén

En § 67 deciamos que la ecuacién de onda para el electron admite
doble niimero de soluciones de las que deberia admitir; la mitad de ellas
correspondian a estados con valores negativos de la energia cinética
cpo + €Ao. Esta dificultad se introdujo desde el momento en que pasamos
de la ecuacién (5) a la ecuacibn (6), y es inherente a toda teoria relativista.
Aparece también en teoria relativista clésica, pero alli no constituye una
dificultad seria debido a que todas las variables dindmicas clasicas varian
con continuidad, y si la energia cinética cpo €A, es inicialmente positiva
(en cuyo caso tiene que ser mayor o igual que mc?) no puede ser negativa
en un instante posterior (en cuyo caso tendria que ser menor o igual que
— mc?). En cambio, en la teoria cuantica pueden presentarse transiciones
discontinuas, y si el electrén estan inicialmente en un estado de energia ci-
nética positiva puede hacer una transicién y, pasar a un estado de energia
cinética negativa. Ya no es posible, por lo tanto, ignorar sencillamente los
estados de energfa negativa como en teoria clasica.

Examinemos mis detenidamente las soluciones de energia negativa de
la ecuacién

‘(P‘)—}——e-Ao)—z](Pl%—ilh)-—
| c ¢
e € l
—12<P2+:‘A2> —-o:s(Pa-‘r-;As —1,,,mcjz/r:0 (56)

Para ello es conveniente usar una representacion de las a en la que todos
los elementos de las matrices que representan a;, a» y &; sean reales y
todos los que representan a,, sean imaginarios puros o cero. Puede obte-
nerse una representacion de este tipo, por ejemplo, a partir de la de § 67
intercambiando las expresiones de a: y am en (9). Si expresamos (56) como
una ecuacién matricial en esta representacién y ponemos — i en lugar de i,
recordando la i de (4), obtendremos

(s (e

—12(—;02-}-:;-1‘\2)—z;‘(—P:g+%As>+ammc}J:O, (57)

4
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Por lo tanto, cada solucién ¢ de la ecuacién de ondas (56) tiene por com-
pleja conjugada ¢ una solucién de la ecuacién de ondas (57). Ademas si
la solucién # de (56) pertenece a un valor negativo de cp, 4+ eA, la corres-
pondiente solucién & de (57) pertenecera a un valor positivo de cpo + €A,
Pero el operador de (57) es precisamente el que obtendria sustituyendo
¢ por — e en el operador de (56). De ello se deduce que cada solucién
de energia negativa de (56) es la compleja conjugada de una solucién de
energia positiva de la ecuacién de onda que se obtiene de (56) sustitu-
yendo e por — e, solucién que representa un electrén de carga + e (en
vez de — e como teniamos hasta ahora) moviéndose a través del campo
electromagnético dado. Por lo tanto, las soluciones extra de (56) estan rela-
cionadas con el movimiento de un electrén de carga + e. (Es imposible
separar definidamente las soluciones de (56) para un campo electromag-
nético general en soluciones referidas a valores positivos y a valores nega-
tivos de cpo + €Ao, puesto que tal separacién implicaria que no pudieran
tener lugar transiciones de un tipo de soluciones a otro. La discusién pre-
cedente es solamente aproximada, y s6lo se aplica cuando es aproximada-
mente posible tal separacién.)

Deducimos asi que las soluciones de (56) que pertenecen a una energia
negativa se refieren al movimiento de un nuevo tipo de particula de masa
igual a la del electrén y de carga opuesta. Tales particulas se han obser-
vado experimentalmente y se llaman positrones. Sin embargo, no podemos
afirmar simplemente que las soluciones de energia negativa representen po-
sitrones, puesto que con ello todas las relaciones dindmicas serian incorrec-
tas. Por ejemplo, es evidente que un positrén no tiene una energia cinética
negativa. Asi pues, hemos de establecer la teoria del positrén sobre una
base algo distinta. Supongamos que casi todos los estados de energia nega-
tiva estan ocupados, con un electrén en cada estado de acuerdo con el prin-
cipio de exclusién de Pauli. Un estado de energia negativa desocupado,
apareceré entonces como algo con energia positiva, puesto que para hacerlo
desaparecer, es decir, para llenarlo, tendriamos que afiadir un electrén de
energia negativa. Hacemos la hipétesis de que estos estados desocupados
de energia negativa son los positrones.

Estas hipétesis exigen que haya una distribucién de electrones de densi-
dad infinita en cualquier lugar del espacio. Un vacio perfecto es una
region donde todos los estados de energia positiva estdn desocupados y
todos los de energia negativa estan ocupados. Por supuesto, en un vacio
perfecto ha de ser valida la ecuacién de Maxwell

div &€ = 0.

Esto significa que la distribucion infinita de electrones de energia nega-



73. TEORIA DEL POSITRON 201

tiva no contribuye al campo electrénico. Unicamente contribuiran a la den-
sidad eléctrica jo de la ecuacion de Maxwell

div & = 4=j,. (58)

las desviaciones respecto a la distribucién de vacio perfecto.

Habr4, por lo tanto, una contribucién — e por cada estado de energia
positiva ocupado y una contribucién + e por cada estado de energia nega-
tiva desocupado.

El principio de exclusién actuard corrientemente para impedir que un
electrén de energia positiva haga transiciones a estados de energia negativa.
Sin embargo, siempre ser4 posible para este electrén pasar a un estado de
energia negativa desocupado. En este caso desapareceran simultineamente
un electrén y un positrén, emitiéndose su energia en forma de radiacién.
El proceso inverso consistiria en la creacién de un electrén y un positrén
a partir de radiacién electromagnética.

De la simetria entre estados fermi6nicos ocupados y desocupados dis-
cutida al final de § 65, deducimos que la presente teoria es simétrica res-
pecto a los electrones y positrones. Si supusiéramos que los positrones fuesen
las particulas basicas descritas por ecuaciones de onda de la forma (11)
con —e en vez de e, suponiendo que casi todos los estados de energia
negativa de los positrones estin ocupados, e interpretando un hueco en la
distribucién de positrones de energia negativa como un electrén ordinario,
tendriamos una teoria equivalente. Dicha teoria podria desarrollarse de
acuerdo con la hipétesis de que todas las leyes de la fisica son simétricas
respecto a cargas eléctricas positivas y negativas.



XIIL

ELECTRODINAMICA CUANTICA

74. El campo electromagnético en ausencia de materia

En la teoria de la radiacién establecida en el capitulo X, al estudiar
la interaccién de la radiacién con la materia, nos vimos obligados a intro-
ducir algunas aproximaciones. El objeto del presente capitulo es eliminar
estas aproximaciones y obtener, dentro de lo posible, una teoria rigurosa
de la interaccién del campo electromagnético con la materia, sujeta a la
limitacién de que la materia conste solamente de electrones y positrones.
Las otras formas de materia (protones, neutrones, etc.), son todavia poco
conocidas para intentar obtener de momento una teoria rigurosa de su
interaccién con el campo electromagnético. En cambio, existe una buena
teoria precisa de los electrones y positrones, dada en el capitulo anterior,
que permite construir una teoria precisa de la interaccién del campo elec-
tromagnético con dichas particulas. La teoria ha de contener tanto la inter-
accién de los electrones y positrones entre si, dada por las fuerzas de
Coulomb, como su interaccién con la radiacion electromagnética, y ha
de satisfacer, por supuesto, los. principios de la relatividad restringida.
Para abreviar tomaremos en este capitulo ¢ = 1.

En primer lugar consideraremos el campo electromagnético sin inter-
accién con la materia. En § 63 establecimos por primera vez un modo de
tratar el campo de radiacién sin interaccién con la materia. Introdujimos
variables dinimicas para describir el campo, establecimos las relaciones
de conmutacién entre ellas, y encontramos un hamiltoniano que expli-
caba correctamente su variacién con el tiempo. En esta ocasién no hicimos
aproximaciones. Por lo tanto, la teoria resultante seria exacta y satisfac-
toria si no fuera por haber tomado el potencial escalar igual a cero. Esto
destruye la forma relativista de la tearia y la hace inadecuada como punto
de partida para desarrollar una teoria rigurosa del campo electromagné-
tico en interaccién con la materia.

Tenemos que extender, por lo tanto, el tratamiento de § 63 conser-
vando un A, general e introduciéndolo en la teoria junto con los otros
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potenciales A;, A;, As. Las cuatro A, que asf tendremos, verificaran las
ecuaciones que se obtienen generalizando (62) de § 63,

OA, =0, (1)
-6Au/3xu = 0. (2)

Por ahora dejaremos de lado la segunda de estas ecuaciones y solamente
consideraremos la primera.

La ecuacién (1) muestra que cada A, puede descomponerse en ondas
que avanzan con la velocidad de la luz. Asi pues, en lugar de la ecua-
cién (63) de § 63 resultard ahora

AR = | (Ane® + A0 ) dk, 3)
donde k.x indica el producto escalar cuatridimensional
k'x = koxo—(k, x),

siendo k, el cuadrivector cuyas componentes espaciales son iguales a las
componentes del vector tridimensional k de § 63 y cuya componente tem-
poral es ko = |k|; d%k indica dk;dk,dks, como en § 63.

La componente de Fourier A, tiene una parte Aoy procedente de Ao(x)
y una parte A,y (r = 1, 2, 3), que es un vector tridimensional. Este ultimo
puede descomponerse en dos partes, una parte longitudinal dirigida segin
la direccién de k, que es la direccién de movimiento de las ondas, y una
parte transversal perpendicular a k. La parte longitudinal es kk,/ko? - Ax.
La parte transversal es

(ars — krks/k02)Aak = J{rk, (4)

que verifica la condicién

k,, = 0. &)

Se sabe por la teoria de Maxwell de la luz que solamente la parte
transversal actia dando radiacién electromagnética. En el capitulo X tni-
camente se considerd la parte transversal: la A,x de § 63 es la misma que
la &, de ahora y la ecuacién (65) de § 63 corresponde -a la ecuacién (5).
Sin embargo, la parte longitudinal no puede despreciarse en una teorfa
completa de la electrodinimica a causa de su relacién con las fuerzas de
Coulomb, como veremos mas adelante.

Podemos descomponer ahora el vector tridimensional A,(x) en dos
partes, una parte transversal con sélo componentes de Fourier transversa-
les y una parte longitudinal con sélo componentes de Fourier longitudi-
nales. La primera es

Ax) = [ (At T ) dk
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que verifica
o (x)/ox, = 0. (6)

La parte longitudinal puede expresarse como el gradiente 8V/0x, de un
escalar dado por

V=i f ko/ke? - (Agge €% — Ay, €-%9) k. %
Luego,
A, = A, + 8V /ox. @®)

El campo magnético queda determinado por la parte transversal de A,
H = ot A = rot #.

Es conveniente tomar Ao(x) longitudinal, y asi los potenciales comple-
tos A, (x) quedan separados en una parte transversal Z/(x) y una parte
longitudinal Ay, 6V /éx,. Esta separacién se refiere, por supuesto, a un sis-
tema de referencia de Lorentz particular y no ha de usarse cuando se
quiere conservar una ecuacion en forma relativista.

Cada coeficiente de Fourier A, aparece en (3) combinada con el
factor temporal e+, El producto

Ay €% = A vy 9

es una variable dinimica candénica en mecénica clasica, y en mecanica
cuéntica es una variable dindmica de Heisenberg. Hemos de obtener ahora
los P.B. entre estas variables.

El desarrollo de § 63 nos da los P.B. para la parte transversal de A ..
Para determinarlos, pasamos a valores discretos de k en el espacio tridi-
mensional de k y tomamos un valor discreto de k particular, por ejemplo,
ki = ky = 0, ks = ko > 0. La variable de polarizacién 1 puede tomar
entonces dos valores relativos a las dos direcciones 1 y 2, y la ecuacién (73)
de § 63, con la ayuda de las relaciones de conmutacion de las 7 y las 7,
o sea las ecuaciones (11) de § 60, da

[Alkta Alkt] — [A2kb A2kt] - —isk/4752ko- (10)

El desarrollo de § 63 no nos da informacién sobre Au y Aokt

Sin embargo, podemos obtener ahora los P.B. para Asy: y Aox: a partir
de la teoria de la relatividad. Las ecuaciones (10) han de completarse para
formar un conjunto relativista, y la tnica manera sencilla de hacerlo es
anadiendo las dos ecuaciones

[Askt, Aski] = — [Aoks, Aokt] = — isi/47%ko, (11)

de modo que las cuatro ecuaciones (10) y (11), junto con las condiciones de
que A, Y A,k conmuten para . 7= v (ya que se refieren a grados de li-



74. EL CAMPO ELECTROMACNETICO EN AUSENCIA DE MATERIA 295

bertad distintos), se puedan reunir para formar la ecuacién tensorial unica
[Auk" Ay;d] = iguysk/47t2k0. (12)

Obtenemos asi los P.B., para todas las variables dindmicas. La ecuacién
(12) puede generalizarse asi

[Aukta Al = igu.,skakkr/‘l’f?ko- (13)

Consideremos de nuevo valores continuos de k. Para transformar 3,
a valores continuos de k observemos que, para una funcién general f(k) en
un espacio tridimensional de k

2 fKRuk = f(K) :f f(k)3(k — k)%, (14)
k
donde 3(k —k’) es la funcién 3 tridimensional
3k —Kk) = 3(k\— k])3(k,—K)3(k, — k).

Para que (14) coincida con la ecuacién tipo que relaciona sumas e inte-
grales, es decir, la ecuacién (52) de § 62, debe ser

Sidkr = 8k —K’). (15)
y asi (13) da
[A ke Al = ig,,/4n%k, - 3(k —K'). (16)
Esta ecuacion, junto con las ecuaciones
[Aukb A,k»t] = [A,‘kt’ Apk't] =0, (17)

constituyen los P.B. en la teoria de valores continuos de k. Debemos tener
en cuenta que estos P.B. conservan el mismo valor si se omite en ellos el
subindice ¢ refiriéndose entonces a los coeficientes de Fourier constantes
Ak Ak

Hemos de obtener ahora un hamiltoniano que haga variar en la ima-
gen de Heisenberg cada variable dinimica A,y con el tiempo t = x,, de
acuerdo con la ley (9) con A, constante. Llamando Hr a este hamiltonia-
no, debe ser

[A ko Hy] = dA i/dxo = ikoA i (18)

Puede verse ficilmente que esta ecuacién es satisfecha por

HF = —47!:2] k02Auk¢Auk;d3k. (19)

Tomamos, por lo tanto, (19), con la posible adicién de un término numérico
arbitrario que no contenga ninguna variable dindmica, como el hamil-
toniano del campo electromagnético en ausencia de materia.

En § 63 empledbamos nuestro conocimiento de la parte tranversal del
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hamiltoniano para obtener los P.B. de las variables transversales. Después
hemos aplicado el procedimiento inverso a las variables longitudinales:
hemos empleado nuestro conocimiento de los P.B., obtenidos mediante un
argumento relativista, para hallar la parte del hamiltoniano que hace refe-
rencia a ellas, eligiéndola de forma que esté de acuerdo con (18).

Si desarrollamos el hamiltoniano (19) obtenemos

Hp = 4z f ko?(A1tAixt + AoprAcke + AskeAsit — AokeAoxe) d°k.

Los primeros tres términos del integrando tienen una parte transversal que
es igual a la energia transversal dada por (71) de § 63. El ultimo término
del integrando, que es la parte de Hr relativa al potencial escalar Ao, apa-
rece con un signo menos. Este signo menos estd determinado por la relati-
vidad y nos dice que el sistema dindmico formado por las variables Ay,
Aoxe es un oscilador armonico de energia negativa. Es bastante sorpren-
dente que aparezca asi en la teoria un concepto tan poco fisico como es el
de energia negativa. Veremos en § 77 que la energia negativa asociada
a los grados de libertad que provienen de A, siempre queda compensada
por la energia positiva asociada a los otros grados de libertad longitudi-
nales, de modo que en la prictica nunca se manifiesta.

75. Expresion relativista de las condiciones cudnticas

Las ecuaciones de campo de la teoria expuesta en la seccién precedente
eran relativistas. Para que la teoria sea completamente relativista debemos
demostrar que también son relativistas los P.B. En su forma (16) expresada
en funcién de componentes de Fourier la cuestién no es evidente. Vamos a
obtener una expresion relativista de los P.B. desarrollando [A,(x), A,(x')],
siendo x y 2’ dos puntos del espacio-tiempo. Pero para ello hemos de estu-
diar previamente una funcién del espacio-tiempo singular e invariante.

La funcién 3(x,x“) es evidentemente invariante frente a las transfor-
maciones de Lorentz. Se anula en todo el espacio excepto sobre el cono de
luz ane tiene comn vértice el origen, es decir, sobre el espacio tridimen-
sional x x* = 0. Dicho cono de luz consta de dos partes diferentes, una
parte de futuro para la cual xo > 0, y una parte de pasado para la cual
xo < 0. La funcién que sobre la parte de futuro del cono de luz toma el
valor 3(x x*) y sobre la parte de pasado el valor —3(x,x#), también es
invariante frente a las transformaciones de Lorentz. Dicha funcién, que
puede escribirse en la forma 8(x,x*)x,/|x°|, juega un papel importante en
la teoria dindmica de campos, por lo cual introducimos una notacién espe-
cial para designarla. Por definicion,

A\/x) = QB(x“x“)x(]/!x()l. (20)
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Esta definicién da sentido a la funcién A aplicada a cualquier cuadrivec-
tor. Con ayuda de (9) de § 15, podemos expresar 3(x,x*) en la forma
3(x,x#) = 3Ix{71{3(xo — Ix|) 4 &(xo + Ix])}, (21)

donde [x] es la longitud de la parte tridimensional de x,; con ello A(x) toma
la forma
A(x) = [x[71{3(xo — [x]) — 3(xo + |xI)}. (22)

El valor de A(x) en el origen se toma igual a cero, y en consecuencia,
A(—zx) = —A).

Hagamos un anélisis de Fourier de A(x). Poniendo d*x en lugar de
dxodxidxdxs, y d*x en lugar de dx;dx.dx; para un cuadrivector k, cual-
quiera se tiene,

j Afx)e™** dix = J [x|72{3(xo — |xI) — 8(x + |x])}elHemom (k201 gy
= flxl‘l{e"‘olxl._e"kolxl}e-s(kx) d3x.
Introduciendo ahora coordenadas polares |x|, 6, ¢ en el espacio tridimen-

sional x;2,%; y tomando como polo la direccion de la parte tridimensional
de k,, resulta

fA(x)e"’“d‘x — fJ'f {ex] — gikolx]} gIk|Ix|cos ojxlsen gdOdpd x|
= 2z f{efkolxl——e“"olxl}dlx] fe“ilk’lx|°°5”]xlsen0110

1]
— zﬁi;k;ﬂf{ewm__e- ikixt} djx|{eixlixl _ gilkilx]}
0

oo

— 2m-ik|—1f {eitkomIkDE __ gitke|K)e} g

= 4r2ilk| (3(ko— Ik]) — 3(ko + [k}
= 4n%A(k). (23)

Luego, la transformada de Fourier es la misma funcién con el coeficiente
4=%i. Intercambiando en (23) k y x, resulta

Alx) = —i/4r2. f A(k)e*= dik. (24)

Algunas de las propiedades mas importantes de A(x) pueden dedu-
cirse de su anélisis de Fourier. En primer lugar, la ecuacion (24) nos
permite ver que A(x) puede descomponerse en ondas que avanzan a la
velocidad de la luz. Para obtener una ecuacién que dé cuenta de este
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resultado, aplicamos el operador [J a ambos miembros de (24), resultando
OA(x) = —i/4n> f A(k)Oe** dtk = i/4=>. f 'k k=A(k)ett= dik.

Y como k k*A(k) = 0, se tendra
OAGx) = 0. (25)

Esta ecuacién se verifica en todo el espacio-tiempo. Para dar sentido a
JA(x) en los puntos en que A(x) es singular, hemos de tomar la integral
de [JA(x) extendida a un pequefio volumen cuatridimensional que rodee al
punto en cuestién, y transformarla luego mediante el teorema de Gauss,
en una integral de superficie tridimensional. La ecuacién (25) nos dice que
dicha integral de superficie tridimensional siempre es nula.

La funcién A(x) es nula sobre toda la superficie tridimensional x, = 0.
Hallemos el valor de dA(x)/0x,, sobre dicha superficie. Evidentemente es
nulo en todo punto excepto en x; = x» — x3 = 0, donde presenta una
singularidad que vamos a calcular a continuacién. Derivemos ambos miem-
bros de (24) respecto a x,,

OA(x)/exe = 1/4x2. J’ koA(k)e= dik
— 1/4z*. j kolk| 1 {3(ky — [K|) — 3(ko + [KI)}e*= dik
= 1/4z*. f (3(ko — |kl) 4 3(ko + |K|)}ei*= d*k.
Poniendo ahora 2y = 0 en ambos miembros, resulta
[2A®)/0%0]a0-0 = 1/4x%. f {8(ko — |KI) 4+ 3(ko + [k|)}eitkx) dik
— 1/27:‘-'.f eIt 3k
= 4w 3(x;)3(x2) 3(xz) = 4 3(x). (26)

Luego en el punto x; = x, = x3 = 0 aparece la singularidad 3 ordinaria
con el coeficiente 4.
Calculemos ahora [A

[Aux), A()]
= ff [Auk (A + Auk e—ik.z’ Avk' e + Aykl e‘ik’».’p'] dﬂkd3k’

(x), A,(x")]. A partir de (3), (16) y (17) tenemos

M

— igw/41:2.ff ko e kzeitv__ gikag-ik o'} 3(k — k) d3kdk’
= ig,, /42 f ko~1{e (@2 __ gik-(z-2"))} 3k, ©@7)

El k, que figura aqui es por definicién igual a k| y, por tanto, es siempre
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positivo. Poniendo — k en lugar de k en la segunda parte del integrando,
deducimos que (27) es igual a la integral cuadruple

ig,,/4n° - f k|~ {3(ko — [k[) —3(ko + [ki)}e# (=-2" dtk
= ig,,/4n>. [ Afk)e#@=") dak,

donde ko puede tomar todos los valores, tanto positivos como negativos.
Hallando el valor de este término con ayuda de (24), obtenemos final-
mente

[A,(x),A(x)] = g, Alx—2), (28)

resultado que nos muestra claramente que los P.B. son invariantes frente
a las transformaciones de Lorentz.

La férmula (28) nos dice que los potenciales en dos puntos cuales-
quiera del espacio-tiempo conmutan siempre salvo en el caso en que la
linea que une ambos puntos sea una linea nula, es decir, una trayectoria
luminosa. Dicha férmula est4 de acuerdo con las ecuaciones de campo
(Il]Aﬂ(x) = 0, puesto que segin (25), al aplicar [] al segundo miembro

a cero.

76. Variables dindmicas de Schriodinger

Para establecer la invariancia de una teoria cuantica de campos frente
a las transformaciones de Lorentz, la imagen mdis conveniente es la de
Heisenberg, que empledbamos en las dos secciones anteriores. Pero para
estudiar ejemplos concretos sigue siendo necesaria la imagen de Schro-
dinger. La teoria expresada en imagen de Schrédinger aparentemente no
tiene forma relativista, pues considera estados en un instante de tiempo
y se pregunta como varian dichos estados con el tiempo y, por tanto, se
refiere fundamentalmente a un sistema de referencia de Lorentz particular.
Sin embargo, una vez comprobado que una teoria es relativista puesta en
imagen de Heisenberg, no tenemos por qué preocuparnos por la apariencia
no relativista de dicha teoria puesta en imagen de Schrodinger, pues sabe-
mos que ambas imagenes son equivalentes.

Para trabajar en imagen de Schrodinger hemos de introducir variables
dindmicas adecuadas que describan el campo en un instante dado. Las
cantidades A,(x) y 8A,/0xo, particularizadas para todos los valores de
%1, X2, X3, y un valor fijo de x; son suficientes para determinar A, en todo
instante con ayuda de la ecuacién de campo (1); por lo tanto, dichas can-
tidades pueden tomarse como las variables dinimicas en un instante de
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tiempo y, en consecuencia, como las variables dinamicas en la imagen de
Schrodinger. Pongamos

B, = 2A,/ox,. (29)

Entonces las variables dinimicas en la imagen de Schrodinger seran A 4,
B,x, donde x representa xi, x», %a.
El anilisis de Fourier de dichas variables es, segin (3) y (9).

Ay = f (At + A per)e™ 0% d2k,

(30)
B, =i f Ko(A et — A,ie)e™ 0 dok.

Podemos invertir la transformacién de Fourier y expresar A, xi+ A, xt
Y A,xt— A,_x: en funcién de A , y B,, respectivamente. Luego A, x: y
A x¢ quedan determinadas por A,. y B,x particularizadas para todo x (y
un z, fijo), y en consecuencia, también podemos tomar como variables
dindmicas en un instante de tiempo las A x:, A,xr, que constituyen, por
tanto, un nuevo conjunto de variables dindmicas de Schrodinger.

Si queremos trabajar con las variables A, ., B, x, es necesario conocer
sus P.B. Se pueden obtener bien a partir de los desarrollos de Fourier (30)
y las ecuaciones (16) y (17), o bien a partir de la forma general (28) de
los P.B. El segundo procedimiento nos da los resultados que queremos
mas directamente. Si en (28) hacemos x; = x,, resulta

[Auxa Ayx'] = 0. (31)

Derivando (28) respecto a x, y haciendo luego x; = x,, con ayuda de
(26), resulta
[Bix: A,x.] = 47g,,3(x —X’). (32)

Derivando (28) respecto a x, y respecto a x’y y haciendo luego ¥’y = x, 0ob-

tenemnos
[B,x B,x.] = 0, (33)

puesto que para xp = 0, &?A(x)/0x; = 0. Las ecuaciones (31), (32) y (33)
nos dan todos los P.B. entre las variables A, B,x. Segun ellas vemos que,
salvo coeficientes numéricos, las A, pueden ser consideradas como un
conjunto de coordenadas dindmicas y las B,, como momentos canénicos
conjugados; en el segundo miembro de (32) aparece una funcién 3 en lugar
de un simbolo 3 con dos subindices, debido a que el niimero de grados
de libertad es un infinito continuo.

Podemos descomponer A,, en una parte transversal y otra longitudi-
nal, como indican las ecuaciones (8) y (6). Para B,, podemos hacer lo
mismo, obteniéndose

B, = %, +oU/éox, (34)
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donde
oRB,/ox, = 0. (35)

A partir de (7), sustituyendo k por —k en el segundo término del inte-
grando, resulta ,

V=i f keko (Aue + Awicr)e 0% dik. (36)
La ecuacién correspondiente para U, dado que U = 8V/éxo, es
U= — f koo™ (Agwt — Apier)e %) B3k, (37)
El campo eléctrico viene dado por
2(A U
6 =g g AtO (38)
ox, %,
Luego
oB,
div & = — 5 —V2A, = — V3(A, 4 U). (39)
Xy

Es evidente que toda variable longitudinal conmuta con toda variable
transversal. Ahora vamos a desarrollar algunos P.B. de gran utilidad.
Emplearemos la notacién

Of x Of x. .
— r i r 40
ox, £ ex! fre 40)

donde f, designa una funcién de campo cualquiera.
Si en (32) hacemos & = r, v = s y derivamos la ecuacién respecto a %,
obtenemos

[Brx", Asx.] = 47g.2"(x —X') = —4=¥%(x —X'),

o, segin (39),
[div &,, Asx.] = 4n¥3(x —X'). (41)

Ahora bien, (39) nos muestra que div € es una funcién de las variables
longitudinales unicamente, y por lo tanto, (41) da

[div &, V,.*] = 4m¥(x — X)) = — 4m¥*¥(x — X).
Integrando respecto a x;, obtenemos
[div &,, V,] = —4md(x —X), (42)

donde no aparece ninguna constante de integracién, ya que las funciones
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de campo &, y V, estin formadas por ondas de longitud de onda no nula.
De (42) y (39) resulta

V3[U,, Vy.] = 4n3(x —X').
Integrando con ayuda de la férmula (72) de § 38, obtenemos
[Ux’ ‘7x'] = - ,x_x,l-l’ (43)

no apareciendo tampoco en el segundo miembro ninguna constante de in-
tegracion u otros términos que no se anulen en el infinito, debido a que
Uy y Vx estén formadas asimismo por ondas de longitud de onda no nula.
A partir de (38) y (43) tenemos

[efxr Vx'] _ - [era Vx'] - - (xf— xl’) |X - x'lﬁ:" (44)

Vamos a obtener ahora la expresion del hamiltoniano en funcién de
las variables A y yB,y. De la segunda ecuacién (30) resulta

f B,. B, d®
= — f f J’ Kok'o(A 1A et (AP e —A¥ Ly )™ KX g 1000 3k K/ dlx
— — 83 f f koK o(A st — A pset) (A st Aty )3(k + K) dPkel 'k’
— 8 f Ko (A et — A s Al — At yg) k.
Analogamente, de la primera ecuacién (30),
[ At
- f f Ky K (A et A et (A et AR, Jemi k0 e i0%) dikd3k'dx
= 85 [ KA+ A, (Ao + ) .
Sumandolas y dividiendo por — 8=, resulta
—(8x)! f (B, B* + A A" dix
— 2 f Ko(A e At + A ogee A¥_)) Bk
que es igual al Hy de (19) salvo un término numérico infinito. Ya vimos que
la férmula (19) para Hr dejaba en libertad un término numérico arbitrario,
y asi pues podemos tomar

Hr = —(8n)1 [ (B, B*+ A A)dx (45)

con un término numérico arbitrario distinto del de (19).
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Por supuesto, el hamiltoniano (45) puede utilizarse igualmente para
establecer las ecuaciones del movimiento de Heisenberg, pues el término
numérico arbitrario que figura en él no tiene ningin efecto. Puede com-
probarse facilmente que empleando (31), (32) y (33), resulta

2A,/oxa = [A,,Hp] = B,

y } (46)
aBu/on = [B HF] = V2Au,

u>

que coinciden con (29) y (1). Asimismo permite obtener la ecuacién de
movimiento de Schrodinger

th diP>/dx, = HgP)

para un ket |[P> que represente un estado en la imagen de Schrodinger.
El término numérico arbitrario modifica a |P) en un factor de fase, cues-
tion ésta que no tiene importancia fisica.

Podemos descomponer la expresion (45) de Hy en una parte transver-
sal Hpr y otra longitudinal Hpr. A partir de (34) tenemos

[B.B.@x = (@B UNB, + U) s
= j B, B Px+ [UUrds,
ya que los términos cruzados son nulos, pues segin (35),
f URB,dx = — f U%B, dx = 0
Analogamente, a partir de (8), resulta
f ASAS dx = f oA dx f ViV diy,

siendo también nulos los términos cruzados. Luego, (45) es igual a

Hr = Hpr + Hyy,
con

Hpr = (87)! f (B, B, + A2 A2) dPx 47)

Hp, = (8x)7? j (UUr + VreVre — BoBy — Ag"Ay") dix. (48)
Tengamos en cuenta que el término

(8m)1 f A, dx
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de Hgr puede transformarse en
—(8m)1 ( L, A, dPx = — (8r)? f A, (A — L) dx
= (8x)1 f Ap (A — ) P
= (16%)1 f (P — ) (A — ) dox
= (8x) f 2oy,

y por lo tanto, dicho término es precisamente la energia magnética. Nuevas
integraciones por partes dan

f Vreve @iy = f vy dsx,
y con ecllo (48) puede ponerse en la forma

Hpy, = (87)71 f {(U— Aoy (U + Aoy + (V7" — Bo)(V* + By)} d’x. (49)

77. Condiciones suplementarias

Volvamos a la ecuacién de Maxwell (2), que hasta ahora no habiamos
tenido en cuenta. No podemos introducirla directamente en la teorfa cudn-
tica sin que se produzcan contradicciones. El primer miembro de la ecua-
cién, segun las condiciones cuinticas (28), no conmuta con A,(x’) y, en
consecuencia, no puede ser nulo. El método de evitar la dificultad fue
indicado por Fermi. Consiste en tomar una ecuacién menos exigente

(@A,/ex,)P> = 0. (50)

suponiéndola vélida para todo |[P> que corresponda a un estado que pueda
darse en la naturaleza. Existe una ecuacién (50) para cada punto del espa-
cio-tiempo, y todo ket que corresponda a un estado que pueda darse en la
naturaleza, habra de verificar todas esas ecuaciones.

Las condiciones que, como (50), deben verificar los kets que corres-
ponden a estados que pueden darse en la naturaleza las denominaremos
condiciones suplementarias. La existencia de condiciones suplementarias
en la teoria no lleva consigo ninguna desviacién o modificacién de los
principios generales de la mecénica cuantica. El principio de superposicién
de los estados y toda la teoria de estados, variables dinidmicas y observa-
bles dada en el capitulo II sigue siendo aplicable aunque existan condi-
ciones suplementarias, si imponemos una nueva condicién para que un
operador lineal sea un observable. Diremos que un operador lineal es
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fisico, si tiene la propiedad de que, al aplicarlo a un ket cualquiera que
verifique las condiciones suplementarias, da como resultado otro ket que
también las verifica. Para que un operador lineal pueda representar un
observable, ademds de las condiciones de § 10, tendrd que satisfacer la
nueva condicién de ser fisico.

Ya vimos un ejemplo de condicién suplementaria en la teoria de los
sistemas que contienen particulas idénticas. La condiciéon de que tnica-
mente las funciones de onda simétricas, o ‘inicamente las funciones de onda
antisimétricas, representen estados que puedan darse en la naturaleza es
precisamente una condicién del tipo (50), y constituye lo que hemos lla-
mado una condicién suplementaria. En dicha teoria, la condicién para que
un operador lineal sea fisico es que sea simétrico en las particulas.

Al introducir condiciones suplementarias en nuestra teoria, hemos de
comprobar que son coherentes, es decir, que no son tan restrictivas como
para que ningun ket las verifique. Si tenemos mas de una, condicién suple-
mentaria, podemos deducir nuevas condiciones suplementarias a partir de
ellas tomando los P.B. entre los operadores que figuran en las mismas; asf,
si en una ocasion tenemos las condiciones

up> = 0, ViP> = 0, (51
podemos deducir

[U,V]IP> =0, [U,[U,V]]IP> = 0, (52)

y asi sucesivamente. Para comprobar que las condiciones suplementarias
son coherentes hemos de considerar todas las que se pueden obtener por
este procedimiento y ver que pueden ser satisfechas a la vez; lo que co-
rrientemente se consigue demostrando que tras un cierto nimero de pro-
cesos de este tipo, las nuevas condiciones suplementarias se verifican idén-
ticamente o bien scn repeticiones de las ya obtenidas.

Asimismo hemos de comprobar que las condiciones suplementarias
estan de acuerdo con las ecuaciones del movimiento. En la imagen de
Heisenberg, en la que el ket |P> de (51) es fijo, tendremos distintas condi-
ciones suplementarias relativas a los distintos instantes, y todas ellas tienen
que ser coherentes en el sentido que hemos indicado. En la imagen de
Schrodinger, el ket [P> varia con el tiempo segun la ecuacién de Schro-
dinger, y hemos de exigir que si |P)> verifica las condiciones suplementa-
rias en el instante inicial las siga verificando también en todo instante.
Esto es equivalente a exigir que d|P)>/dt satisfaga las condiciones suple-
mentarias, o sea, que H|P) las satisfaga, que es lo mismo que exigir que
H sea fisico.

Cuando se tiene una condicién suplementaria U|P> = 0, es conve-
niente escribir

U=x0 (53)
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diciendo que (53) es una ecuacién débil, para distinguirla de una ecuacién
ordinaria o fuerte. Multiplicando una ecuacién débil a la izquierda por un
factor obtenemos una nueva ecuacion débil, pero, en general, si el factor
se multiplica por la derecha no se obtiene una ecuacién consecuencia de la
anterior. Luego, las ecuaciones débiles no deben emplearse para calcular
los P.B. Con esta nomenclatura, la condicién (52) para que las condiciones
suplementarias sean coherentes equivale a la condicién de que los P.B.
de los operadores que determinan las condiciones suplementarias sean nulos
débilmente.

La condicién para que una variable dindmica £ sea fisica es que para
cada ecuacién suplementaria U[P> = 0 se tenga

Uvgpy = 0,
y por tanto, que
[U, §]IP> = 0.

Luego, la condicién es que el P.B. de la variable dindmica con cada uno
de los operadores que determinan las condiciones suplementarias sea nulo
débilmente.

Volvamos a la electrodinidmica. Consideramos la ecuacién (2) como
débil; por tanto, debemos escribirla

2A,/0x, =~ 0. (54)

En la imagen de Heisenberg tenemos una de estas ecuaciones para cada
punto x. Para ver que son coherentes, tomamos dos puntos x y x’ arbitra-
rios del espacio-tiempo y construimos el P.B.

[6Au(x), aA,(x’)]: & 1A AW

ox, ox, ox  ox,
Calculandolo con la ayuda de (28), resulta
A(x—x’)
g“"W = —0OA(x—2x) = 0

segin (25); luego, las condiciones de coherencia se verifican fuertemente.
Al comprobar que las condiciones suplementarias son coherentes en todo
instante en la imagen de Heisenberg, queda comprobado que estin de
acuerdo con las ecuaciones de movimiento.

Puesto que (54) es una ecuacién débil, todas sus consecuencias de la
teoria de Maxwell ordinaria serdn validas en la teoria cuédntica tUnica-
mente como ecuaciones débiles. Las ecuaciones

div # =0, oM/t — —rot &

son consecuencia inmediata de las definiciones de € y & en funcién de
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los potenciales y, por lo tanto, seran validas fuertemente también en la
teoria cudntica. Las otras ecuaciones de Maxwell en el vacio

div &€ = 0, o0&/ot = rot ¥, (55)

en teorfa cuintica serdn ecuaciones débiles, pues para obtenerlas es nece-
sario emplear tanto (54) como (1).

Las cantidades de campo € y # son componentes del tensor antisimé-
trico 0A”/ox, — 0A*/ox,. E1 P.B. de dicho tensor con el operador de (54)
en un punto % general es

[aA"(x) OA(x) 8A,(x’)J _, PA(x—7) uazA(x—x’) B
ox,  ox, ' ox, | v ox o, & ox, 01,

Por consiguiente, & y # son fisicos. Los potenciales A, no son fisicos.
Las condiciones suplementarias que pesan sobre las variables dinami-
cas en un-instante particular son
oA o 0A
=0, 2 =0 (56)
ox, oxp Ox,

Nuevas derivaciones respecto a %, no dan lugar a ecuaciones indepen-
dientes, sino a ecuaciones que son consecuencia de éstas y de la ecuacién
fuerte (1). Las condiciones suplementarias, puestas en funcién de las va-
riables de Schrédinger de § 76, son

Bo+ A" = (57)
y
(A" + B, = 0. (58)
La ecuacibn (58) es igual a la primera ecuacién (55) y, segin (39), puede
escribirse también

V2(Ao+ U) = 0

Puesto que esta ecuacién se verifica sobre todo el espacio tridimensional,
resulta

Ay+U= 0. (59).
Llamando A,” = V77, de (49) resulta
Hp, =~ 0. (60)

Luego, para los estados que se dan en la naturaleza la energia del campo
longitudinal es nula.

Con el fin de establecer una representacién conveniente, introducimos
un ket standard 05> que verifica las condiciones suplementarias

(Bo + A0 = O, (40 + U)I0r> = 0, (61)
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y ademds
S il0r> = 0. (62)

Estas ecuaciones son coherentes, pues .%,, conmuta con los operadores
de (61), y ademas son suficientes para determinar |0F)> completamente, salvo
un factor numérico, ya que las Unicas variables dindmicas independientes
que tenemos son Ao, By, U, A/, Ay, Zp y de ellas Ao+ U, By + A/,
7, constituyen un conjunto completo. Con ayuda de este ket standard
podemos expresar cualquier ket en la forma

Y(Ao, Bo, Hri)l0s. (63)

Esta representacién es exactamente la representacién de Fock en lo que
concierne a las variables dindmicas transversales .%,,, &, y, por tanto,
¥ ha de ser de la forma de una serie de potencias en las variables &,
cuyos términos corresponden a los distintos nimeros de fotones presentes.
El nimero de variables que figuran en la expresion de ¥ es un infinito
de la potencia del continuo, luego, ¥ es lo que en matemiticas se deno-
mina un ‘funcional’.

Si el ket (63) verifica las condiciones suplementarias, ¥ ha de ser inde-
pendiente de Ay y B,, y luego, ha de ser funcién tnicamente de .
Por tanto, los estados fisicos estan representados por kets de la forma

W( i) |02, (64)

siendo ¥ una serie de potencias en las variables ./,. El ket standard |0g>
representa el estado fisico que corresponde a la no existencia de fotones,
es decir, el vacio absoluto.

Nuestro hamiltoniano Hp y sus partes Hpz, Hpr contenian hasta ahora
términos numéricos arbitrarios. Es conveniente elegir dichos términos de
modo que, en el vacio absoluto, tanto Hpy, como Hpr sean nulos. La con-
clusién (60) indica que en el Hpy dado por (48) o (49) ya hemos elegido
correctamente el término numérico para que Hry valga cero en el estado
de vacio absoluto y asi como en los demés estados fisicos. Si queremos que
no exista punto cero de energia para los fotones, hemos de elegir el tér-
mino numérico de la parte transversal de (19) de modo que Hpr valga

Hpr = 4x? { k%o et ek, (65)

(47) difiere de (65) en un término numérico infinito que consiste en medio
cuanto de energia para cada estado foténico.
78. Electrones y positrones aislados

Vamos a considerar ahora electrones y positrones en ausencia de campo
electromagnético. El estado de un electrén viene dado, como en el capi-
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tulo XI, por una funcién de onda ¥ con cuatro componentes ¥ (@ = 1,
2, 3, 4), que verifica la ecuacién de ondas
8 .
ih ¥ = —iﬁoz,—a—iﬁ——{- U TR (66)

oxy 3xr

Para obtener una teoria aplicable a un conjunto de electrones, aplicare-
mos el método de segunda cuantificacion de § 65, que consistia en susti-
tuir la funcién de onda de un electrén por un conjunto de operadores que
verifican ciertas relaciones de anticonmutacién.

Cuando consideremos la i en distintos puntos en un instante dade
escribiremos ¥, donde x representa x;, ¥, x3. Sus componentes seran .
Mediante una transformacién de Fourier pasamos a la representacién de
momentos cuya funcion de onda es ¥,. Se tiene

Yx = h? J' et /i dip, Yp = h? f e txm /i dix.  (67)

¥p tendrd también cuatro componentes ¥,,, en correspondencia con las
cuatro componentes d= .. En esta representacién el operador energia es

Po = % Pr+ amm,

en el que los operadores momento p, son factores multiplicativos.
Podemos separar ¢ en una parte £ de energia positiva y otra { de ener-
gla negativa.

¥ =§48,

donde £ y { tendrin cada una cuatro componentes igual que . En la
representacién de momentos vendran dadas por

1 ‘ a,p,—l—a,,.m( 1 | o Pr + Gm ™M
p — = 1 — ¥p» p — T 1—— »
b= \ o _§</r ¢ 5 | o T }dr (68)

ya que dichas ecuaciones nos llevan a
Pobp = (arpr+ anm)éy = Harpr + anm + (p* + m*Pef,
= (p* + m?)iL,,
y analogamente a
Polp = — (p° + M),
que nos dicen que &, y £, son autofunciones de p, cuyos autovalores son

respectivamente (p*> + m*)! y — (p® 4 m?*)!. Trabajando con los opera-
dores

1{1 arpr‘i"“mm} %‘{1— arpr"{"am”ll

2 (p° -+ m?)} @+ mo |’
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1emos de tener en cuenta que sus cuadrados son iguales a si mismos, y que
su producto en cualquier orden es igual a cero.

La segunda cuantificacion transforma las ¢ en operadores del tipo de
las 7 de § 65, que verifican unas relaciones de anticonmutacién del tipo
de (11) de § 65. Empleando la siguiente notacién del anticonmutador

MN + NM = [M, N],, (69)
resulta
[Foxs Fox 1. = 0, [Fax, Fox]. = O,
70
[Waxs Fox-1e = Ban 3(x —X), } (70)

apareciendo en la ultima ecuacién la funcién 3(x — x’) debido a que las x
toman valores en un dominio continuo. Pasando a la representacién p,
mediante (67), obtenemos

[‘lrap 'ﬁbpr]*' =0, [Jap, %bp/]* =0, (71)
(Fap, Fop ]+ = a2 8(p — P’)-

Definiendo también ahora £ y { por (68), la ultima ecuacién (71) da

14 a,p,+ammg [zﬁcp’%légl %Wp's + amm)

Eol = =1 o TR

[£ap: Eop ] 2! + (p® + m2) (= +m fa
1 % Pr+ am M ,
2l @ e |

y anilogamente

1 e Pr+ dm M
[gap: pr']+ = :)‘{ I“L’)—j—]

(0° +m) (e
[§‘1P’ pr']* = [gap’ th»]+ = 0.

Segiin la interpretacién de § 65, los operadores ¥, son operadores de
aniquilacién de un electrén de momento p y los ., son operadores de
creacién de un electrén de momento p. A fin de evitar la nocién no fisica
de electrones de energia negativa, hemos de pasar a una nueva interpre-
tacién basada en la teorfa de los positrones de § 73. La aniquilacién de un
electrén de energia negativa debe ser considerada como la creacién de
un hueco en el mar de electrones de energia negativa, es decir, como la
creacitn de un positrén. Con ello, los operadores ., se convierten en
operadores de creacién de un positrén. El positrén tiene un momento — p,
pues aniquila un momento p. Anilogamente los Z,, se convierten en ope-
r~dores de aniquilacién de un positrén de momento —p. Los &, y &ap
son respectivamente operadores de aniquilacién y creacién de un electrén
ordinario de energia positiva y momento p.

Np—p) (73)
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Observemos que aunque §, tenga cuatro componentes, unicamente dos
de ellas son independientes, ya que las cuatro estin relacionadas por

{1_ arPr+a.,.m}§p —0
(p* + m?

que implica dos ecuaciones independientes. Los dos componentes de &,
independientes corresponden a la aniquilacién de un electrén en cada uno
de los dos estados de spin independientes. Anilogamente I, tiene unica-
mente dos componentes independientes a causa de las ecuaciones

/‘1 arpr+amm -0
Ut T ey }Z’_ ’

y dichas componentes corresponden a la creacién de un positrén en cada
uno de los dos estados de spin independientes.
El estado vacio en el que no existen ni electrones ni positrones estd

representado por el ket [0,> que verifica
§ap|0P> = 0, Zapt0P> = 0' (74)

Podemos emplear dicho ket como ket standard de una representacién.
En ese caso cualquier ket se expresard en la forma

‘F(‘E aps gap)10P> ’

donde la funcién, o mejor dicho el funcional ¥, es una serie de potencias
en las variables Z,p, {,,. Cada término de ¥ es analogo a (17’) de § 65.
No puede contener ninguna de sus variables elevada a una potencia supe-
rior a uno. Corresponde a un estado en el que existen electrones (de ener-
gia positiva) y positrones, en estados determinados por los simbolos de las
variables que en ella figuran. )

Segiin (12) de § 65, el nimero total de electrones es igual a la suma de

Fap ap A*p para todo a. Escrito en la notacién de la ecuaciéon (12)

de § 67 es f F1¥,d°p . Pasando a la representacién x mediante (67), ob-
tenemos

h-3 J’J’J‘ eHxBI/ g (AT o dxdix'dOp = J It &, dx,

que nos dice que la densidad de electrones es &' ¥, . Este resultado in-
cluye una constante infinita que representa el mar de electrones de energia
negativa.

Obtenemns una cantidad con mayor significado fisico tomando la carga
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total Q, igual al numero de electrones de energia positiva menos el nu-
mero de huecos o positrones multiplicado por — e. Es decir,

0= —e f (€1¢, — L) &p. (75)
Podemos calcular esta expresién con ayuda de (68). Empleando la ecua-
cién transpuesta de la segunda ecuacién (68), es decir,
ol p,+al, m}

resulta

1 o Pr+ amm 1 alp, + ol m
- Tl —————)p—3i {1 S 3p.
= éf{zﬁ"z( Ty )”b" " 2(1 (p* 4 m?)? )J"’}d"

Por otro lado, para toda matriz @ cuya suma de elementos diagonales sea
igual a cero, las relaciones de anticonmutacién (71) dan

zplmﬁp' + 'ﬁ;'ahfp - aab(zpapllrbpr + z;l"b;-‘vzﬁ:ap = %ga B(P—P’) == 0, (76)

resultado que podemos suponer cierto también para p’ = p. Con ello la
expresién de Q se reduce a

Q= —c [4FW,- iF,) ¢p.
Pasindola como antes a la representacién x, resulta

Q = —e [ T~ Ed )b,
que nos dice que la densidad de carga es

iox - _%e('ﬁl‘l‘x'—d[l%x) (77)
Ademis de la densidad de probabilidad #', la interpretacién de la

funcién de onda de un electrén dada en § 68 determina también una co-
rriente de probabilidad #'«,3s. En correspondencia con ello, para la se-
gunda cuantificacién tendremos un flujo de electrones determinado por el
operador ¥ a,3 . El mar de electrones de energia negativa, por simetria,
no da lugar a ningin flujo de electrones resultante y, por consiguiente, la
corriente eléctrica vale

frx = — eflary. (78)
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Segtin la formula (29) de § 60, valida también para fermiones, la energia
total de los electrones es

Hp = J’ F oy dPp = J B (ar pr + am mppp dp. (79)
Puesta en representacién X ¢S

Hp = f Ft (— ik, 7 + an mib,) dr. (80)

Esta expresién de la energia total contiene un término numérico infinito
que representa el mar de electrones de energia negativa.

Obtenemos una cantidad de mayor significado fisico considerando
la energia de todos los electrones y de todos los positrones, y tomando la
cnergia del vacio igual a cero. Dicha cantidad es

He = [0+ mEe, + L) (81)
1 a9 Pr =+ apm
=f<p2+m2>*{$;z(l+m)%+
1 ( alp,+af, m
T ] - d*
S (p? + m2)t )Jp} P

= f ;12{‘}1 (CZ,- Pr + om m)l/!p - ‘M,',(“zpr + afnm)gzzp} d3p +
+ j (0 + m2RA (B &y + FiFp) dp. (82)

Segun (76), la primera integral de (82) es idéntica a (79) y por consiguiente,
es igual a Hp,. La segunda es una constante infinita, que es igual a menos
la energia de todos los electrones de energia negativa de la distribucién
de vacio.

Podemos tomar como hamiltoniano bien Hp o bien Hp.. Luego, la
ecuacién de movimiento de Heisenberg para . es

%ax/ax() = [¢ox’ HP] - [d‘avx) HP/]»

y si a partir de ella seguimos el desarrollo, volvemos a obtener la ecuacién
de onda (66) para ¥.

Hemos de considerar ahora la cuestion de si la teoria es o no relati-
vista. Estd dada en funcién de operadores ¢ que verifican las ecuaciones
de campo (66). Cada una de dichas ecuaciones es de la forma de la ecua-
cién de onda de un electrén, y como ya vimos, si las ¢ se transforman segin
la ley (20) del capitulo XI, son invariantes frente a las transformaciones de
Lorentz. A este respecto, la teoria presente va mas alla que la teoria de un
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solo electrén, por el hecho de haber introducido relaciones de anticonmu-
tacién para las i y &, y es necesario comprobar que dichas relaciones son
invariantes frente a las transformaciones de Lorentz.

Vamos a proceder analogamente a como hicimos en § 75. Consideremos
dos puntos cualesquiera x y x’ del espacio-tiempo y formemos el anticon-
mutador

Koo(x, x') = a(x)Fo(x) 4+ Fo(xWa(x). (83)
Podemos calcularlo directamente a partir de las relaciones de anticonmu-
tacién (71) de las componentes de Fourier de ¢ y . Otro método mas
sencillo es tener en cuenta ciertas propiedades que ha de tener Kg(x, x’),
que vamos a enumerar a continuacién:
(i) solamente depende de x, y x/ a través de su diferencia x, — « -
(ii) verifica la ecuacién de onda

. O . 7
('ﬁ oo + iha, ox, — U m)ab Kbc(x, x,) =0 (84)

que se deduce teniendo en cuenta que y¥(x) verifica (66);
(iii) para x, = x} tiene el valor 3,,3(x — x’), como puede verse a par-
tir de la tercera ecuacion (70).

Estas ecuaciones son suficientes para determinar completamente Ko;(x,%’),
pues (iii) determina su valor para x, = x. (ii) nos da su dependencia
respecto a xo, y a partir de ello (i) nos da la dependencia respecto a
x/. Puede verse facilmente que la solucién es

Koz, ') = h3 f > 1+ (apr 4 amm)/polay €@ 2/% d3p,  (85)

donde la 3 se refiere a los valores = (p? + m?) de p, para valores particu-
lares de pi, p,, ps. Verifica la condicién (ii), pues al aplicarle el operador
de (84) aparece en el integrando de (85) el factor (po — a;p, — am m), que
multiplicado a la izquierda por el factor entre paréntesis {} da cero.
También verifica (iii), pues para xo = %o, la suma respecto a p, elimina
el segundo término que figura dentro del paréntesis {}.

La ley de transformacién de ¢ y ¢ dada en § 68 hace que las cantidades
Fi(x)a,¥(x) se transformen como las cuatro componentes de un cuadri-
vector, y que #i(x')amif(x) sea invariante. Luego para cualquier cuadrivec-
tor I* y cualquier escalar S,

Vgt (x)a, 3 (x) + ST Jamid (%) (86)

es invariante. La invariancia de (86) tiene que ser una condicién sufi-
ciente para asegurar la ley de transformacién correcta para ¥ y &, pues nos
permite deducir la invariancia de la ecuacién de onda en ¥ tomando
I+ = iho/ox,, S = —m.
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La invariancia de (86) implica la invariancia de

(e, + Sam)ar{Ta(*)fs(x) + Fo(@)Fo(x)}.
Luego,

(I*@, + Som)asKao(x, ') (87

ha de ser invariante para Kg(x, ') dado por (85), y su invariancia serfa
una condicién suficiente para asegurar la invariancia de las relaciones de
anticonmutacién. Para (87) resulta

h-3 j E %(l“au + Sam)ab(PO + ErPr + qmm)ba e"(ﬂ‘ﬂ')-p/ﬂpo—l d3p
— h-3 fz 1{(lo— L@y -+ Sam)(Po + @Pr + @mM)}es €@ 12721 dSp
= h-3 f S 2lopo— Lp, + Sm)e~t@-=19/2p51 d3p, (88)

Esta expresién es invariante frente a las transformaciones de Lorentz, de-
bido a la invariancia de p;'d®p. Por tanto, queda comprobada la inva-
riancia relativista de la teoria.

79. La interaccion

El hamiltoniano completo para electrones y positrones en interaccién
con el campo electromagnético es

H = Hr+ Hr+ H,, (89)

donde Hy es el hamiltoniano del campo electromagnético aislado, que vie-
ne dado por (19) o (45), Hp es el hamiltoniano de los electrones y positro-
nes aislados, dado por (80) u (81), y Hq es la energia de interaccién, que
depende tanto de las variables dindmicas de los electrones y positrones
como de las del campo electromagnético. Tomamos

Hy = f Avj, d*x, (90)

donde j, viene dado por (77) y (78) y, como veremos, con esta eleccién se
obtienen las ecuaciones de movimiento correctas. Asi pues, salvo términos
numéricos infinitos,

H = [ (Flod— i’ — cAY) + Flom mif — JoAYTtY — ')} dPx—
— (8m)! f (B,B*+ A A dx. (91
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Veamos cuales son las ecuaciones de movimiento de Heisenberg que
se obtienen con el hamiltoniano (91). Tenemos

i O g /0% = Prax H— Hfax = Prax(Hp + Ho) — (Hp + Ho)bax
= [ [ axs Foxe ]l (— ey, — A"y 8hy.) +

+ A ml/;)(' —eAOxrl)&x'} b dax’
= {a(— i, — eA ) + ap miby —eA%, ¥y )

., O
{au(lﬁ ex, +eA“)—"°'mm}l/r = 0. (92)

que estd de acuerdo con la ecuacién de onda (11) del capitulo XI para
un electron. Como H es real, la ecuacion de movimiento para ¢ sera la
conjugada de la ecuacién de movimiento para ¥ y, por tanto, coincidira
con (12) del capitulo XI. Por consiguiente, la interaccién (90) da correcta-
mente la accion del campo sobre los electrones y positrones. Por otro lado,
haciendo uso de los P.B. (46)

2A,/2x, = [A,, H] =[A,, Hy]
= B, (93)

Luego,

8B“x/ax0 prons] [B“x’ H] e [B“x, HF] + [B,<xy IIQ]
= VA + [[Byx A i &
= 2Aux +4ﬁi_ux‘ (94)

De (93) y (94) resulta
DA, = 4xj,, (95)

que concuerda con la teoria de Maxwell y nos dice que la interaccion (90)
da correctamente la accién de los electrones y positrones sobre el campo.

Para completar la teorfa hemos de introducir las condiciones suple-
mentarias (54). Hemos de comprobar que estan de acuerdo con las ecua-
ciones del movimiento. El método empleado en § 77, que consistia en
demostrar que las condiciones suplementarias en los distintos instantes en
la imagen de Heisenberg eran coherentes, deja de ser aplicable ahora,
pues las condiciones cuénticas que relacionan las variables dinamicas en los
distintos instantes quedan modificadas por la interaccién de forma dema-
siado complicada para ser desarrolladas. Asi pues, lo que haremos sera
obtener todas las condiciones suplementarias que afectan a las variables
dindmicas en un instante y comprobar que son coherentes.

Tenemos nuevamente las ecuaciones (56). Derivando de nuevo res-

pecto a x, resulta
oA, /ox, = 0. (96)
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Por otro lado, la ecuacién de movimiento (92) para ¥, como en § 68, nos
lleva a

oFta ) /ox, = 0,

31'“/3:!” = 0, 97

pues la diferencia entre — ey y j, aunque sea infinita es constante en el
tiempo. De (95) resulta que (96) se verifica también como ecuacién fuerte.
Luego, las ecuaciones (56) son las tinicas condiciones suplementarias inde-
pendientes que afectan a las variables dindmicas en un instante de tiempo.
De la primera resulta, como antes, (57), y de la segunda, con ayuda de (95)
para 4 = 0, obtenemos ahora

que es equivalente a

(A + B, + 4xjo = 0. (98)

Esta puede escribirse
(Ao + U)™ + 4rjo = 0 (99)

o también, segin (39),
div & —4zj, = 0, (100)

que es precisamente una de las ecuaciones de Maxwell.
Puede verse, sin que hagamos los célculos, que en un mismo instante,
para dos puntos x y x’

ljox> fox-] = 0,

pues la diferencia entre — e y f, aunque sea infinita es constante en el
no puede contener derivadas de 8(x —x’), y a la vez tiene que ser antisi-
métrico en x y x’. Luego, los términos extra 4xjo, de la ecuacién (98) para
los distintos valores de x, comparados con las correspondientes ecuacio-
nes (58), conmutan entre si y a su vez con todas las variables dinimicas
que figuran en (58) y (57). Por consiguiente, dichos términos extra no
alteraran la coherencia de (58) y (57), luego, (98) y (57) son coherentes.

Nuestro método de introducir la interaccién en la teoria no es relativista,
pues la energia de interaccién (90) llevaba consigo variables dindmicas en
un instante en una referencia de Lorentz particular. Asi pues, podemos
preguntarnos si la teoria con interaccién es relativista o no. Las ecuaciones
de campo (92) y (95) asi como las condiciones suplementarias (54), son evi-
dentemente relativistas. Queda por saber si las condiciones cuénticas son
invariantes bajo las transformaciones de Lorentz.

Conocemos las condiciones cuénticas que relacionan todas nuestras va-
riables dindmicas A, ., B,x, ¥ax, ¥ax €n un instante dado x,. Como ya
hemos dicho, no podemos desarrollar las condiciones cuénticas generales
que relacionan las variables dinimicas en dos puntos cualesquiera del
espacio-tiempo, porque la interaccién las hace demasiado complicadas. Por
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tanto, lo que haremos ser4 llevar a cabo una transformacién de Lorentz
infinitesimal y desarrollar las condiciones cuanticas en el nuevo sistema
de referencia. Si podemos demostrar que las condiciones cudnticas en un
instante dado son invariantes frente a las transformaciones de Lorentz
infinitesimales, quedard demostrado también su invariancia frente a las
transformaciones de Lorentz finitas.

Sea x;‘ la coordenada temporal en el nuevo sistema de referencia. Estard

relacionada con las coordenadas originales mediante la ecuacion
x3 = %o + v, (101)

siendo ¢ un ndmero infinitesimal y v, un vector tridimensional tal que
ev, sea la velocidad relativa entre las dos referencias. Despreciaremos los
términos del orden de &2

Una cantidad de campo x en el punto x y en el instante x} de la nueva
referencia tendra el valor

%(x, x"(‘)) = x(x, xo) + (x: — xg) O%y/Oxg = (X, Xo) + c0X)[ %y, H]. (102)
Su P.B. con otra cantidad de campo analoga A(x’,x*) serd

[n(x, x2), A(x’, 2¥)] = [x(x, %) + €0, x:[%x, HLAX', x0) + ev.2,[Ax, H]]

= [x(x, %), A(X’, %0)] + €0s%s[ %, [Ax, H]] +

+ eosxe[ % H], A/}
= [u(x, xo), M/, %0)] + e0(x", — %) [%x, [Ax,, H]] +
+ evx[[x0 Ax ], HL. - (103)
Si x y A son variables ¢ o ¥, nos interesara su anticonmutador y no su P.B.
Utilizando la notacién (69) del anticonmutador, tenemos
[x(x, x¥), A(x" z3)].
= [x(x, %), N, %)) + s0, [, Do HIL o+ et [0, H], ],

= [x(x, x0), A(X, %0) ]+ + evr(x; — x)[xx, [Ax, HI)s +e0,[ [%x, A ]s, H].
(104)

Six y X son dos variables basicas cualesquiera A,,B,, ¥4, %o, €l P.B. [y, A\.]
o el anticonmutador [x,, Ax.]., segin los casos, es un nimero y, en conse-
cuencia, el ultimo término de (103) o (104) es nulo. Llegamos pues a
[x(x, x3), Mx', x5)], = [%(x; %0), MX', x0)] . +

+ ev(x, " —x7)[%x, [Ax, Hp + Hrll, + e0f(x’r — x/)[%x, [Ax., Holl,, (105)

donde [x, A], significa P.B. o anticonmutador, segtn los casos. A partir de
la forma (90) de Hq vemos que [Ay., Hq] sélo puede contener las variables
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dindmicas A, x., ¥ax,» Fax. DO pudiendo contener las derivadas de dichas
variables. Por tanto, si [xy, [Ax.,, Hqll, no es nulo, habrd de ser un mul-
tiplo de ¥(x —x’), y no contendra términos en las derivadas de 3(x —x’).
Luego, el ultimo término de (105) es nulo. Resulta, pues, que

[(x, x¥) A/, x¥)],
tiene el mismo valor que cuando no hay interaccién, y, segin lo visto en
este caso, es invariante frente a las transformaciones de Lorentz.

Es posible una critica de la demostracién anterior. Hemos desarrollado,
en los distintos puntos, expresiones en potencias de ¢ despreciando ¢2.
Por ese procedimiento no podemos calcular [x(x), A(x")], para dos puntos
cualesquiera del espacio-tiempo x y x’ préximos entre si, para los que
x, —«/, sea del orden de ¢, pues el resultado de dicho cilculo tiene que
ser una funcién de (x, —x’,) que tiene una singularidad cuando el cuadri-
vector x — x” est4 sobre el cono de luz y, en consecuencia, tal funcién no
puede desarrollarse en serie de potencias de las (x, —«’,).

Para que el argumento sea vélido hemos de volverlo a formular de
modo que se evite el empleo de la funcién 2. En lugar de

[x(x, x3), MX, x3)].
hemos de calcular

[ f an(x, x*) d'x, f by X, 2¥) d%’ ] i (106)

donde a, y b, son dos funciones continuas arbitrarias de x;, x2, ;. Enton-
ces las cantidades que tenemos que desarrollar en serie de potencias de ¢
varfan todas con continuidad, con un cambio continuo en la direccién del
eje de tiempos, quedando asi justificados los desarrollos. Las ecuaciones que
obtenemos ahora son las de la demostracién multiplicadas por ayby d3xd?*x’
e integradas. Llegamos a la misma conclusién de antes: los P.B. o los
anticonmutadoras tienen los mismos valores que en ausencia de interaccion.

Podriamos ver que la razén de que la integracién no modifique las con-
diciones cuénticas es su simplicidad, es decir, el hecho de que sélo sea
funcién de las variables dinamicas basicas y no de sus derivadas. Los P.B.
y anticonmutadores tienen los mismos valores que en ausencia de interac-
cién, siempre que se refieran a variables de dos puntos del espacio-tiempo
consideradas en el mismo instante por algin observador. Esto significa
que los dos puntos han de estar cada uno fuera del cono de luz del otro
y tUnicamente se pueden aproximar a través de lineas que vayan por fuera
del cono de luz.

80. Variables fisicas

Todo ket |P> que represente un estado fisico ha de verificar las condi-
ciones suplementarias

(Bo+ANP> =0,  (divE —4mjo)P> = 0. (107)
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Una variable cs fisica, si al aplicarla a cualquier ket que verifique dichas
condiciones da como resultado otro ket que también las verifica. Ello exige
que conmute con las cantidades

Bo+ A,  div & — 4o, (108)

Veamos qué variables dindmicas sencillas gozan de esta propiedad.

Las variables de campo transversales .#,, %, conmutan con las canti-
tidades (108), y en consecuencia son variables fisicas. La variable #, con-
muta con la primera de las cantidades (108) pero no con la segunda, luego,
no es una variable fisica. Tenemos

ih[¢ax; zl':bx' . d’bx'] == (d"ax ber + i)l—”)x' lﬁax)l/!bx,
= Sab B(X— X’)lpbx, = Q)[fax 8(x _— x’).
Luego,
[Faxs fox] = ie/h - Pax 8(x —X'). (109)
A partir de (42)
[efV x /% div &,.] = 4nie/h . eV x /¥(x —X).

Por tanto,
[€%V x /"oy, div &y, —4Amjox,] = [V x/?, div &y, [ax—ame Y x/* [y, jox.]
=0
Luego, si hacemos
dr:x = ier/ﬁllboxa (110)

%* conmuta con las dos expresiones (108) y es una variable fisica. Anélo-
gamente también es variable fisica F* . Las variables ., &,,4*, §* son
las tinicas variables fisicas independientes, ademés de las_propias canti-
dades (108).

Tenemos
fo = — Je@HF —YFFH), o = —eF*ladt. (111)

Luego, la densidad de carga y la corriente son variables fisicas. También
es facil ver que € y & son variables fisicas, como sucedia cuando no
existian electrones ni positrones. Todas las variables que no quedan modi-
ficadas por la arbitrariedad que existe en la determinacién de los poten-
ciales electromagnéticos en la teoria de Maxwell, son variables fisicas.

El operador ¢, representa la creacién de un positrén o la aniquila-
ciéon de un electrén en el lugar x. Veamos cudl es el significado fisico del
operador ¥* . Segin (44),

hfenVx/t, ] = eeV x/*(x, —x,)x —x|"3,

y por tanto,
iﬁ[‘b:x’ erxf] - e¢tx<xr—x’r)|x—'x,l—3
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o sea,
En Wbty = ¥ AEm + elx, — )X —x|73}. (112)

Consideremos un estado |P> en el cual &, 'tenga ciertamente el valor c,
en el punto X/, o sea,

E P> = ¢ |P>.
Entonces segin (112)
Erx A 3IP> = {cr + e(x) — x,)IxX" — x|} 34 |PD,

luego, en el estado ¥*,|P>, &, en el punto X’ tiene ciertamente el valor
¢, + e(x, — x,)|x’ —x|3.

Esto significa que el operador #%,, ademés de crear un positrén o aniqui-
far un electrén en el punto x, aumenta el campo eléctrico en el punto x’
en la cantidad e(x] — x,)|x’ — x|™3, que coincide precisamente con el cam-
po de Coulomb clésico en el punto x’ creado por un positrén de carga e
en el punto x. Luego, el operador ¥, crea un positrén en el punto x
junto con su campo coulombiano, o bien aniquila un electrén en el lu-
gar X junto con su campo coulombiano.

Para electrones y positrones en interaccién con el campo electromag-
nético, mas que las variables ¥, &, son las variables ¥*, #* las que corres-
ponden al proceso fisico de creacién o aniquilacién de electrones y posi-
trones, pues dichos procesos siempre deben ir acompaiiados por el cambio
correspondiente de Coulomb en el campo eléctrico alrededor del punto en
que ha sido creada o aniquilada la particula. Puede verse ficilmente que
las variables ¢* ,* verifican las mismas relaciones de anticonmutacién
(70) que las variables sin estrella. Al pasar a la representacién de momentos,
las cantidades importantes no serdn las variables no fisicas ¢, definidas

por (67), sino las variables fisicas s * definidas por
';l"t( — h-i fel(xp)/f;!ﬁ-!;diip, |ﬁ; = h? fe-‘(xl”/hilf: dix. (113)

Ahora hemos de sustituir (68) por

_ 1 a,p,—{-a,,.mc . 1‘ o Pr+ amm .
§:‘§{1 ol A R ey }""’

y tomar &* para representar la aniquilacién de un electrén de momento p,
E;‘ para la creacién de un electrén de momento p, % para la creacién de
un positrén de momento — p y Z* para la aniquilacién de un positrén de
momento — p. Las variables a,k;, zﬁ;, £ ;, E:, Z’;, Z;, verificardn las mismas
relaciones de anticonmutacién que las correspondientes variables sin estrella.
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Podemos expresar el hamiltoniano enteramente en funcién de variables
fisicas. Tenemos
YA = VI ie/h V).
Luego,

Hp+ Ho = f {Frar[— by — e(" — V)| + Flammp + A%} d¥x
= [ G*tal— B — eAY*) 4 FH T mib* 4 A%} .
El dltimo término del integrando ha de combinarse con Hp;. De (49) y (57)
Hpp =~ — (87)1 f (U — Ao)(U + Ao)™ d3x
~ 3} f(U—Ao)jod3x
con ayuda de (99). Luego,
Hes + f Atjodx 2 4 [ (U + Adjo dox.

Integrando (99) con ayuda de la férmula (72) de § 38 resulta

Ao+ Uy = f lxio_m ;o

y por tanto,

Hp + j A% dx e f f ’7"""’" dxd*.

Luego, se tiene
H=xH

con

H* = [ (B o %" —estof*) + F*tommii*} dia +
+H"+—; f f l:i:x—if’;’l dxdiy.  (114)

En la ecuacién de Schrodinger de un ket [P) que representa un estado
fisico, podemos emplear H* en lugar de H, pues para dicho ket se tiene

iﬁle)/dxo = H|P> = H*IP). (115)

H* s6lo contiene variables fisicas. Las variables de campo longitudinales
no aparecen. En su lugar aparece el dltimo término de (114), que es pre-
cisamente la energia de interaccion de Coulomb de todas las cargas pre-
sentes. Es bastante exirafio que aparezca un término de este tipo en una
teoria relativista, pues representa la energia asociada con la propagacién
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instantdnea de fuerzas. Dicho término aparece como resultado de habernos
separado de la imagen de Heisenberg, que es donde se pone de manifiesto
la invariancia de la teoria.

Podriamos haber establecido una representacién tomando como ket
standard el producto del ket standard |0F> del campo electromagnético
aislado, dado por (61) y (62), por el ket standard [0p> de los electrones y
positrones aislados, dado por (74). Sin embargo, esta representacién no
seria adecuada, pues su ket standard no verificaria la segunda de las con-
diciones suplementarias de (107).

Otra representacién méis conveniente se obtiene tomando un ket stan-
dard |0g> que verifique

(Bo + AN0g> = 0,  (div & — 4xjo)|0g> = O, (116)
Hod0> = 0, £ (0> =0, T% 100> =0. (117)

Estas condiciones son coherentes, pues los operadores que actian sobre
|0¢> en ellas conmutan o anticonmutan entre si, y ademdas son suficientes
para fijar completamente [0p> salvo en un factor numérico, pues hay el
mismo nimero de ecuaciones que las que se necesitan para fijar [0F>(05).
Las condiciones (116) muestran que |0g> verifica las condiciones suple-
mentarias y, por tanto, representa un estado fisico. Las condiciones (117)
nos dicen que [0g> representa un estado en el que no existen fotones,
electrones ni positrones.

Cualquier ket |P)> que verifique las condiciones suplementarias (107) y
que, en consecuencia, represente un estado fisico puede expresarse en
forma de una variable fisica aplicada al ket [0g>. Las tnicas variables fisi-
cas independientes que no dan resultados nulos al ser aplicadas a |0g>
son &y, 5 Z"‘ Luego,

P> = W(Hpe, T2, L3, )100>. (118)

Asi pues, |[P> est4 representado por un funcional de onda ¥ de las varia-
bles &y, § Z* Es una serie de potencias en dichas variables, cuyos
distintos termmos corresponden a la existencia de los distintos nimeros de
fotones, electrones y positrones con sus campos coulombianos.

Empleando la representacién (118) y el hamiltoniano H*, podemos no
tener en cuenta las condiciones (116), ya que no jugarin ningin papel en la
resolucién de la ecuacién de Schrédinger (115). Las variables longitudi-
nales ya no vuelven a aparecer en la teoria.
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81. Dificultades de la teoria

El ket standard |0g)> representa un estado en el que no existen fotones,
electrones ni positrones. Podriamos inclinarnos a pensar que dicho estado
representa el vacio perfecto, pero no puede ser asi pues no es estacionario.
Para que fuese estacionario necesitariamos que

H*|0g> = Cl0g>

siendo C un nimero. Pero H* contiene los términos

—e f;ZF*Ta, A * d3x - {;ff ’70"_1():;,[ d8xd3x’, (119)

que al aplicarlos al ket |0g> no dan factores numéricos, y en consecuen-
cia, destruyen el caricter estacivnario de [0g>.

Dichos términos pueden ser considerados como una perturbacién que
da lugar a una probabilidad de que el estado [0¢> pase a otro estado, de
acuerdo con la teoria de § 44. El primero de dichos términos descompuesto
en componentes de Fourier contiene una parte

— e(@)as f [ T U n PR, (120)

que da lugar a transiciones en las que se emite un fotén y en las que simul-
tineamente se crea un par electrén-positrén. Tras un corto intervalo de
tiempo, la probabilidad de transicion es proporcional al cuadrado de la
longitud del ket que se obtiene aplicando (120) al ket inicial [0g>, y vale

€*(&r)ay(ds)ea X
X f f f f 0alT¥ pircn b T E N Ll prsern, (0> Pk pdik’d?p
= e2(&,)ur(%)ca J’J-JJ-(OQIrh[djrk’ ] X
X [‘g” E:; 1. [Z"p*'kli,’gd puk»ﬁ]*|00>d3kd3pd3k’d3p',

Empleando los valores de los P.B. y anticonmutadores dados por (4), (16),
(72), (73) se obtiene un integrando que depende de las variables k, k segin
la ley [k|~3(k —K’) para valores grandes de k y k’. Con ello resulta una
integral divergente, y asi la probabilidad de transicién es infinita.

El segundo término de (119), descompuesto en componentes de Fourier,
contiene términos como E* Z**p,, » que dan lugar a transiciones
en las que se crean 51mu1taneamente dos pares electrén-positrén. Podemos
calcular igualmente esta probabilidad de transicién, obteniéndose también
un valor infinito.

Segln estos calculos resulta que el estado 0g no es estacionario ni
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siquiera aproximadamente. Una dificultad mas seria es el hecho de que no
se pueda utilizar el método de perturbaciones para tratar la ecuacién de
ondas cuando conduce a probabilidades de transicién del estado inicial
que se considere. En cambio, no se conoce ningin otro método capaz de
sustituirlo y, por tanto, no se conoce ninguna solucién de la ecuacién
de onda de la electrodindmica cudntica.

El origen de este conflicto reside en las fluctuaciones de la densidad
del mar de electrones de energia negativa, fluctuaciones que se presentan
siempre en la teoria de electrones y positrones en ausencia de campo elec-
tromagnético. La densidad de electrones en estados tanto de energia
positiva como de energia negativa es

px = F1¥, = L+ TE + L)
Por tanto, segin (74)
pxl0p> = Z1Zxl0p> + (T78x + (X7 Z:)[0->. (21
Las relaciones de anticonmutacién (73) para las ¥ y las I nos dicen que
TLL, +et g, (122)

es un nimero, aunque sea infinito, y por tanto el segundo término del se-
gundo miembro de (121) es un mltiplo numérico de |0p>. En cambio, el
primero no puede ser nunca un multiplo numérico de |0>, y en consecuen-
cia, |0,> no es un autoket de p,. Esto implica que la densidad del mar de
electrones de energia negativa en el vacio no es constante, sino que estd
sometida a fluctuaciones continuas.

Siguiendo la idea de § 73, a fin de obtener una cantidad fisicamente
importante — la densidad de electrones de energia positiva menos la den-
sidad de positrones —restaremos de la densidad de todos los electrones
la densidad de la distribucién de vacio. La cantidad que asi se obtiene es
la densidad de carga que debe emplearse en la ecuacién de Maxwell (58)
de § 73. En una teoria exacta de la electrodindmica cuéntica, la cantidad
que restamos ha de ser un operador bien definido, que ha de poder ser
introducido en las ecuaciones. Lo mejor que podemos hacer es tomar para
dicho operador la parte constante (122) de la densidad de la distribucion
de vacio dejando de restar la parte que da lugar a fluctuaciones. Con ello

resulta
Con ayuda de la relacién
£L§x + §§§x = ZLZX + Zin:
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que se obtiene a partir de las relaciones de anticonmutacién (72) y (73)
haciendo ¢ = b y sumando, resulta inmediatamente que (123) coincide con
la expresién (77) que teniamos para f.

Pero como no hemos restado la parte de la densidad de la distribucién
de vacfo que da lugar a fluctuaciones, ésta continia formando parte de
la densidad de carga que se aplica al ket de vacio, es decir,

ioXIOP> = —EELZ::!OP)'

Luego, la densidad de carga del vacio no es cero. Llegamos al resultado
aparentemente paraddjico de que, pese a que el estado vacio ha sido
definido como un estado en el que no existe ningin electrén ni ningun posi-
‘trén, sigue teniendo densidad de carga no nula, Este resultado es una con-
secuencia necesaria de no haber podido restar las fluctuaciones del mar de
electrones de energia negativa, incluso en el caso en que no hay interaccién
con el campo electromagnético.

Existe también alguna dificultad en relacion con el término constan-
te (122) de la densidad de distribucién de vacio. Por una consideracién de
simetria, es de esperar que no aparezca ningun término constante en la
corriente producida por el movimiento de los electrones de la distribucién
de vacio, con lo que tendremos una densidad de carga a la que no estd
asociada ninguna corriente. Esto determina un sistema de referencia de
Lorentz privilegiado, cosa que en una teoria relativista no deberia ocurrir.

El punto de apoyo para salvar esta incoherencia reside en que la co-
rriente producida por el movimiento de los electrones de la distribucién
de vacfo, en realidad, es una diferencia entre dos infinitos, y por consi-
guiente, no es una cantidad bien definida. Dicho término constante puede
ser obtenido por un paso al limite, llevado a cabo en un sistema de refe-
rencia de Lorentz particular, obteniendo asi un valor particular; pero dicho
valor no deberfa ser més privilegiado que otros. La ambigiiedad en el tér-
mino constante de la corriente no representa una dificultad seria para la
teoria, ya que podemos evitar dicha ambigiiedad definiendo de nuevo
j» por

jrx = —helfLanhx— 1.0 )

en lugar de por (78). Con ello queda en la misma forma que la expre-
sién (77) de fo, y mos permite escribir la ecuacién relativista

fu =3[ 0, —Ptalp). (124)

La dificultad de las fluctuaciones es mucho mas seria. Al poner en
interaccién la densidad de carga fluctuante del vacio con el campo electro-
magnético ésta da lugar a la aparicién de un campo-eléctrico fluctuante,
segun se deduce de la ecuacién de Maxwell (100), que actia sobre el mar
de electrones de energia negativa dando lugar a la creacién de pares
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electrén-positrén. Si intentamos calcular esta accion nos encontramos con
integrales divergentes, lo que impide obtener una solucién de la ecuacién
de onda con interaccién.

Ya habian aparecido antes en la teoria algunas cantidades infinitas,
pero ninguna de ellas constituia una dificultad seria, pues no jugaban
ningtn papel importante en las ecuaciones; podiamos evitarlas volviendo a
definir las cantidades de forma conveniente. Asi teniamos el infinito del
punto cero de la energia del campo electromagnético transversal Hpr
dada por (47), que pudimos evitar empleando (65). Nos encontrabamos
también con el infinito del punto cero de la energia de los electrones y
positrones Hp, dada por (80), y con el término infinito que aparecia expli-
citamente en la forma (82) de Hp. Dicho infinito nos fue posible evitarlo
considerando Hp en la forma (81). Aparecié también la parte constante
infinita de la densidad de electrones del vacio (122), que pudimos eliminar
de la teoria empleando la férmula (124) para j,. En cambio, no existe
ninguna posibilidad de volver a formular la teorfa que nos permita evitar
los infinitos de las fluctuaciones.

Se ha conseguido establecer ciertas reglas que permiten eliminar de un
modo coherente los infinitos que se derivan de las fluctuaciones, habiéndose
obtenido con ello una teoria capaz de ser desarrollada, y a partir de la
cual se pueden obtener resultados que pueden ser confrontados con los
experimentos. En la confrontacién se ha encontrado buena concordancia,
lo que indica que las reglas tienen cierta validez. Pero dichas reglas sélo se
pueden aplicar a problemas particulares, que por lo general son problemas
de colisién, y no encajan en los fundamentos légicos de la mecénica
cuéntica. Por tanto, no pueden ser consideradas como una solucién satis-
factoria de las dificultades.

Parece ser que hemos seguido hasta donde es posible el desarrollo
légico de las ideas de la mecénica cuéntica tal y cémo se conocen hoy en
dfa. Teniendo en cuenta que las dificultades son de caricter muy profun-
do, tnicamente pueden ser superadas por un cambio dréistico de los fun-

~ damentos de la teoria, probablemente tan dristico como el paso de la
' teoria de las érbitas de Bohr a la mecénica cuéntica actual.
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